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1. 


Veber  die  natitische  Anfurabe: 
Aus  den  i^emessenen  liSheii  zweier 
Sterne,    deren   Rectaseensionen   und 
üe^diiiiition^n  l^ekannl;  sind,   nnd.  d<br 
ZwiscHenzeit  der  beiden  Beoibaeiitnn'-' 

grell  die  Polli51ie  und  die  Zeit  zu     • 

bestUnmen. 


Von 


•    t  >    ' 


dem  Herausgeber. 


•   * ' 


fehle  der  wichtigsten  Methodeil^  ieur  See  die  Polfaohli ,' -odef 
fe  Breite,  und  die  Zeit  zu  bedtJininen,   bietet  wegen  c^er  AHge- 
ncmheit  ihrer  Anwendung  und  der  I^eichtiskeit  der  atizostellen 
<teB  Beobachtungen  jedenfail«  die  Aufgabe  dar: 

Aas  den  eemessenen  HOfaeD»  zweier. Sterne,   deren 
neetascensioneji  fmd-Declinationen  bekannt  sind,  und 
der  Zwieeh«Dzeit  der  beiden  Ceobachtungen  die  Pol*, 
b^he  und  dleZeitzu  bestimmen;    '      '>  ^^  <>- 

•  '  '■-  -'  '    ■  '    •      ■- 

^e»halb  a«ch  filr  diese  Aufgäbe  tbeüsdirect^.und  Tdlßg  gqnaue^ 
thdls  indlrcc^  und'  bloss  aiuiähecpde  Auflösungen  In  äendich* 
Si^>sser  Anzahl  schoo  gegeben  worden  sind. 

CrsprGnglich  wurde  jedoch  diese  Aufgabe  nicht  in  der  obigen 
crwMterten  Gestalt,  sondern  in  der  folgenden  viel  eiiu^eschriUik- 
|iren  Gestalt  zur  Breiten-  und  Zeitbestimmung  auf  ikt  Sße  m 
Vorschlag  gebracht: 

Tkcil  XIV  1 


!   •  ,    •.      •.•... 

.....        •        •.'#«,       . 


Aus  zwei  eemessenen  Höhen  eines  Sterns,  dessen 
Position  auf  aer  Sphäre  bekannt  ist,  insbesondere  aus 
zwei  gemessenen  Sonnenhöhen,  und  der  Zwischenzeit 
der  beiden  Beobachtungen  die  Polhohe  und  die  Zeit 
zu  bestimmen. 

Wer  diese  wichtige  Methode,  die  Breite  und  die  Zeit  zur 
See  zu  bestimmen,  zuerst  in  Vorschlag  gebracht  hat,  habe  ich 
mit  TOlliger  Bestinmitheit  nicht  ermitteln  können,  und  muss  mich 
daher  begnügen,  was  zwei  geachtete  astronomische  und  nautische 
Schriftsteller  hierüber  sagen,  im  Nachstehenden  anzuführen:  , 

In  der  Sammlung  astronomischer  Abhandlungen, 
Beobachtungen  und  iNachrichten,  herausgegeben  von 
J.  E.  Bode.  Erster  Supplement-Band  zu  dessen  astro- 
nomischen Jahrbüchern.  Berlin.  1793.  S.  42.  sagt  v.  Zacb 
in  einer  Note  ta  einer  veii  Peter  Ntei|wl»;nd  udii^mni  Titel: 
Ueber  die  Methode  ^ie^  Herrn  Douwes,  aus  zweieji 
ausser  dem  Mittagskreis  beobachteten  SennenbSireii 
dia  Breite  eines  Ortes  zu  finden,  ver«pFf ■ili^bten 4al|rmt9p 
Abhandlang  über  unser  Problem  über  dasselbe  Folgendes :  *,p Fe tec 
Nonlus  oder  Nunnez  und  Robert  flue«/ ein  MJjgvsilek.EWI 
of  Northumberlaad  und  Thomas  Harriet'«  ^v^kai^e^ 
Freund,  haben  meines  Wissens  diese  Aufgabe  zuerst  *vo'rgetni^W^ 
ersterer  in  selttesi  Werke  De  Crepusculis*),  .letstetfar  lo  sei- 
nem Tractat  De  tilobis  et  eorum  uso.  Lugdun i.  8vo.  Von 
einem  gewissen  J o h n  Chilmead  Mr.  of  A. of.  Christ-Churcb 
in  Oxon.  wurde  1659  eine  von  Job.  Jsac.  Pontauus  mit  An- 
merkungen versehene,  aber  verstümmelte  Ausgabe  in's  Englische 
übersetzt,  unter  dem  Titel:  A  learned  Treatise  of  Globes: 
both  coelestiall  and  terrestriall :  with  their  several 
uses,  written  first  in  latine  by  Mr.  Robert  Hues:  and 
by  him  so  published  etc.  Lond.  8to.  Daselbst  stehet  die 
Aufgabe  auf  der  188sten  Seite  Cap.  VI.  und  wird  vermittelst  des 
Globus  aufgelöst.'* 

Dagegen  spricht  sich  Dort  Josef  de  Mendoza  y  Rios^in 
der  Abhandlung:  Recherche«  sur  les  Prificip.ai^x  Px9liU- 
mes  de  rAstronomie  Mautique  (Phil^sophical  ^r^oJ^* 
actions.  1797.  Part.  I.  p>  45.)  auf  folgende  Art  über  dem  ersten 
Erfinder  unserer  Aufgabe  in  ihrer  obigen  eingeschräqkteren  Ge- 
stalt aus:  „Le  celöbre  Pierre  JNunnez  (ou  Nonius)  s'occupa 
beaueoup  des  moyens  de  determlier  la  lafitude,  et  a|»r^  javoir 
di^roouträ  la  fanssetä  des.  rigles  pnblieea  par  Pierre  Ap' 
pian.  (Cesmographia)  et  Jacob  Ziegler  (Cai«4a6Btarimn 
in  secunduni  librum  Naturalis  Uistoriae  RU^{ki)  il.doooe 
difförens  problemes  de  son  invention,  et  entre  eux  celui  qu'on  r^ 
sout  par  deux  hauteurs  et  Tarc  d*horizon  ceinprlB  pat  Jed'verti* 
oämt  «le  i'astre  (De  Arte  atque  RatioBe*  NavigandL.  1573. 


*)  Käcli  anderen  Angaben  aoU  sich  eine  Auflßiiing  mit  H&f^  ^ 
Globus  von  Peter  Koniot  in  detten  Bache:  De  Obterv.  RegnL  et 
Joitram.  Geometr.  Lib.  !!•  Cap.  XIV.  befinden. 


-*-  Oü  ObserT.;*R^gnL  ot  Ipstrum.  Geom,etf.  etpJ  Jß  o'ai 
pM  pa  ^lakcirc^Ui  qqi  1^  premi^r  sabatitua  m  Ueu  du  aeroier 
^Uvmt  Larc  de  l'i^iiatawr  qoinprU  ^ntre  lea  horair^s,  ou  bten 
Imt^rvalle  de  tema  en^e  lea  oha^rvatlona;  naia  on  trouve  cette 
sotytiDD  önoQc^  comme  ane  ch<>ae  connve  quoiQue  peu  utile  dana 
te  trait^  Pe  Globia  et  eornin  Usu  par  Robert  Hues.  (Je 
a*ai  jamaia  vo  la  preini^re  Edition  de  ce  livre;  Celles  que  je  cod- 
Bois^  ontre  lea  tradactions  en  Anglois  et  en  Fran^ois»  sönt  une 
caro  ADoott.  J.  Jsaaci  PoDtaoL  Amst  1617.  et  une  autre 
OxoD.  1663.).  Le  procädä  meotlonnä  par  Hu  es  exige  i'usage 
des  globea.'* 

Nach  diesen  Zeugnissen  echeint  also  in  der  That  deir  TOfhei^ 
erwSbate  Robert  Bues  der  erste  Erfinder  unserer  Au%abe  in 
ibrer  etogeschrlnkteren  Gestalt  eu  sein»  obgteieh  eu  wünsdien 
wire,  dass  in  den  Sehriften  des  Nonlus  selbst ,  deren  Emsidit 
wAr  leider  nicbt  so  Gebote  stebt,  senane  Naefaforsehungenr  ange^ 
stelk  «irOrd««,  mit  weleber  Aufgebe  derselbe  sich  ^eigentlich  ne« 
mkMUtgk  bat,  woan  icb  daher  Leser,  denen  reichere  literarische 
HiMlM]iiel1en  als- fair,  iiamentlioh  in  der  älteren  astronomischen 
und  naotisdben  Liiteratur,  zegftnglicb  sind,  aufiafordem  mir  erfaMi- 
bei  inilcbte,  zugleich  mit  der  Bitte,  dieselben  im  Archiv  der  Ma^ 
tbonatik  and  Physik  mitEutheilen. 

lo  der  oben  gleich  Ua  Eingange  angegebenea  sehr  erweiter- 
ttn  Form  ist  aber  das  Problem  zuerst  hehandelt  worden  von 
Gaaee  in  dem  Pro^amm:  Methodum  peculiarem  elevatio* 
itm  poli  determinandi  explicat  simulque  praelectio- 
ses  auaa  proximo  semestri  habendas  indicat  D.  Caro- 
las Fridericns  Gauss,  Astronomlae  P.  P.  O.  Gottingae. 
1H0&,  von  welchem  ein  ziemlich  ausführlicher  Auszug  sich  auch 
in  far  Monatlidieia  Gorrespond^nz.  18019.  Febraat. 
S.  134.  befindet. 

Es  Ist  non  keineswegs  meine  Absicht ,  alle  bekannten  thdls 
vSifig  genauen ,  theils  nur  annähernden  Auflosungen  uneerer  Aufr 
fzb^  in  ihrer  eingeschränkteren  oder  erweiterten  Gestalt  von 
DoQwea,  Gauss^  MolLiveide,  J^ittrow,  Hazewinkel, 
Lobatto,  Caillet  (Vater),  Paget  und  Andern  in  diesem  Auf- 
satze zusammenzustellen,  indem  man  darüber  in  den  meisten 
LehrMdiem  der  Scbübhrtskunde ,  namentlich  in  dem  i(a«d^ 
hacb«  der  Schifffah^rts künde  von  C.  Rümeker.  Vierte 
AafUge.  Harobsrg.  1844.  S.  141.  ff,  8.  193.  ff.,  in  4eM  mut 
erst  caBz  tieaerlioh  «reehienetten,  wegen  seiner  streng  wtssen- 
schafUichen  Abfassung  und  Darstellung  sehr  zu  emmehlenden 
Tratte  ^l<^mentaire  de  Navigation.  Par  V.  Caillet,  Exa- 
mlnateur  de  la  Marine.  Cours  de  l'i^cole  navale.  — 
Ir«  ann-^e  d'ötudes.  T.I.  Texte.  Brest.  1848.  p.  191.  T.  II. 
Tables.  Brest.  1846.,  auch  in  dem  Handbucbe  der  prak 
tischen  «Seefahrtskunde  von  Ur.  Eduard  Bobrik. 
Band  II.  Zürich  und  Hamburg.  1846.  S.  1477.  sehr  genü- 
gende Auskunft  findet.  Vielmehr  ist  es  meine  Absicht,  in  die- 
sem Aufsatze  ein  Paar  neue  analytische  AuflCsungen  zu  geben, 
vorsflglich  aber  auch  eine,  wie  icb  glaube,  sehr  einfache  und  elegante 

1* 


Gonstrnction  unserer  Aufgabe  auf  analytischem  Wege  cu  Ent- 
wickeln ,  die  ich  wenigstens  in  theoretischer  Rffeksicht,  nftment- 
lieh  auch  weil  sie  ganz  allgemein  für  die  Aufgabe  in  ihrer  erwei- 
terten Gestalt  gilt,  ffir  sehr  bemerkenswerth  und  interessant  hlkite. 
Das  Weitere  über  diese  Construction ,  namentlich  auch  was  das 
Hfetoriscbe  und  Literarische  betrifft  ^    wird  späterhin  Torkommen. 


5.  2. 

Die  bekannten  Rectascensionen  und  Declinationen  der  beiden 
beobachteten  Sterne  wollen  wir  durch  «,  a'  und  ö,  i',  die  beiden 
gemessenen y  wegen  der  Strahlenbrechune  und,  wo  es  nutbig  ist, 
aucji  wegen  der  Parallaxe  auf  bekannte  Weise  gehörig  yerbessei^ 
ten  Hoben  derselben  durch  A,  A'  beseichnea;  ferner  seien. <i  Ü 
die  eleichzeitig  beobachteten  in  Stunden  ausgedrückten  Zeiten 
der  Uhr,  und  cd,  <o*  seien  die  entsprechenden  StiMidenwinkel. 
Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  dass  die  Uhr  ^enau  naeb  Siiemaett 
gehe,  bei  der  Sonne  nach  mittlerer  Sonuenzeit,  so  istj  wie  dmcb 
ebe  einfache  Betrachtung,  wenn  man  nur  gehurig  erwl^tj  nk 
in  der  Astronomie  die  Stundenwinkel  und  geraden  Aufsteigungeo 
genommen  zu  werden  pflegen,  sogleich  erhellen  wirdt    1 

oirsISf— «  oder  (D=15<-it^360<^, 

* 

jenachdem 

15<— a^O  oder  16«— a<0, 

d«.h.  jenachdem  Kt^a  positir  oder  negativ  ist;  und  ganz  ebenio 

a>'  =  15<'— «'  oder  (ö'=15f- «^  +  360o, 
jenachdem 


.0 


15f— o'^O  öder  15i'-o'<0, 

.  •    •  • 

d;  h.  jenachdem  15^ — c/  positiv  oder  negatir  ist.  Die  Bectasces* 
sionen  a,  «^  müssen  hierbei,  da  «,  f  in  Stunden  ausgedrückt  m- 
genommen  worden  sind,  in  Graden  ausgedrückt  sein«  und  die 
Stundenwinkel  oo ,  m*  sind  dann  natürlich  auch  in  Graden  ausge- 
drückt.   Folglich  ist  entweder 

CD  — fi}'=15(/— 0  — (a— «0» 
oder 

oder  ., 


■nd  setxeD  wir  aLbo  allgemein 

1)   d=i5(<-ir)— («—«'). 


wo  die  Gr588e  6  aus  den  beobachteten  Zeiten  der  Uhr  und  den 
Mcanntäo  Rectaseen^ionen  der  beiden  beobachteten  Sterne  immer 
leicht  berechoet  werden  kann,  und  daher  eine  bekannte  Grösse 
ufi;  80  ist 

2)    »-.cD'=d  +  X.3eOo, 

wo 

X=0,  oder  X=  — 1,  oder  X=i  1 

ist  Also  ist,  wie  leicht  mittelst  der  bekannten  goniometrischen 
Fonaeln  erhellet,  in  völliger  Allgemeinheit: 

3)    co8((i> — cd')=cosÖ,  sin  (©— CD')=öifiö. 

I  Biaber  ist  der  Einfachheit  wegen  angenommen  worden ,   dä^h 
die  bei  den  Beobachtungen  gebrauchte  Unr  eeoau  nach  Sternzeit 
sehe,    woför  bei  der  Sonne  immer  mittlere  Sonnenzelt  zu  setzen 
ist  Weil  aber  vermöse  der  Gleichung  1)  die  Grösse  6,  um  deren 
Bestimmang  es  sich  hier  zunächst  handelt,  bloss  von  der  Diffe- 
leBx  t — t  der  beiden  beobachteten  Zeiten  abhängt, ^  so  ist  klar^ 
hm  es  hier  gar  nicht  auf  den  sogenannten  Stand,  sondern  nur 
«ildeii  sogenannten  täglichen  Gang  der  Uhr  ankommt;   und 
gebt  al0o^  die  Uhr  nicht  genau  nach  Sternzeit,  so  niuss  man  we- 
"^ — ^-ns  ihren  täglichen  Gang  aus  anderweitigen  Beobachtungen 
kennen,  um  tlanach  die  erforderlichen  Correctionen  vorneh- 
I  können.    Unter  dem  täglichen  Gange  einer  Uhr  versteht 
nao  aber  bekanntlich  das  Zeitintervali ,  welch«»  die  Uhr  in  ei«0oi 
Ta^  mehr  oder  weniger  als  24  Stunden  weist,    indem  man  zu- 
deich    dieses  Zeitintervali^  im    ersten    Falle,  wenn    nämlich    die 
Uhr  iE  einem  Tage;  mehr  als  24  Stunden  weiset,  ;d.  h.  voreilet 
oder  accelerirt,  sls  positiv.  Im  zweiten  Falle  dagegen,  wennnäm- 
Beh  die  Uhr  in  einem  Tage  weniger  eis  24  Stunden  weiset,  d.  h. 
■achbldbt  oder  retardirt,  als  negativ  betrachtet.    Bezeicfanen  wir 
also  mit  Rflcksicht  hierauf  den  aus  anderweitigen  Beobachtungen 
iMUi  belcannten  täglichen  (G^ang,  der  bei  unseren  jetagen  Beobach- 
\  gebrauchten  Uhr  gegen  Stemzeit  oder  bei  der  Sonne  gegen 
e  Sonnenzeit  durch  G,   das  dem  aus  den  beobachteten  Zei- 
ten !•  i*  abgeleiteten  Zeitintervalle  <— f  entsprechende,  in  wlrk- 
Bcbv  ^emzeit  oder  bei  der  Sonne  in  wirklicher  mittlerer  Son- 
Btiib^It .  ausgedrückte   wahre  Zeitintervall   aber  durch  t— t";  so 
kdiea  im"4>ffenbar  die  Proportion 

24:T~t'=24+G:<-(', 

wobei  immer  alle  Zeiten  in  Stunden  ausgedrückt  angenommen 
worden,  und  es  ist  also  nach  dieser  Proportion: 


« 


1+24 


;.  " 


oderi  unter  der  Vokaussetzung»  daes  die  Uhr  nabe  berlobtigt  itii4 
also  -Ol  ein  sebr  kleiner  ßruch  idt: 


*;  . 


5)  ._t'=|i-|+(|)'-(^)'+...ia-r), 

aUo  näherangsweiee : 

Geht  demnach  die  bei  den  Beobachtungen  gebrauchte  Uhr  nicht 
genau  nach  Sternzeit  oder  mittlerer  Sonnefizeit,  i«t  aber,  wie  hier 
vorausgesetzt  werden  muss,  der  tägliche  Gang  aus  anderweitigen 
Beobachtungen  genau  bekannt,  so  muss  man  mittelst  der  obigen 
Formeln  r— r'  berechnen ,  und  dieses  t^f  statt  ^-^  ib  den  Aus- 
druck 1)  von  6  einfahren»  wodurch  sich 

i>der  v5IKg  entwickelt 

«sder»   wenn  -^  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  i    .  >.  > 


9)  ö=l6|l-^+(^*^(|-)%...}(«--«0'-;C«^«^. 
oder  nähemngsweise 


'-11  . 

:      '..  • 

ei»ijBbt 


]r 


«))  e^wix -  ^ )  (i--f)  M»-^) 


Nachdem  man  die  Grösse  6  nach  d6r  vorhergßhendieti  4^'' 
tung  genau  berechnet  hat»  kann  man  nun  zu  der  Aofloj6t^^Bjf.^ff^f* 
rer  Aufgabe  selbst  schreiten ,  wie  jehct  !b  den  foIgendeH  Fan^' 
phen  gezeigt  werden  soll. 


t ' 
\ 


$.3. 

Bez€»chnen  wir  die  PoIhShe  des  Beobachttrngsörts ,  deren 
fiesthamung  der  nächste  und  hauptsächlichste  Zweck  unserer 
Aobabe  m,  durch  (p,  so  haben  wir  nach  den  LebriMi  4er  sphä* 
ritchea  Astronomie  bekanntlich  die  beiden  folgenden  ganz  ailge- 
Bern  gSltifrn  Qleichungei».:  ,       / 


'  ^  "  "      t^miA  =:  s(nfeiB9  ~^  cos<ocosdeOB^ , 


^--      |stnA=:sinosii 
*^^      /sinA'=:sina'8i 


>    / 


sin^  -f  cosoo'  cosd'  cos^ ; 


t. 


od  nehmen  wii* 'afso  zu  diesen  beiden  Gleidiun^en  noch  dfe  ans 
itm  Torliefgehenden  Paragraphen  bekannte  €i|eichutt|^ 

wo  1=0,  —  ],  -|-1;    oder  statt  derselben  eiue  der  beiden  ganz 
aUgemein  gfiltigen  Gleichungen 

13)    cos(«— aiO=cosö,  6in(cD— Q)0=sinö; 


•0  h^ben  wir  pSenb^r  zwischen  den  drei  unbekannten  Grossen  g>, 
%  <  drei  ausser  diesen  unbekannten  GrÜssen  nur  bekannte  GrOs- 
9«i  enthaltende  Gleichungen,  mittelst  welcher  sich  also  die  drei 
ia  Rede  stehenden  uDbekanntrn  GfOss«»  bestimmen  lasse«  mds* 
wi,  weshalb  es  jetzt  bloss  auf  die  AuflGsong  dieser  dreiGriei* 
ckuM  aokommen  wird,  was  auf  verschiedene  Arten  möglich  ist, 
^oädeatD  wir  einige  in  den  folgenden  Paragraphen  kennen  ler- 
aea  weideii. 


Zuerst  wollen  wir  auf  vOlU^  ^ecte  Weise  die  Polhohe  g>  un- 
■ittelbar  aus  d#n  durch  die ;  fieoba^htungen  gegebeneu  Stücken 
n  bestimmeo:: suchen. 

Weil  nach  dei  ersten  diei  beiden  Gleichungen  13) 


Gosd= cosoMMto'-f  0ii><ütfrtno>' 
«ad  nach  den  Gleichungen  11) . 

slnA-^ sind  sine)  ,     sinA'  — sind'sin^ 

COSOI=: 5 >     COSflO  =  Tf 

^^  C0S0C0S9  cosacosg) 

ist;   so  eilialt  man    zur  Bestimmung  von  9  unmittelbar  die  bloss 
diese  unbekannte  Grosse  enthutende  Gleichung 


cos6= 


8 

cosdcosqp       *       cosd'cosqp 


aT  i      /sinA — sin Jsipy \^ J   \ ^    f%mhf  — sind Viny \< j 
,  ,  *  Y    J      V     cosdcosy     7  }   f      \   ..coad'cossp    ,/  V;' 

'   '      .  '•   \  '  I «    I  (         '    ,         •  I    .   .  ,    ,         '  T  i*. )  ■" , .  • 

oder^  vi^  BMm  Uioht' findet:  -         .  ^  ..:      ,  .,,./ 

cosdcosd'cos^osqp* — (slnA— 8ind»liwj:))(8inA'^ÄÜid'iftlil^)i=:'  ' '"' 
±V^tcÖ8d^cös9*^^^SS£^^^«^ 

Wenn  man  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  quadrirt, 
anfliebt» .  wae  sieb,  aufbeben  HUpt»  dfon  di^elbe  diu:f;|f.  copo* 
dividirt,  w^s  ivenigstena  unter  der  Vorawsetaung^  fktas  ^Vucm 
9=90^  ist,  jedenfalls  verstattet  ist,  so  erhält  man  nach  einigen 
ffanz  leichten  Transfoiniationen  zur ,  ^estloifnang  von  tp  die 
Gleichung: 

14)    0=  cosd»cosd'«sin6*cos9«     ....  ,:i       .     ,„•  •  ii 

19 


:— posd^sinA'  -r,  sind'sin©)^ 


>  **  1, 


— C08Ä'*  (sinA— ^  sind  siny)* 
"    '  "    '"■     f  %:osJcos«;oos0(sinA-78in&Sity>(8iOÄ'-«iD«'4l^^    " 


*     «  >  I  •      .'  ,;      I 


I  • 


oder  Mich  {  gehuriger  Entwuskali«^,    weqii   nifin   zugieicli^,  pps^^f 
durch  isin^?« ausdruckt:  .     i  .  ..o 

+c6sd'«sinA« 

—  cosd^osd'^sinö* 

— 2cosdcosd'shi  AäinA'cosd 

.     ■      .    .    :.   '  Y'/'ysosd^smd^äinA'i  ,       .    \   ..//  i..     .. 

'     •••^^W'i^iöÄ'««nd^inA     •  '  ^     K  ''       ■ 

1 — sindcosdcosd'sinA'cos^  I   ^^ 
"  ' ''V-^Jlod'cösdbosy^rnAcosd  I  '^' 

'f  ci»i*slwf^ 
i  +  cosÄ'*siiid* 
i+coso*coso''siud*  * 

,  ( — Ssindcosdsind'cosd'.cqs^] 

Das  von  sin^  unabhängige  Glied  dieser  Gleichung  ist: 


0 


'        '■>  1 


,.     /— 2yioAfiijiiÄ'co8(äfcQ«^'co^^, 
*     +C98d*co«d'*co^0*  j  ( 

+  (slnAsinA'— cosÄcos^'cosd)* . 

cobS  8lnA'(cos  j  sind' — sind  coad*  cos^) 
+  cosd'  sinA  (sind  cosd^  —  cosd  sind'  cobd) . 

Der  <^flbd(BAt  ?rim  jiiii^v^i^t-tMidUüli: 

sinö*sinö'«  

+cosd*8in*'* 
+8ind'co8d'*      .    . 

-8ind«8in«'« 

-'.'•'••     '■  •    *  "'V'  i-asib*cösÄ8lnycöW'co»»'     ^- 'V'"*"' 

—  coso^coso'^cosö* 

—  (sindsind'-f  cosdcosd^cos^)' 
Folglich  ist  unsere  obige  quadratische  Gleichung: 

-|-  (sioA  sinA' — cosj  cosi'  cosd)* 

cosdsinA'CcosJsnid' — smJcosJ'cosdy'j  ",' 
-  *  {  +  co8d'«nÄ(«in«co««f^bb««»lDaflo««eiP"'R'^ 

Nimmt  pan  mit  dieser, Gleichung  die  gewöhnliche  Verwand- 
long  der  qoadratisfcheti  Gldchungenvclr,  iio  ^M  dieselbe: 


i  -  >  .  •      . ; 


i    "Uu'r\-  ')''\  '  .\    .i.  t 


l     ^  1  —  (sind  sind'  -{xcaa^t^ed'  tosd)^     » 

_(cosd*--sinA^)(co8d^»->sinA^^(MnHsthA^-^o8dcog3^cog(»)« 
""  1  —  (sindsind'  +  t(^(kt^^c6sey^ 


cosd  sinA'  (coisdsind'  —  $indcös^'cosO)\  * 
j+  cosd'sinA  (sindcosd' —  j^oaSjsinS^  cosß)} 
'    V^       1 — (sindsind^^  cWdcosd'cosÖ)"        ) 

Der  Zähler  des  Bruchs,  in  welchen  sich  die  beiden  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleilsfahvilssiicheiis/  fm  dlei«f  GleUhung 
zusammQiiziehen  lassen,  ist: 

(cosd*  — sinA^(<?o«*'*^,slinA'^     ,  .    w 

—  (sinA  sinA'  —  cosd  cosd' cosö)* 

—  (cosd«— sinA«)  (cosd'«— sioJi^y  (stndsittd^-f  eiMidc0S«t'eosd)* 
+  (sinAsinA'—  cosdco6d'cosd)«(sindsindf:f<;o8dcosd'co86)« 
+  cosd«sinA'«(cosdsind' — 'sindcosd'cos^)^ 

+  cosd'«8lnA«  (sindcosd' — cosdsind'cosö)* 

-f  2cosdcosd'sinA6inA'  (cosd  sind'  —  sind  cosd' cosd) 

X  (sind  cosd'  -*- tosd  sloÄ'  cosO) . 

'    •  >. 

Entwickelt    man    pun  ^.diesem  Zähler  das  Glied,    welches 
sinA  und  sinA'  gar  nicht  enthält,  ferner  jedes  der  Glieder,  welche 

sinA«,  stnA«  diÄAsf^AT,  sinA^sinA'« 


nio- 
eser 


enthalten,  für  sich ».^e  findet  jmai^fffHttelst  einiger  leichten  ffoni 
metrischen  Transformationen,  deren  AusfGhruhg  fSglich  dem  Lies 
flberlassen  bleiben  l^ann,.  dass  sich  dieser  Zähler  auf  die.Korm 

M       ••  .  ^  (l  — (siodsind'+cosdcosd'cosÖ)« — sinA*— sinA'«^ 
bringen  •«»«*•  ,      •   :  ^ ,. 

•  I 

Also  kl  Meh  4em  Obig«Q,  t  .,  ;^     i  -     ,>>  i  "^ 

17)    lI^(srn9slnd<'-|^eöM<^d^i^i^fai^    ' 
=    co8dsinA'(co8dslnd^ — sindcosd'cosd) 

.'    \:\]'  ;;Ti-^o^5^8m^(sindc^',;^a)^^         ' '  ;;/•  ..^,^,, 

.       »      »/   •  .4/1—  (sinfaind'+cos&OBd'cosö)*— «ioA*— sInA'' 
±co8aco8«  8ind\        +28iDÄ«inA'(8ina8lD«'  +  co8dco8«'co«Ö)     ' 


11 

wodarcb  ämip  Toiiständiff  eotwidkelt  dareh  die  unmittelbar  durch 
die  BeobacbtoDgen  ^g^ebeneq  GrusBeii  auagedrflckt  ist. 

Zugifiicb  meht  mau  bicraus,  daii8  fiin^,  -uq4  f^Iglicb  ancb  9» 
weicbes  fibrigens  Immer  positiv  und  nicbt  grOsser  als  90^  ist,  im 
Allgemeinen  zwei  AVertbe  bat,  und  dass  also  bei  der  Aniveu- 
dulig  dieser  Methode  zui'  Bestimmung  der  PolbQhe  im  Allgemeinen 
eine  Toriäufige  genäherte  Kenntniss  derselben  erforderlicn  ist. 

Um  den  Tot^^r  tttt  sln^)  gefübdeneh  Ausdruck  zur  logarith- 
niselien  RechAung  bequemer  einzurichted,  wollen  wir^  was  be- 
kannäielr  immer  verfitattet  iet: 

sin|= Gosd  sind'  —  sind  cosd'  cos^ 
CS  ^tnd'(coad — sind  eotd^  ce|i(^) « 

sbig'^aBsiidltosdf^iHMBd^iiid'eejid 
dtt»«fBd(c^^«^iiiiid<cetdco60),  . 

sint:=sindsind'  -f^cosdcosd^eesd 
=:8ind  (sind^-f  cosd'cotdcos^} 
=sind' (siadH- eesdo^tf 'eo8^ 

■etien;  nnd  setzen  wir  dann  femer  ' 

IQ    cotx=cotdcoßd,  qotx',=cofd'cosd; 


loirt 


19) 


oder  auch 


*     •  »lüx  sin% 

.  .        sindcos(x-^9     '  sind'cos(x^^d) , 
sm%  sinx 


,  .     sind'sinCy-H^      .  ..;    .  sinMtt(««^ 
aO)     r^  *  smx'  **  sinx 


sinJcetCx*— d)  =  sin|'cot(x-dO ; 


t  I     '     .    "V.l 


mittelst  welcher  Formeln  ^\k  fiQlfcnriidi^.^,  |(>  \,  %\  i  ohne  alle 
Sdiwieriffkeit  berechnet  werden  können.    Zu  bemerken  hat  man 

Jedoch 9  oass  man,  was  aus  dem  Vorhergehenden  und  dem  Nltch* 
bigenden  soeleich  erhellet»  gar  nicht  nOthig  hat»  die  Winkel  |» 
f  selbst  zu  kennen»  indem. «UniblohssIdSisinl^  zu  berechnen 
UDd  die  Winkel  |»,  k'  ßßlbs^  sar  ni<^t  |Rtt&tt»achen  braucht»    was 

latfirlich  die  Rechdung  erleichtert. 

t\        •   '  > 

Fflhrt  man  aber  die  HülCBwiakel.  (^  |'»  t  in  die  Gleichung  17) 
oin,  so  wiM  dieselbe: 


12 


•   )  t 


''  21)-       eMMmg)-  -'I.w'    '-i::-.  ^i.'.fjo* 

Nach  eiqem   bekaopften  gooiQopie.tnsc&i^R  Satze  jst  aber  ($f  j^!^  ' 

l^^««*r-«o»^Vcw*+2coa«608/?ff9ffaf  .,        .  ; 

=4sin  2  (a+/J+y)  si«  2  05+y-"«)«''*f  («"h^ft^i'ij  (<^Äl^'iöff{-V 


also 


_.  _  ' ' 


i'.i 


1 — siD«*^^ttA<«^sin^-f  %iiili»m%'8iDi 
=1  -cosiflO»-^»— «OB(90<»—*0*-«w((«0»— 0« 

=  4«iDi(«70»-*-A'— 0^' 
X8iDj(909+*— A'-O 
X«nJ-(90«>-A+'A'^l)' 
X8inj(90«— A— Ä'+») 

i=4«ii|4S«>+j(A+A'+0» 

,X8int45»+5(^-A'— Ot 
X8iDt46«»-j(A-A'+OI 

X«Ib  {IS»— 5(A+A'^I)|. 

-    ■  *  .; 

1  V 

S«taen  wir  aber  .r^    .  . 

U)    2»=«H-*+A*4<. 

80  ist  •         ■•  ■ ' 

«»(»^(A-I-A'+Os^. 

W»+(»-A'-0=2C«-*'-t).     .. 
90»-(A-A'+ i)=2(*-A-i) , 
gOMik -I- A' - 1) = S(*  -  A-A7 : 


J-;  . 


1'  J> 


■»  t 


•\  . 


I-.l 


IS 

also  1  -    ' 

=  48in<6in  (s — A— AQ  sin  (i — h — t)sin(< — A'— t) , 
und  folglich  nach  Stl): 

23)      co8t*  sin^) 

* 

±  3cosdco6  J'sinO  V^  sin  s  sin  (i— A— A')  sin  (*— A— t)sin(i— A'— t) . 

Es  werden  freilichVim  jObigeo  fast  äHe  Winkel  durch  ihre 
Sinus  bestimmt,  was  bekanntlich  nicht  immer  mit  der  erforderli- 
chen Genauigkeit  möglich  ist.  iSollte  aber  die  BCrstimnranfg  des 
betiebigen  Winkels  17  mittelst .  einer  der  beiden  Gleichungen 

sini7=:^  oder  cosi7=il 

nicht   mit  der  erforderUehen  Sokirfe  mOgliob'  sein;    so  braiiditi# 
man  bloss  den  HQlfswinkel  {;  mittelst  der  Formel 

,  ,  •  r  *.  1 

tang2;  =  ^  -    ). 

a  berechnen  9    was*  inuner  mit  der  ^iforderKchen  Schärfe  möglich 
iit,  und  hätte  dann  , 

1  —  siniy       1  —  co8(90Q— iy)_  1  -  tangg 
1-f  6JQ27      1+C08(9p*^f|>r'  l  +  tangf' 

tiiig(45«-,ji?)»=tang(450-J),  tanir  (45o  -  5- 17)  =  \^tang(4öO-  J) ; 

oder 

] — COS17 1 — tang{; 

l  -f  cosi^  ~~   l  +  tangi; ' 

tang^  t?«=:  tang(4ft*— Ö ,  tan^  j  iy«  \^tAng<45<>^  £) ; 

durch  welche  Methode  immer  eine  völlig  genaue  Berechnung  des 
Winkels  tj  möglich  gemacht  wird. 


'.      I  (  .1 


.  .'§-  6*     ./ 


Wenn  man  ein^n  q^tl  .denselben ,  8teriv  ^yf^  Mal  beobachtet 
hat,  so  ist,  wenn  dieser  Stern  ein  Fixstern  ist' oder  wenigstens 
ohne  merklichen  Fehler  als  ein  Fixstern  betrachtet  werden  kann, 
im  Obigen  azs^t/,  i^&  lU'Mtz^n*,  'afeon&ch  1)  üi'ldfe^nn  PaRe 


u 

24)    d=16(«— f)» 

oder,   wenn  der  Gab*  dsr.ülir  nicht  Mnan  b«richtist  ist,   nach 

8),  9),  10):  .         " 

9K^    «-J[5:24  18«-«') 

25)    e  =  :^^^(t-f)=  .^   . 

oder 9   wenn  -öj  ein  sehr  IcMBer  Brach  ist: 

26)    e=l6tl-^  +  (^)*-(g.)'+,..)(t_0. 
oder  nSheriingswels«: 

27)    «=15(l-^)(«-«0, 

SO  dass  man  also  in  diesem  Falle  die  Rectascension  des  beobacb- 
täte»  Stenis  gar  nicht  zu  kennen  braucht. 

Femer  hat  man   nach  17)   zur  Bestimmung  von  siog)  die  fol- 
gende Gleichung: 

28)    (1-- (sina^-f  eosdScos6)>)8in9 

1 

^2Bin8coßSH\n^$^  (sinA  -f-sinAO 


_i_       «  •  ^iri-  (8lnd«+  cos^cösö)^— slnA^^^-sinA'» 
±  cosd  sinöY  +2sinAsinÄ'(8ind«+cos^of 6) 

i 

Setzt  man  nun  Shnlich  wie  vorher 

sim  =:sind^  +  cosd^os  6 , 
so  ist 


l^sinfei^sin  (450~  ^i)«s=2toisia»«ia  jö», 


also 


sin  (450 — 5- 1)»  =  cosd«  sin  ^  ö« . 


und  man  wird  daher  den  HiÜfswiikkel  t  immer  aus  der  Gleichung 

29)    Sin(4ö0-i-i)-.cpsffsinj^ö 
zu  bestimmen  haben,  was  nie  der  geringsten  Schwififigktit  «iter' 


u 

lief^.    Wird  ferner  eben  so  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
aacb  jetzt  wieder 

30)    2#=90o  +  A  +  Ä'  +  t 

geseilt,  so  ist 

31)    cost*8in9 

=4sindcos^sin  j  Ö*  sin  ^  (A+  *')  cos  j  (A— A') 

i:2cosÄin6V8miaiii(i-A— A0fiin(i--Ä--i)sin(f-A'-O. 
Weil  aber 

1  1 

cost=siii(90<>— t)=:28in(460— ^  t)cos(460— g^t). 


.  1 


also  nach  29) 


•   jÖ*cos(450-|o« 


ist,  so  ist  auch 


W) 


1 

32)    cos  (45<'  — 5^0*  sing) 

=  sind  sin  ^  (A + AOcos  j  (A  —  A') 

±  cot  ,j  ö  V  sins  8io(*-^— A')8in(*— A-i)  sin(f— A'-t) . 
Setzt  man»  was  inmier.?erstattet  ist: 

IsioK^sindsin  äOsin^  (A-f  A')  cos  ^  (h—h') , 

Isinp  c=  cos  5"  ö  V^8iDS6in(s — A — ^A')8in(i— A — i)sin(i-i-A' — ^0 » 


so  ist 


also 


sioa  0cos(46^  —  ^i)H\nq>=^s\nu:iz8lnv, 


isin  j- (tt  i  i»)eqs  j  (m  1^») 

34)    8109== j 1 

!    sinjdco8(460-  ^t)« 


.' ''  i 


'^ 


16. 


'•'        •^'   '  :'i    .»i!  ./ 


§.  6. 


.  j 


Wenn  man  die  Polhöhe  tp  gefunden  hat,    so  erhält  ro^n  die 
Ntondenwinkel  w,  ©'  mittelst  der  aus  11)  fliessenden  FornieliiT 


■  1 '    ) 


r; 


sinA' —  sind  9inq> 

cos<#^t= -* i-^-- ^4  '  1 

35^  .  cosdcosy      '-^  r<t-. 

cosd'cos^ 


l")f.,  1^... 


Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  aber: 

O«:     '      o     1    -  C08(d— cp) — sinÄ 

2  sin  5-  »»=1 — C0S(D=:  — ^ — w-^ — -— , 
^  COSOCOS9 

also  nach  einer  bekannten  Zerlegung: 

j  sin  j  450—  5-  (Hh-^tp)  I  cos  ( 4Ö0— i  (d-A-^)) 

sin  zr  CO*  = 1*1— : •     •  * 

^  cosocosop  * 

1  8>nt450-.^(d'+Ä'-.9)jcos|460-|-(d'— Ä'-<p) 

8injri0^«  = ^^ ^        . 

*  ^  cosd^oo«^  '       ' 

folglich,  weil  ^w    und    g^w'  immer  zwischen  «  und  180«>  liegen: 


36) 


'S 

,        ./«n{460-5-(a+A-9)lcos<j450-i(a-A_y)^ 
*^  '  cosdcos^  ' 

1  /  sint 450-g-(d'+Ä'-9,)jcost45<>~(d'-A'-9)I 

sin5-c»'=W f 

^  ^  coso'coscp 


Auch  ist 


2  cos  i  «f  «  l  +  cos  fc  *=  ^Sito^lfllL* , 
^  cosdco89 

•icos  i  »'«  =  1  +  cos«'  =^'^^'+/>+^'"* ; 

^  coftO'cos9 


IT 

abo  Baeli  einer  :MM«ofeD'Zieit»gtHig: 

lylU^StS — IT' ' '     «'    ■  i    I      ■     ■  ■         '    '     b'  '  '  '        '  ■■■■■;■  j    I   I 

*  GO8OCOS9 

,  8SD{45«-^i(«'-^A'+v)rco»{450-|(«'+A'+9)) 

3  cpsaco89 

folglicii 

2     ^^^  CO8JCOS9  '  * 

37)    ■ 

j            W8iD(450-J(Ä'-A'+(p)|co.t450-g-(«'^.A'^^)| 
«0*2  • -±V  — co8«'cos9 ' 

w«BD  man  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt,  jenachdem  o, 
•r  zfriachen  0  und  180^  oder  zwischen  18d<'  und  ^60^  liegen,  d.  h. 
Wnacbdem  die  Sterne  auf  der  westlichen  oder  östlichen  S^te  des 
Ikridians  beobachtet  ivorden  sind,  was  also  aus  den  besonderen 
l}tt8tänden  der  Beobachtungen  ?h  Jedem  einzelnen  Falle  entschie- 

kl  werden  muss,  wozu  man  bei  wirklichen  Anwendungen  gewiss 

aadi  immer  hinreichende  Data  haben  wird.  .     : . 

Dm8  man,  wenn  man  die  Kunden  winket  kennt,  auch  den 
Staad  der  Uhr  bestimmen  kann ,  weiss  Jeder  aus  den  Elementen 
der  AstroiuMttM,  %^  dass  diesbidttticfat  weiter  erläutert  zu  wer^ 
dta  kuieht. 

3. r,-.  . 

Beror  wir  zu  einer  anderen  Auflösung  unserer  Aufgabe  fiber- 
eeben ,  wollen  wir  zuerst  die  Umstände  untersuchen ,  unter  denen 
iie  Beobachtungen  am  vorthfjlhaftesten»  d.  b.  mii  der  meisten 
Aassicht  auf  hinreichende  Genauigkeit  und  Schärfe  der  aus  den- 
selben abzuleitenden  Resultate,  angestellt  werden. 

Die  Grundlage  filr  die  AuQSsung  uaeerer  Aufgabe  bilden  die 
drei  Gleichonges: 

sinA  =:  sind  sin^-^  cosd  cos»  C0S9, 

Avkk  =s  sbd'sin^)  -f  cosdKcosco'cos^ ; 

vebei  alle  CSrOssen  als  ^Ollig  fehlerfrei  angenommen  werden.  Neb- 
TWU  UV.  a 


mep  wir  aber  die  RectasceDrion^i  imd  DecÜMtioM»  alifeUsf- 
frei  m,  wozu  wir  hei  der  grossen  Genauigkeit  unserer  jetzi^n 
Stemverzeichnisse  t  und  astronomischen  Tafeln  wohl  berechngt 
sind,  undT  bezeichnen  die  Fehler  von  h,  A%  6,  b;  m\  9  respec- 
tire  durch  dh,  dh',  d0,  Sm,  dm\  d(p;  so  sind  die  ricbtigen  tjlei« 
chungen : 

sin  (A-f  dA)=sin  Jsin(9-f  S9)  *f^osdcos((D-t-9(D)cos(9-f  8^)9 
sin(A'+a*')=sinÄ'sin(9+a9))+cos«'cos(a/+aa/)co8(9)+8^); 

aus  denen.  In  Verbindung  mit  den  drei  obigen  Gleichungen»  nadi 
den  Regeln  der  DifTerentiairechnung  sich  die  dipei  folgenden  Glei- 
chungen ergeben: 

cosA  dA= (sindcosqp— cos  JcoscDsln^)?^ — cosjtsino»  cos^Sci  | 
coßh'dhf = (sin  j'cosg)— cos  J'coso>'sin9)d9— cosÄ'  sino^cos^d«' . 


.1  f 


Aus   diesen  drei  Gleichungen  erhfilt  man  dqrcli  Eltmini^tioa  ?•& 
da  und  d(o'  die  Gleichung: 

^^  _  (sin  Jcosy — cosfcosa>siny)8y-— co^3A 
""  cosdslnocos^ 

(slnyco8y~cosd^cos<D^sin<p)8y— cosA^8A* 
cösS^sino'cos^) 

Beaeichoen  wir  nun  die  Atiinuthe  der  beiden  beobadiielen'ilHenN 
oder  des  einen  zwei  Mal  beobachteten  Sterns,  indem  wir  diesei' 
ben  Ton  Sfiden  an  durch  Westen  hindurch  von  0  bis  360^  z&bleo, 
durch  Oy  o';  so  haben  wir  nach  bekannten  Formeln  der  spbSri* 
sehen  Astronomie  (Archiv.  Tbl.  VIll.  S.  90.)  die  folgenden  Glei- 
chungen:. 

sin9cos9  — cosAcos(osin9)=:;r-^^o8Acösl54  ',  ' 

8hiJ'cos9-^cosd'coso>'sni9)== — cosA'^iosO' ; 

und 

eosd  sinco  rseosA  sMo  ^ 
cosd'sino'zzcosA^sinQ' ; 

also  ist  nach  dem  Obigen 


.Je' 


l '  \ 


^  _     cos58yH-8A      cosS'Sy  -f  8A' 


eder 


;>. 


Ift 

!  «ii6«*c»<«te9^a«Mi»iM(S^öO^-^«i)S'dA-f-8in9dA^ >' 

I  •        !••  '»ill    iI'':"M»Ili'»i.liu'»f  I     .        '  .  '     !  ' -* 

ib^    '.    •       i     *Hi:l»      . -'   ",1  .l'»!ljlW/     .     '  •.      -    H  •'••'.■     ♦'     ' 

<     ll''J    ^I  ..  .1    •■!.     inin^vl  _^.     ..       •.     .'         __  _  '■•     '     "       I 

Fen^  Ist  Dach  dem  Obigen,   wie  man  leicht  findet: 


I '   I 


fotdtch^  W^'on  maii  den  obijgen  Wertli  von  dcb'einl&hrt:  ;.;,,:,, 
coec5'      ^.  co«5       ^,,  .    cosQsinQ'  ^^  ^ 

oosq'      ^.  CO« 5     „.,  .   «inQcufl^'  ^^  . 


iIm 


39) 


l^  CO«G>'  ^  "  CO«S'     '       ^  CO«G>«iDft>'  Q^ 

^  "=  ~sin(5-öOco«9^'*  T.«to(ör-  0O|co«9^'*  ""ainCö  -ÖO     * 

r^_  co«5^         ^ .  co«5i     >     ^ ,,      .«iaö co«S^ \,    ! 

!^""    «in(ö-öOcosy^''+8in(S-TCj')co89^'^      8in(«5-ö') 

Ami  den  Fonneln  38)  und ''39V,  namentlich  aber  znnächat  an« 
der  Formel  38)  in  Betreff  der  Polhöhe,  sieht  man,  dasa  man  die 
Beobachtongen  jederzeit  «o  anstiellen  miisa,  das«  nicht_  nahe 
ib(o— 00  =  0,  «ondern  das«  vielmehr  mOglichet  nahe  8in(G>-- S') 
^dbl  Ist,  d.  h.  dass  der  absolute  Werth  der  Differenz  der  Azi- 
■Qtbe  der  beiden  beobachteten  Sterne  oder  des  einen  zwei  SfaJ 
beobachteten  Stern«  mdfflichst  nahe  9Q^  oder  370^  ist.  Dies  vor- 
«isgesetzt,  erhellet  zugleich  femei^  ans  den  Gleichnngen  39)  in 
Betreff  der  Stondenwinkeli  dass'  anf  dieselben  die  Fehler  In  den 
gemessenen  Hohen  einen  de^to  geringeren  Einflnss  ausüben,  je 
Dlber  co8o=l,.dl<'b.  je  fcMlUer  cRe  PolhOhe  Ist;. unter  einer  sehr 
grossen  PolhOhe,  wo  Mii6'eoSm>ssO  ist,  kann  aer  Einfluss  der 
Pshler  In  den  gemessenen  HGnen  auf  die  Stundenwinkel  sehr 
Wdeutend  werden.  ' 

Ueberhaupln'kilttmatr^sieh  hhM^'"dle^lrakfiMi«JSg|e^l,zn  mer- 
^,    welche  als  eine  Haiiptnegel  für»  die  erfolgreiche  Anwendang 
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unserer  Ausübe  ato  Bestimniuiiff  der  Polhdiie  eder  4m  Bteite  lu 
betrachteu  ist,  dass  man  bei  den  Beobachtongen  die  Umstand« 
mit  alier  nur  möglichen  Sor&iiBdt  so  wählen  muss»  dass  der  abso- 
lute Werth  der  Azimuthe  der  beiden  beobachteten  Sterne  oder 
des  einen  zwei  Mai  beol>aehteten  Sterns  möglichst  nahe  90^  oder 
2700  beträgt 


i.  ' 


IVir  wollen  jetzt  unsere   Aufgabe   auf  eincf   andere  Art  wit 
vorher  aufzulösen  suchen ,  und  setzen  zu  dem  Ende 

indem  wir  zugleich  bemerken,  dass  S  vermOge  der  Gleichungen 
1)  und  2)  eine  bekannte  GrOsse  ist,  und  daher  die  hdden  Sfto: 
denwinkel  ta,  a/  gefunden  sc^b  werden ,  wenn  man  u  zu  Inmo 
im  Stande  bt. 

Setzen  wir  nun  ferner 

.A  +  i=:2i#,  /|-.^=:2r; 


41)      . 

(A'+a'=2i«',  Ä'-Ä'=2r'; 


so  ist 


und  folglich  >  weil  bekanntlich 


sinA — Sil 

COSO»  r=z 5 '-  , 

costfqosop         .  :  ,.,  , 


.     sinA — ^sm^^smA^. 

»  coso'ss ir-— — -^ 

coso'cos^ 


'  1 


ist: 


i     ■.  :  I 


oder 


sin(K-t-t>)—  8in(te— y)sip<y  .  , 

cos(u— 9)C0S9I.      .'/   ' 

1    ;     •  ...  .    ,        •    ..  •>     " 

I', "    ... 

.    ^^^^  _. j»tD»  cosp^lT^ny)'4-  casaisiptKHjigtr) 

•^.  iC0S(ll«-^)00!S9l  •  .       '      ■ 


M 


eo0(tt'— üOcö89 


Stttken  wir  nuii 


(.. 


'  •  I  . 


•otot 


42)     *=fe^ 


•    I 

4^  «»9=sxq:i 


.  '. » 


ud 


also,  weii  oÜBfbbar  x,  1+x  und,   ^  q>  läleht  grSsser  ab  90^  ist, 
0019  po«lti?  sind: 

.  ■ ,  '  .      * 


.1  -      "       / 


«eh  iat  ■■•.■:•■  f 


'.. 


NtA  dem  Obigen  ist 


co^o»  =: ^^ ,. 

€0e^'5=  — 


>t -> 


iIm 


^'^^-^J^ 


^'^^  ""       co8(ic— e).  yj?       ' 


•dtr 


^ 


t't 


co8id\Vjp= 7-3 — Ä • 

,       cos(tf' — »0 

•   -'*  .  .      .. 

Folglich  ist  .nV  1  t 

l  1 

(co8q>-|-co8(d')  Va:  =  2co8  ö"  (^  ""  ••O  ^^*  o  (»+«•0  •  V^ 

[8inuco8t>        8iDii^<)oit?^1  '''^  fesMsinp        co8M^8ipr^ 
cos(ti— ü)  ■*■  cos(a'— roJ^  '*'co8(u  — r)  "*"  co8(u'— ©0.' 

(C08(D — co8a»)i/^=:---2i8mt>^  (p  —,«0  ?"«*  o  («>  +  »0  •  V« 

[SJDUCOSP^^    '  gVntt^CQgP^'S  C08M8iDP  COBt^Blüf/  , 

oder,  wenn  iTir 

^.  /!-■  .. 

-.         Sing  0080         -.^        SlntC^COBÜ^ 

C08(l«— r)  C08(m'— V*)  ,    ■  .1.  „ 

•etieD:  i.,      ,  ;  m  ,„  .1,  rf.,/ 

.  ( » '^  I    j 

2co8  g^Ä.  V^«;=--T^,  ar+  — =j  - 

'"  *  COSo  ^  CO80  ® 


p 


0.1«,         üf— ^      .  N-N' 


okii: 


d.  i.,  weniKwir  dür  Kittief  wegen 


II 


i>. 


23 


4ft) 


»" — TZ'  ^»=Tr;' 


•^2® 


C«j« 


8in^9 


47) 


•H  welchen  zwei  Gleichnngeo  <Ue  bei4iBn  nobekaonten  GrOMen 
X  md  Sl  beatimmt  werden  mfimeo. 

Qiadrirt  man»   um  A  zu  eliminiren,   die  beiden  Gleichungen 
17)»  und  addirt  sie  dann  «i  einander«  ao  erhält  man  die  Gleichung 


4r = (*»+ Jf/«)^:« + 2(Äi2Vi  +  Jfi'ZViO*  +  ^l•+2Vi'• 


4er 


nd  I8at  man  nun  diese  ouadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche 
Wciie  anf»  so  ergiebt  stcn: 


) . ,  • 


1 


'    ••  Imim  ^'-r- 


■    l    .    .  ^      U 


.\' 


u 


r 

* 

Sil- 
+ 

f 


ll 


'je 

41 
+ 

■  l 
<  w 

■  ^ 

f  ■- 

*■■ 


it  man  z  eefnnden,  ao  kennt  man  auch  9, 
I  lA)  dia  Fonwin 


61)     aiD9=  |- 


Bestimmt  man  V  ans  den  beiden   Gleichungen  47),  so  cf- 


üf.Jf,  — «iJf,' 
2(«,'cosja  +  ll,.inin)' 


33 

ni  besliaimt  man  x  aus  densdbeo  Gleicfaangen,   so  ergiebt  sich 

Nx  siiio  Ä  +  Nx'cos  2  Ä 

53)     «= j r J . 

Alao  hat  man  lor  Bestimmung  voif^A  ^e  Cleichong; 

(jir,iv,'-»x'iv,)« 

=—4 (4f»«in  j  Ä  +  Jfj'cos  jÄjyV,  sin  j  Ä  +  Ni'  cos ^  *)• 
(JlfjiVi'-Jiri'A,)?  (siD  |ä«  +  cos^  Ä«) 


ibo 


1  1       "         1  1 

=-4(iVtSiii|  Ä+üfi'cosjÄ)  (i^sloj  Ä  +  i^i'cosg^Ä) . 


=-(Jfi'+ilfitai»^  j  i^W+iVi  tang  j  Ä), 
d.  L  lacb  gdi5riger  Entwickelong  cBe:  Gleichung: 

54)      0=     |4Jlf»A, +(JfiiVi^iri'2Vi)«  J  tang  |  Ä» 

+ 4(Jr,^I'^-Afl'^i)tang  |ä 

+4ilfi'A",'+ (»j^^— Äi'iVi)«. 
oder  w' 


f        4^ 


«)  "««?«•+ nd^Ss^^-"'?« 


®r 


i^fttelct  welcher  deichnog  tang  ^  51  bestimmt  werden  moss. 

L5st  man  aber  diese  Glmchung  auf  gew5hnlicbe  Welse  auf, 
•0  erhält  man  nach  einigen  leichten  TransformationeD: 


[■■■.■■■-    1*  I-'  ■ 


,;_,v!  i^-' 

^.  ;;iir.l     "'.i. 

,Y/,M  !- 

Für  die  wirklidie  ADwendiiDg  ist  ümt  irttllig  diree(>»  Adfl^ 
mg  Dicht  geeignet  Jedoch  Icann  man  auf  folgende  Art  zu  For- 
«chigS^lailgeii«,^e.i^  d^e  ^o^thmifi<;ba^jR^hDiinj^( seb^ 

Wir.4M^vTfHr|ier\d}A  f5H^<dmng  ;j    i\) .  j--^ 

=--«(^,ehi|^^a:f^/^^  Ä)  (iVi  sin^Ä  +  ^tj^aj  Ä) 
gehabt,  d|0taicl\^  die  Fonn 


i-  f   («,1.  »f '   ' 


•' 


Wiagea  llsat.    Setzen  wir  nnft^         i^^ 


57)    tangP=*^,tangÖ=^,; 


ei  wird  &  vorhergeUendei  GlbiÄung;' 

^^pl.^tt)Ua(Q-^  A) 

d.  L  aieh  ^er  behannten  geidometrilscheB  J*ennel: 
■dfolglicb'       il  ,.-iM*Vii.i<,J|  1     '' 

oder  --  ,.-  *\  );-.»!•) S^Mi'^     ' 


3» 


.■-;'••.; 


oder  "Vi     .     -    i 

I  ■ 

mittelst  w ekAier  ^pmleln  Ä  'triebt  ber^hnjit  weiräep  Uoo. 
Nach  63)  ist         i  ,/v  ;        ,    .V 


^     l  +  cotQcot^A 

^     l+taogPtaog^  A        .liil-Id  N-. 

IT.       t l* .    _ 


\     '/         1 


59)     rf'  '"' 


**    sinQco0(P— I A) 


rr  ■ 


•  V 


'      \  •  1 

(V         i-Tf    .WB0c.«(/»-r,4.Ä) . 


n 

Nach  52)  ist  ,,  I 


l  -  ■     ,;  .      ^  U';  ''.,.-'    jf. 


alto 


/•/j»  — ^t ± '^  1 *  if 


^^.^_      iVi  l-tangPfeotQ 


iL 


1  1 

2co»^A  l+tangFtongf  A 

iV,'          cotPtapgQ— 1 
= 1  { , 

28*111^  Sl  cotPcot  j  a  +  i 


.  **     CO^(P-JÄ) 

^icMö'      — r~  ■ 


l        ■'.!• 


iwi  ist 


f: 


\  ■«  > 


*■*■*      (ilf,— A,)8in|Ä  +  (JI!r,'-A,')co»^Ä 
Miinn^a  -f cotPcM  |^ A)+iYi(mn,j  Af  ootQcM  |ia>:    !   ( 


iL 


•*)      f  IB^SZ      ■  1 — " ; y       '         I — • 

^  seilt  man  abo 


».■■■ 


02)    tanglt=;^ 


r 


>'  MiBinQco8(P—^Sl) 


I  ■  • 


SO  ist 


also 


•  < '' . 


eS)    sifa9>=«<u)g(45«— 12), 

,  .      ..  J 

I 

V--  stny       l^taDg(460-^) 
1  +sln9  ~  1  +  tang(450-Ä) ' 


d.  i. 


,r 


iarig(45«  -  2^  ^)«  :ii  toßgÄ, 


und  folglich 


64)    taDg(450  — 5-9)  =  VtangÄ, 


oder  nach  dem  Obigen^    ., 


t' 


t 


65)    tang(46«-^);^ 


Ju. 


I 

i\ri8inPco8(Q— gA 
JV|SiBQcos(P— |i2) 


auch 


.  I 


66)     tkfcg<4»»-r  j-W« 


iVi'co8.Pco8(Q-2-Ä) 

t 


■4-:-^ 


^/co8Qcos(/^4-^A) 


i 


IVeiiB  man  Sl  mittelst  einer  der  beiden  Formeln  58)^  niiB' 


i 


bei 


lieh  mltt^M>  einer  fl^t  beiden  FqiUi^Ib    '\ 


I  » » 


1!^     ,  "J 


berechnet,  Vot'hat' hian  tfo<A  Folgendes  z&  b^^VkUAei^^ 

Bezefch|[^eb  wir  den  kleinsten  positiven  Botfen ,  desseil  Cosiattt 

—  cos(P— Q) — Mi'Si^      p     7;  , 

\  'C/  1        >   2C0SPC0S</^  j;    MJ  wl    h 


n 

9im  ...         '»   1  *M  '\^ 

iit,  durch  ü,  so  ist,   weno  k  eine  beliebige  jiositive  oder  ttega- 
tire  ganse  Zahl  bezeichnet,  bekaontlich ' 


■^  Hhs^tC^  ü,         ; 

abo  .       ,  !\  "  ■ 


Will  nun  aber 


Ui  fo  igt 


Ako  Dich  dem  VorhergebendeD 

«gDch  M  \     ,.    '' 

-(/*+QTÜ)<-2*«<4»-(P+QT  U). 

■iUerans 


'!<• 


Aa 


2S 2<*< ^ 


\ 


«TKbeD  sich  zwei  um  die  Einheit  verschiedene  Werthe  von  k, 
wdche  wir  di|reh  X,  X-\-l  bezeichnen  woUen;  und  eben  so  erge* 
^  tidi  ans 


P+Q+u   c.^.^P±Q±£ 


ir 


l 

^  vm  die  Einbeit  Verschiedene  Werthe  von  k,  welche  wir 
«rcli  ^,  fft-|-l  bezeichnen  wollen.  Also  haben  wir  nach  dem  Obi- 
|tti  ßr  A  die  folgei^aen  vier  WerA«): 


32 


D^ei^^  entspfecbend  i^^: 


und 


ferner 


und 


folglich 


und 


•i   /' 

1 
■  *  i 


ferner 


1       ■  iiP-Q+f^+n* 

''-k^^  Vi 


1  \l(P^Q~ü)+ll7t 


/>-jÄ=.l 


j(P-Ö-ü)+(<»+t)«; 


.1 


(i(Q-i>+r)+(i+l)« 


1       d(ö-p-ü)+<»» 


Q-2«=H 


^CQ-P-CO+dt+l)«; 


,  (_l)A  co8i(i>-Q+  17) 

eo»(P-5-Ä)ÄJ  ,        . 

((— 1)A+».  cos  j  (P-^CHIT) 


^,  /(-l>'.co»j(P-Q-t7) 

C08(P— g-Ä)  =  J  , 


t:;ni 


]   » 


md 
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,  ((-l)Wf(Ö-P+l/) 

((-l)*f>.  CO.  j(Q-P+tO 


j  (-.iy..co8s-(Ö-P-ü) 

CO.(«-jÄ)=  -"j 


FolgBcb  ist  nach  60) 


Y     lU    ,-"^1  rin(P-Q) 

^     '       '    ^^     co,|(P-<?+l7) 

M     *'      •  28iDQ     ~T 


ii  • 


rfiij(P-Q  +  ü) 


r    IV.   -i-  »ii»(P~0) 

^'"   _(_iy.+i  -ÜL,  »•■»(P-0)        . 

eoBf^(P—Q-V) 

* 

SowM  die  beiden  ersten,  als  a«ch  die  beiden  letzten  IVerthe 
von  Vor  haben  f nfgegengesetste  Vprzeicbeo.  Nun  Ist  aber  im 
Ob^en  yx  immer  als  positiv  betrachtet  worden»  und  man  hat 
^wr  bierin  offenbar  ein  sicheres  Kriterium,  ob  man,  k=^k  qder 
^-i-f  l>  and  ob  man  k=ii  oder  A^^ii  +  l,  d.  h.  ob  man  "    ' 


•der 


nd  ob  man 


«=P+©— r;— 2iir 


P=p+Q«r-2(H1)«. 


ft=aP+Q+ü-2f*« 


Slz=P  +  Q+  17— 2(f*+l)» 


TMI  XIV. 


L 


81 

setzen  soll»  so  dass  nian'.also  ffir  Ä  immer  nur  xwel  Werthe  er- 
hält, Hie  es  di^  NÄtm^^efAlfgAlre' erfordert  Als  einfache  Regel 
hat  man  sich  zu  roerkeDTdass  man  ton^dfeta  Tier vW«rthen,  welche 
Sl  nach  dem\Objgei»,Mb^p  .kM^p^  jederzeit  die  beiden  zu  nebmeo 
hat»  H-elche  tifr  - 

_         Ni  sin(P— Q) 

l  ' N.'  aHP—Qi     '"  '  ' 

"^  .  fcosiß  ~      l^. 

positive  Werthe  liefern. 

Nach  dem  Vorhergehenden  [si,   wie  iftan  .leicht  findet,  immer 

'    '    •    ioB  (P-  fÄ)        COS  §•  (P-  <?  +  ^0 


« 


oder 


oöd  iff^  |ä)      cos  g^  (0— P  -  T) 
'cosXP-  2^Ä)      cos|(P-  Q'-V) 


also  f 


cos  (Q-ln)      cos  j  (Q~P  ±  17) 

C08(P-i-äÄ)         COB^(P^Q^V) 


*\    «'    '  .   1.  >    -'.     1  ■  •  I* 


und  fbll|^f^,<näcni  6($):i  > 


1            4    /        Ä,'cosPcosg^(Ö-/>±P) 
67)    tang(45»-2  9)=\/ f 

^'  ^i'cos  Ocos  I  (P-Q  ±  V) 

oder  nach  65):  ,..  .,^  t,.   ',: 


!   1 


1           4    /        MWd>»co8|(Ö-P±17) 
68)    tang(450-2  9>)  =  \/ j 


'7  '. 


■.,.n 


M,  mw  mit  vrigirisR^  üld^  kl^hm^m  f^ä^ven  Bogefti  iMiicli-^ 


M  /, 


';.\      ,1^'.';''»'T  .M»--.    'I!  '     !■- 


gmiffgt.    Bei  der^  fie«liiiiiiMiiig  voa  ^  mitterst  der  Gleichung  CT) 
oder  68)  kann  keine  Zneideutigkeit  bleibeo,  da  offeDbar 

0<48o_1^^90o. 


1 


d.  h.  io^^^p  Immer  lit-enflen  Quhdmivlen  zu  nelmien-ist. 


.1  -», 


Afinftliemde  oder  indi#^€tc$!  AttltCstfiiffcib  unserer  Att%a[be  (äs- 
ten sich  mehrere   finden;    auf  der  See  wird  jedoch  meistens  die 
Methode  von  Douvres  gebraucht«  weshalb  es  sich  der  Mfibe  Ter- 
\obiieii  wird»  diese  Methode  hier,  jedoch  in  verallgemeinerter  Ge- 
ilalt,  weil  das  Verfahren  von  Uovwe« nur  für  das  Problem  in 
Mfier  einfacheren'  Gestalt,  gilt,   ausführlich  zu  entwickeln»   was 
OD  80  notMger  sein  dürfte  >    weil  die  gewohnlichen  Entwickelun- 
m  dieser  Methode,   wie  es  üitr  scheint,    keine  ganz  deutliche 
fiiBsidht  in  das  eigentliche  Wesei^  derselben  gewähren. 

Wir  wollen  daher  jetzt  annnhmett«,  dass  9,  a>,  »^  nur  Nähe- 
ruBCswerthe  der  .Polhöbe  und  aer  beiden  Stundenwinkel  seien, 
nuT  H-oUen  die  ffenauep  Wertne  oisser  Elemente  durch  9-f  J^, 
m-i-Jm^  o>'-|-//a>^  bezeichnen.  Dann  haben  wir  nach  11)  die  bei- 
den Gleichungen:  .  •      1 

1*^"^ — sinÄsin(9-|--^/9)      # 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

71)    (9)  =  9+^/9,  ((»)  =  co+2/ß),  (m')=zm'  +  j»' 
setzen»    4ie;h«ldieQ 'CM^IcIhhTgefi:  —     ; 


I « • 


(1  --7';ii«inA(-"8iB<l«ifi(a)1f 

72)  (     _  ,_r 

8* 


,,,  .  uii^Af         I    II    Wml-J^\  .    '- 


u 

Butvrickel«  wir  nun  ike  GfOfcen  auf  den  tedilia  **«•  **J* 
Gleichungen  nach  den  Potenzen  von  Jip  und  bleihea  bei  de» 
ersten  Potenzen  von  Jm  stehen«  so  erhalten  wir  zuerst: 


N  '    •     '    ' '  sin A — sin^siny — sindcosy^y 
^.costfö;,=r        ^osdcQfi9)-rCOsdsin9)J9 

'  sinA^ — sind^siny — sjpd'cosy^y , 

vOi...:.    co8(a?0  ^      cosd^co«^ — oosd'sln9>^9i ,  - 

also  femer 

Cos(fl9)=:'  ■ 
(sinA  —  sinfeiny— -sindcosyJy)  (cosdcosy  -f-  cosdsinyi^y)  ^ 
(ce8dcos9> — cosdsin^^i^))  (cosdcos^cosfoin^^^) 

CO8((»0  = 

(sinA'— siny  siny— sind'cosy  /1(p)  (cosd'cos«]p + cosd^siny/Zy) . 
(cosd'cosy  —  co8d'sinq>Jq>)  (cosd'cos<p  +  cosä's\ng>Jq>) 

d.  h,.  wenn  wir  immer  bti  den  ersten  Potens9«fi  von  ^q>  ^^^^ 
Ueih«n:   .  <  ■  -  ■  «j  i  ■ . 

,  ^         sioA — siodsirigp  j, 

ilrtdcosip*— «in«»(8hiA— sihÄäirig)')  ^  ■ 


.,(',-.      i 


cösdco89^ 
'  ißnÄ' — sind'siny 


..     u:,     .  CpSd'COSy 


stiid'coscp^ — ^8ina)(sinA'— sind'sinop) 

MM»     11»  I  ■      It   I    ■  «  ■   I         f     I      I     II  Ml  I  ■   1      <  I       '    .j  Hfl       ^ip  3 

cpso'coscp^  •    T 


mIi 


also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 


sinA—siodsiny^  sing^sinAshiy/ 

-«V  J    ^   '  cosdcos9>      "^      cosdcosy*        ^' 

!      /  sinA'— siod^siny       sbd^— sinA^^hy  . 

co8{^n)  cosd'cosy  cosd'cosy* 

Hieraus  erhält  man  ferner  leicht: 


•i 


(fi>)-cos(iöO=-'^in|-|(»>-(#')lldn5l(to)+<#')l 

sinAcosd^^-rsifritföosd  -^-sinCd — dO  siny 
cosdoosd^os^ 


sm(d — d^)— (siMeosd^v-«nA^cosd)siny 
cosdcosd'eosy* 
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^9. 


1 '  I 


NMh40)  ist  aber 


(•)-(»0=», 


w»  9  neh  den  Gleicknngeii  1)  and  ^  eine  beluyintfi  |Qr5e|^  u|t; 
also  werden  die  heMon  f^^h^rgeheiide»  Gleicii|KQgeo:,i„.;'t.  '      v 

.  1 1/  N  .  /  /M    ' '    eniAcogd'— «InA'ccm*— ein(*— ^«in» 
«mj  ((•)+(»)!= ^ 1 ^^ — p — - 

Scosfcosd'sin  ^  9coe9^. 

ein(^— dQ— (sioAcoB^^ — «inA^cosJjeiny 
-f j Jip^ 


'     t         f'l     i 


I 


t_l  .^  X . -r  ^»        »in/lcosÄ'+sinA^cosrf— sin(J4-dO«"»9 
rin5Ka)+(»01=   i ^ ' — - 

8in(2-f  J9-'(8inAcoed''|-stnA^;o8^8iil^ 


'    '  't.    '.., 


2co8  Jcosd^ces  ^  9cp89* 


2/9; 


\ 


•dcr^  wenn  man  die  GrOaeen  auf  den  linken  Seiten  der  Gleich- 
hmlnMbwL  nach  Potenzen  ron  Af^-^rAm'^  entwickelty  vndfJkei  den 
enteo  Potenien  dieaer  GrOsae  atehen  bleibt:        .  -      !»  \A<,\ 

1  11 

.    ain4coa4'^ainA'coaM$ — aiD(^— JQainy 

—  -  T 

2coadcoa^'aiD  A  9cos9 
.   8in(^ — d')-r(8inAcoa''  — ainA^coa^ina  ^ 
2coa8coai'Biti5- 9008^* 


'         •  '1      \  I  ■• 


I        I 


t      • 


I    I  t  1' 


II  1        U 

j ^y. 

Legt  man  nun  der  Rbcjinübg^ein^ä^bekannten  Näherangswerth 
der  Potnohe  zum  Grunde,  den  wir  wie  bUher  durch  9  bezeichnen 
i^<»lI^/'iAiA>l^^t^i^^di^  Ägliei{in^^0i4tie>I^  ,n  «j^itten  iteiden 
StuDdenwinUr>llilll4li»t'der  b^i^^ä^kfhllfi^^  '>•!»  nohvjtf  o^!: 

74)      1  iU-1  V'  (1     A'      >  rtnfeo8tf^— sinA^cosd—ainCd^OBJoy . 
'*/      /8in5-(wif  0)')=^- j ' 

seist,  weil  df^^tiehtige  Glefob&ng 

(«)— (o^O  =  (w  4-  J€9\--(<o'  4-  Ja')  =:  co — co/'-i-Joa — Ja':=i6 

ist,         "        ^  -    0»^)  I ;  '  . .  '"'* 

also  .mcb  de|i|^n¥<vMgehQDde^f,  I  „      , 
75)     Jai=lfd^^^  i^lft^-d:t-r(ynAco8g-^8inA^cosd)siny  ^^ 

Scosdcosd'sini^r  Ö.c^s  2(»+  »O^osy* 

'  .Man  .böotiteiinit  demselben  Grade  der  GfeiifAaigfceii  ««AAfllr  #' 
mittelst  der  Gleichungen  i  .1.1.1   ,    •.{>  n9\n  jo4  t  m- 

/  (0  —  w'  =  6, 

I  !  i  f 

76)    <     'M '  .    ;. ' '  Wii4cö«I<+iifc*dwi*-.^d+«>5? 
'"^     ]cosö-(»+ö>')  = = f — ^ 

l  ^''■''    ■    '<'v-"''-     '»HWWtfisd'c^l^Äbesy^ 

bestimmen j  und  hätte  dann  nach'  dem  vorhergehenden: 
77)     .rf»=  ^«'  ^«i''(yO^(y^<H.^^-Mi^^Mai.yi^^ 

2C08 JCOSO'COIS  ö"  ^  8>D  9  (w^wOcOSy* 

Die  erste  Methode  ist  jedoch  in  dem  Falle,  wenn^4=^'  i^* 
ihrer  erSsseren  Einfachheit  wegen  vorzuziehen,  weil  in  diesem 
Falle  das  Glied  sin(j-^0  verschwindet,    und  wird  daher  im  r^'* 

Senden  vorzugsweise  in  s  Auge  gefasst  werden.    Bei  der  zweiten 
lethode  verschwindet  nämlich  in  dem  in  Rede  stehenden  ¥9\\e 


9» 

te  Glied  MD(<-f  40  nicht,  weshalb  dieseUie  in  dieftem  Falle  nicht 
io  einfache  und  snr  Recbnwig  bequeme  Ausdrficke  wie  die  erste 
Methode  liefert,  was  sich  weiter  unten  deutlich  zeisen  wird.  In 
dem  allgemeinen  Falle,  wenn  nicht  9=6'  ist,  würde  keiner  der 
beiden  Methoden  ein  beso^erer  Vorzug  vor  der  anderen  zu- 
koaunen. 

Femer  ist  nach  72) 

<          /  \w_o  •  J/  X«  _co8|<>-(y)}  —  amk 
l-co.(»)?=2..njX«)^ ^^fcoiKy).     • 

I-co.(c.')=28iDö(«')*» JLAZlf^^    ■■ 


c^'coa(9) 


nd 


ilw 


]  ^ 

cos|d  —  (9>}|t=sinA  -f  ücosJcos(9)sii^ä'  («»T'i 

'I      .* 

cos|^'-(9)|s=sinA'  +2cos«'cos(9)si»^  (»'l' 


1 

cos  \i  +  (^)\:^  —  sinA  -f  2cosdcos(g))  cos  s-  (ff)*^ 

—  ^  '  .1 

cos  td^-f  ()p)i=5— sinA'^4-2cosa'cos(9)c9S^(oO*; 

ffo  welchen  vier  Glelchunffen  wir  aber  letzt  der  Kfr^e  wegen 
—  ^''  erste  etwas  weiter  betracbten  wollen. 


Entwickeln  wtf  nimlich  die  rechte  Seite  der  ersten  dieser 
^  Gleichnngen  nach  Potenzen  von  Jm  und  ^9 ,  mid  bleiben 
M  den  die  ersten  Potenzen  von  Ja  und  Jip  entnalt^nden  Glie- 
dfln  stehen,  so  erhalten  wir 

cos  ( d— (9) )  =    sinA  -|-  2cosdcos9>  sin  »  •>* 

•f  cosdcos^sino^o — Scosdsin^  sin  ^  »'^Jfp , 

mi  wenn  wir  nun  flir  da  seinen  Werth  aus  76)  eioflihren,    so 
«lisbtsich: 
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•teaach,  wie  mao  mittdst  dniger  TnuMfermatiooeo  leicht  findet: 
80)    cos  (d— (9) ) =8iiiA-f  S0oefcos9>8iii  o  o* 

nnAcosd' — 8iiiA*co9d--0iii(d-HS^in9> 
*      I    >lD(»-<0-(sin*co8y— eiiiycosa)siny     ^^V^    ^    ^' 


Wdlabtt 

-  ♦ 

*- 

OM 14— (7) ) =cos(d— y)  ^«ip(a— f))^^^ 

irt. 

ao  ist  «icb 

i 

1 

81) 

/ 

coe(<— 9)— eioA- 

810(9 — 9) 

2eo8J8iiioO>^ 

-         * 

-20O8<cbs98iD  ^  «^ 

I     \  «111(4— ^)iiiDs-eicas9* 

■»•*»2*  ^+  sinAcoad' -siDA'cos4-^sin(4— 4')sin9>  }  '^''- 

"*"8iDAco«d'— einA'coei— rfD(*— 4')8b»       l,    ,  _* 

co82(aH-«0^ 

Aldi  ist  nach  79),  wie  man  mittelat  einiger  einfachen  Trans- 

Unutioiieo  leicht  findet: 
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Ffir  isz6\  d.  b.  weno  man  einen  und  denselben  Stern  iw^ 
Mal  beobachtet  hat»  werden  alle  obigen  Formeln  ungemein  vw 
einfacher. 

Die  Formeln  74)»  aus  denen  m,  <o'  bestimmt  werden  mflsseo, 
werden  in  diesem  Falle: 


83) 


r  ,   t  ^     .     ,v  sinA'— sinA 

sin  j-  («  +  »0  = 


2cosdsinö'  9  C0S9 


oder 


1  8114  gr  {m-h  p'f  *p  > — 


Die  Formel  80)  wird : 

J 


tt^t    >       i . 


.            i',^                    siD  j  asm  5- co' 
=ginA+2co8^coAfy8mgW'^4-ftt'i^^'^    ^  1 1  ^""' :  dtp, 

«Ml  4|e  qMicIiqpK  W)  wis^:,  . .  ^ , .    ,  ,„ ,  ^ 

...    .  I  7"! ;         ■•'■1  '•  ""■ 


=  —  ]8i]l(il^— 9)— ^%IM|d8iD9 


1»  )     ''f'     i.i 


oder,  wie  man  blemiib  T^IBÜt^iläeli       ~ 


'  * ' 


•  *"f  I  ■     *<."'! 


.  r  .  1 


oder  auch  '''  ^^  i  "''  .'       ^*-  *.  f-    '  -    ^- 


10 


88)    cw^4r^y^M*-icoatbmp^^  »^ 
••  l     >  '  *     •     1 

coajCa  +  oO 


...  t)  r  '     '        ' 


.'  '  •         M     ••'(  L 


4t 

.  .  -  t'    .  1 

89)    cos(d»9)— mdA— ScosJcMfsins-«^ 

Also  ist:  ' 

co8(d— 9)--aiiiA-^3eo«fco678iDs'  »^ 
90)  i^9= 1 U^ j j 

COSg   (»  +  «') 

=  cos  ^(»+0)0 1 i 1 p 

\  1 

|t  \        ;    1      (ao«(*— f )— ««nA— 2cos*«f  «9  sin  s-  •* 

=e^te(»+«0— : r — '^v'  i   -: frr"-j — rr-j " 

^  (  o  1  (  cosdwi?  cos  o  («»— 0/)— sio Jc6s9»  cos  5-(»+»0 


T 


.  1  '- 


COSqO — »0 

sisAcos^--^  cos^siriV*"^ — r' — '-^^^ — ^ 
,  ]  cosg^(ö>+|aO 

1  i  ■  »-,  l  .'I''  il  1»-  #  v«*l*lt«. 

Epdlicb  ist  nach  75):  .^_ 


:     CQk«lp.j.«co»2Xf».f-«P0l^oi« 


U^'  '        -.     •) 


oder  uabh  84):  1 


92)    ^o^^fl»'=:taDgx>  (p-|-  «Otang^i^^ . 


»üb- 


Wie  man  sicli  nun  der  vorlierffelienden  Formeln  zur  AuflS- 
sung  unserer  Aufgabe  zu  bedieneb  hat ,  wollen  wir  jetzt  bloss  in 
dem  Falle  zeigen,   wenn  d:=4'  ist,   weil  daraus  dann  von  selbst 
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berromheo  wird,  wie  roanildt  ia-d^m  allgeraeioereD  Falle,  wenn 
nicht  d= j'  ist,  zu  vethalteo  bat.  , 

Mit  einem  genäherten  Werth^  9  der.  Polhcihe  berechnet  man 
nittelst  der  Formeln  83)  bd^r  84)  die  "^enlAierteD  Werthe  m,  m' 
der  Stunden  Winkel ;  d^n^^^ticItt'Man  die  Verbessemng  J^  der 
Polbobe  mittelst  der  Formeln  90),  und  hierauf  die  Verbes^erun- 
nm  4m^=^^0'i  im  Stttnctepwink«!  mit^M^  der  Fona^  9^),,,  ud4/ 
iMel  auC  .diQae  Weiae  die  -»weiten,  Nliheningswfirtn^  ^.-f^Vt, 
m-^-Amy  ul -{- Ata*  der  Polhöhe  und  der  Stundenwin|cQl*.^P^^< 
man  dann  ganz  auf  dieselbe  Weise  von  diesen  zweiten  Näberungs- 
warthen  zil.<dffittan  NÜierungawerthen  u.  a^  w.  übergehen  kann, 
versteht    sidh   vonj.Aelbiit  und.,  bedarf  hier   keiaeK  weiteren  Er* 

So  wie  so  eben  gezeigt  worden  ist,  welches  nach  meiner 
Meinung  das  allein  wirklich  richtige  Verfahren  sein  dfirfte,  ver- 
ftbrt  man  aber  bei  der  Methode  von  Don w es  nicht,  sondern  auf 
folgende  Art.  •   , 

DaMÄ  hat  man   zuerst' und  vor  allen  Dingen  als  eiaeBanpt- 
bedingnng  bei  dieser  Methode,    durch  deren  Erfüllung  derselben 
allein  ein  einieermassen  gläcklicher  Erfolg  gesichert  werden  kann, 
zu  merken,    oass  die  eine  Hube  des  beobachteten  Steri^,  etwa 
die  oben  durch  k  l^ez^ichpete  Hube  desselben,  so  nahe  wie  ürj^eqd 
siöglich  bei  dem  Durchgänge  dieses  Sterns  durch  den  Meridian 
genommen  werden  mu^,'   wobei  es  sichdaiin  nach  J.  7.  feriier 
guii  von  selbst  versteht,. «dass  die  andere  oben  dur^h  W  bezeich- 
nete Hohe   so    nahe  wie  nicjglich  bei  einem  Azimuth  des  Steriis^ 
von  90^  oder  270^*  genommen  werden  musa,  welche  Regeki  maa 
bei  der  Anwendung    der    Methode    von  Douwes    hauptsftehttcb 
beobachten  und  in  keinem  Falle  aus  den  Augen  verlieren  darf. 

Dies  vorausgesetzt,  berechnet  inan  nun  aus  der  genäherten 
Polbifbe  9  zuerst  die  genäherten  Stundenwinkel  co,  d  mittelst  der 
Formeln 

(0 — n^z^Bf 


.   1      ' ,    A            sinA^T-sjl* 
>D2  («+»0= i 

2  cos J  sin  ^  B  cos  9 


f  \ 


•  / 


oder 


sin  2  <«+«<»')=  —^ •    ^■.  ; 

oder  auch ,  waa  ganz  4^8a^be  ist ,   mittelst  der  Formeln 


.Vi. 


»    9 


4B^ 


-"•  '  --  '   "  •  /  •♦'»  '•.;    '  i.l  1".  ',''.'  .'I.'  .  -i )'     r-'  i'i,-.      '    (.!('l 

Wo  nur  #  ktit  fn  *«(fiet  -etWito  ^bdeni  B«dMitua|^  viM  fvrii^  M^ 
ntfih^eti  wdHIeli  Ist,  Mk  äMi  g&o^'vertftatitet  i«t^  iwi#:!iM>gmli 

•  Weil  mtii  nun,  wm  nie  ^reramuijn  ist,  Minuttiiit»  datM'^ 
eine  HSbe  A  de«  «Stenui  sthir  na£e  bMiidhanaDurdb^g^^cb» 
Sterns  durch  den  Meridian  genommen  worden  ist,  so  isl  in  4ir 
Forpiel  8^),  oämMch  in  der  Formel 


'  >  ••'     •'•.     •«.•-.>.  .■•.      )  -k 


.1  .     1      , 

I                           sm^ttsin^-fi) 
s=dbiA»facos  Jcos^flli  n;rfi^th2ooälsini;M — y- ^-t-  ^f,»< 

,  -  '    •  ■'    O0S3-(l»'+Ä>') 


ciä'  sin  4(D  der  ^dl|  s^Ah"tiabe  kommt,  dnd;  ^ftnnmäw'ii&ilMl»' 

Höhet .A'.seiir  oabQ.M.  ehiem.Azunuib  vqa  90^  oder  2^  g«iV^*. 

meii  hat,  cos\r(»4^^  immer,  \riQ  letoht^icrheDet,^  &he  Väf(  Nill 

«Mriclidi  Törsduedene  4]irüs8«  iein  wicdr  der  alraolnte  Werth  du 
eiiedes  "<*    ..•;/    '  I  •  -'  i  ■  .     i  '•  ." 

.1.1, 
1  K         .    '■:   o  ,     äeosisiny:  n.  ■  yi     ;■ "^^      ,   .  '•...«■' 

cos  ^  ( 104-0)9 


1         » 


•  .t 


jederzeit  sehr  klein ^  so  dass  man  dieses  Glied  in  der  obigen 
Formel  vernachlässigeAr>~iiM  ^ne  merklichen  Fehler 

cos  { i^{q>)  h=  sioA-f  Scosdcos^sin  n  co^ 

setzen,  mittelst  dieser  Formel  also  unmittelbar  den  zweiten  Nl- 
bemngswerth  (9)=9  4-//9  der  Peihöhe  berechnen  kann.  Hat  man 
aber  auf  diese  Weise  ^<f  gefunden,  so  kann  mann  femer  aochi 
wozu  übrigens  Doofes». der  s^in  Hauptaugenmerk  auf  die  Be- 
stimmung d<^^  Polhcdie  ödbr  dfer  '*Bteite  richtet,  eine  besondere 
Anleitung  nicht  ertheilt,  j^die  Correctiofren  Jf(fr>23^fei*  der  Standen- 
Winkel  sehr  leichi^4nilttelstiiMr  fiormel 
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berechoen.  Wie  nöthig  es,  wenil  die  Methode  vonDouwes  einen 
einiffermaesen  glflcklichen  Eifolg  Tersp^eihen  soll,  ist,  dass  die 
beideo  Hoben,  n,  h'  nach  der  oben  gegebenen  Anweisung  genom- 
nen  ferd^^  "wird  aus. 4^  pbjg^ff^ilt^f^teUi^fg  »U^hinreiwi ender 
Deatlicbkeit  HerrorgeheA. 

Dou  wes  hat  seilte  Methode  zuerst  in  dem  ersten  Bande  der  Ab  < 
bandL  der  Gesellscb.  d,  Wissenschaften  zu  Harlem*)  bekannt  gemacht, 
■od  sie  ist  auf  dejr.  See^Jttgeii^'^n'  Gebnnitlr  *ttnd  findet  sich  in 
allen  Lehrbfichern  aer  Scniflffahrtskunde,  weshalb  wohl  auch  zu* 
weilen  das  ganze;  Problem  die  Aufsähe  von  Doi; wes  genannt 
wird,  obgleich,  vH^'lii  §.1.  ge^^ei^^t^ördetl  ist;  keinesf^Vgs  Doii^ 
wes  der  erste  Erfiqdec  der  Au^^e  ist^  sondern  nur  zh^st  ein? 
nSr  den  praktischen  Gehrauch  zweckmässige  Auflösung  derselben 
gegeben  hat.  Hauntsächlich  bekannt  scheint  aber,  die*  Method^ 
Ton  0  00  wes  tnÄni  dorcn'dbn  Beweib  geworden  zu  sein,  wel- 
dien,  Hir  dieselbe  Pemberton  in  einer  in  den  Philosoph ical 
Transflctionii. '^Voi.  LI.   P4rt1I.  1760.  p.  >10.   unti^r  d«ni 


ladeat  Se.ft»  t>y;  iFwo  Öb,s,e;r.vations  oiT  the,  Sun;  ^ 
B,  Pamberiqn,  M^  l),.  R,S,  tond..  et  Hf  4»  JBero/.\<^;^ersc|iief 
Denen  Abhandlung  gegeben  hat.  i 

Douwes.Jiät  die  Anwendung  seiner  Methode  ^urcb  Tafeln 
«tbichten,  di6  4asm  z.*  Bl. 'tii  deii  T^BIes  requlüit^  to  B<^ 
Qsed  wilh  the  naütical  ^phetherfs  for  finditfg  'the  fafl'^ 
tiJe  aiid  lönglt^de  at  sea.  il  edittok  p.  58.  — p.  fiO:,  Wor^ 
auf  fch  mich  hief  begehen  t^nj,  findet.*^  ^m  die  Effirtchtuh^ 
ood  den  Gebratjch' dieser  Tafeln  ein1germa$set^  zu  erlüöteffi',  ^stelle 
nan  die  obiges  Pormeln,  ind6m  inan.  sibh' nur  erinnert,'  däss  M 
folgenden  co— «'immer  den  We^tb  i9  hat,'  utrter  der  Form*     '    ' 
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'  ^3  Slaa  f^ndei  älese  bdisr' Ihnttchft  Weih  kW^äüph  In.d^b  jineir' 
ften  SdufffahrUleturbäoheni,  z»'B.  in  jeiii '«clion  in  $,  1..  fiagefupi;|ffB| 
B«che  TOD  Bobrik.  Tbl.  III.  Taf.  LXL  und  in  andern 'be^j|l^l(<}|^ 
Werken  diecer  Art 
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S,  10. 

Aach  anf  folgende  Art  kann  man  unsere  AnfgttlM  «Mteruto^- 
ireise  aoflOsen. 

Bekanntlich  haben  wir  clie  drei  folgenden  Gleichungen: 

»  !  •  .1 

(«  +  z/a))— (o>'+z/ai')  =  e,  ., 

^^«.-1.  v#^t  -^  8inA--sin^8in(y-fz/y) 
cöa(fl>+.f«)=        eosdcos(9,+^9>)~^* 

^      '        ^  cosd'cos(9-f'^9)        *  ' '  ♦ 

iko,  wie  man  leiqht  mittelst  des  Taylor'schen  Lehrsatzes  findet, 
indem  man  bei  Gliedern,  die  J<p,  Jm,  Am*  nur  in  der  ersten  Po- 
tm  enthalten  9  stehen  bleibt: 

sinA — sin^sinv      ^^^ — sinAsino    . 

cosm— sma)^»=s '         ^^ = 5 w-^Aw^ 

C0S0C0S9  cosocos^'         ^ 

■  ^ 

»       •    ^  ^  I    s'nA' — sin^'sino      sin^'— sinA'sino  . 

cosa  €059  cosö'cosy*         ^ 


&ftibmt  man  nun  o>,  o/  mittelst  der  Formeln: 


^,                sinA^sin^sincp             ^      siiiA'  —  sm^'sin« , 
93)    cosmap  ■         > -^*^ »  coso  sä j; ^  • 

'^  C080C0S9  G0SaOOS9 


•4er  mittelst  der  Formeln 


I        W  sin{460-^(«+Ä-^))cos|460-^(«-A-9)| 
inö«=\ 


SWä 


2         *  cosdcos^ 

,  ^/sin{460~g-(J'+A'-.9))cos|460-^(*'^A'-t)| 


-=v 


2      "^  '  cosd'cos^ 


so  Ist 
Theo  XIV 


I         .     I- 


00 

J  cosdsincccos«^     ^ ' 

95)     l 

.'  *'  i 
6inA  ?=:  sindsin^ -f  cog^cosocos^, 

6inA'=siD^'siD9  -f  cosd'coso/cosf) 

ist,  80  ist 

sinj  —  4sinA6iD9>=cos9(6in^cos9— •cosdcosoNsin^), 
sio  j'  — 'SinA'sihg?  =:cos9>(siD  A'cos^— cos^'coso'sid^)  \ 

also  nach  95) : 

i  W     ]  i      ^ 

f //a>'=:(taiigo'co6ecGo'— €0ti»'taag9)  ^9 , 

Führt  man  aber  diesQ  Werthe  von  ^co,  ^cd'  in  die  Gleichung 

^o— ^^a)'=r  O  —  CD  +  m' 
ein,  so  erhäli  man: 


\ 


n,  -     -  *    * 


97)  -i^«=— 6^co-fQ)^      ' 

(taugdcoseccö— cotootangy)  —  (tangd'cosec  a/— cotoo' taogf) 


Wenn  man  also  für  einen  genäherten  Werth  9  der  Polhube  mit- 
telst der  Formeln  94)  die  genähert^en  Werthe  ^,  w'  der  Standen- 
Winkel  berechnet  hat,  so  berechne  man  die  HoUsgnissea  G,  G 
mittelst  der  Formeln: 

i6  =  tang^coseco)— cototangy^' * 
Cr'=  tang  j'cosecco' — cota/  tang^ ; 

dann  ist  ''    '  j 

f 


i  < 


\. 


99)     ^      '      *^'  I     • 


oder 


Sl 


m'  I. 


100)     ^^»  =p  <?  ^^^J^ . 

I 


c 


ir:^ 


Nach  97)  ist  auch 


■■I  ■  I         ^9  ^^^  '     ■«■■     iii I      ■■i«i  I     I —^—i^j—i—i^i^*—— —■*——*»  . 


oder 


^       ^     tangdäinoo'  —  tang6'8ino>-f-  sin(a)  —  m')  tang9 ' 
Für  Ä=^'  ist 

(6 — o>  +  oOsiDcosino)' 


103)     z/y=:— r 


sin((D  —  i9')taDg#  —  (sinoD  ~  sina>')tan^d 
oder 

m)   ^9= j ^— j s — ^^ j 

2sio 5" (co— o')  { cos «(o)— «oOtangy  —  cos^- (oH- w') tang A | 

Die  Formeln  98)  und   99)  oder  100)    scheine*'  mir   aber  ^tt 
bei|Qemiten  za  sein. 


§.  11. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zwei  in  einem  gewissen  Punkte  O  sich 
neboeidende  gerade  Linien  üfiV,  M'N'  denken.  Die  Theile  OIU» 
OMt  dieser  Linien  wollen  wir  als  ihre  positiven  Theile,  die  Theile 
ON,  ON'  derselben  als  ihre  negativen  iXieile  annehmen,  so  das« 
alle  von  O  aus  auf  OM,  fißlP  aOMclInttteneil»  Linien  als  positiv, 
dagegen  alle  von  O  aus  auf  O/V,  ON'  abgeschnittenen  Linien 
als  negativ  betrachtet  werden.  Den  mit  OM  von.  OAf  einffe« 
schloftsenen,  von  OM  an  nach  einer  gewissen  Seite  Mn  von  0 
Üb  360^  gezählten  Winkel  bezeichnen  wir  durch  a,  und  nehmen 
aaf  jeder  der  beiden  Linien  MN  und  M'N  zwei  beliebige  Punkte 
J,  ^  und  A\  B*  an,  deren  naob  dem  Vorhergehenden  gehöriff 
ab  positiv  oder  negativ  betrachtete  Abstände  von  dem  Punkte-  0 
respective  durch  a»  6  und  a',  b*  bezeichnet  werden  sollen.  Nun 
vroUeB  wir  Aber  den  Linien  AB  u*d  AB  ald  Diircfanieasem  zwei 
Kreise  beschreiben,    und  uns  die  Aufgabe  stellen,  aus  den  aU 
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gegeben  betrachteten  Grössen)  ä  und  a,  b ;  a\  V  die  Durchschnitts- 
punkte  dieser  beiden  Kreide  zu  beatimmen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnes  wir  die  Halbmesser  dieser  beiden 
Kreise  durch  r«  r%  und  nebpien  O^,  flKr  O  als  Anfang  der 
Coordinaten ,  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  der  xy^  und  den  positiven  Theil 
der  A^e  der  y  so  an,  dass  man  sicn,  um  von  dem  positiveu 
Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  [xy)  hin- 
durch zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  nach 
derselben  Seite  hin  bewegen  niuss,  nach  welcher  man  sieb  be* 
wegt,  wenn  man  von  der  Linie  OM  an  den  Winkel  a  durchläuft 
Dann  sind  offenbar  a,0;  6,0  die  Coordinaten  der  Punkte  4' '' 
und ,  wie  mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  sogleich  erhellen 
wird,  in  völliger  Allgemeinheit  a'cosa,  9'sina;  6'cosa,  6ViDa  die 
Coordinaten  der  Punkte  A',  B'.    Weil  nun  nach  den  Lehren  der 

analytischen  Geometrie    o(a  +  6),  0    und    ^^ («'  +  *')  cosc, 

^(ii'-f6')sincr  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise 
sind,  80  sind 

106) 

die  Gleichungen  dieser  beiden  Kreise.  Für  a:=:a,  iy=0  und  fär 
x=a'co6a,  y=a'8intt  erhält  man  aus  der  ersten  und*  zweiten  Glei- 
diiing  respective: 


d.  i. 


r'» = (o'—  I  (o'+ 6')  |>  co8a«+ 1  a'-  ^  («'  +  60 )  *  Biotfl ; 


106)    r»  =  j  (o-A)«  r^y  (o'-60»; 


v^d  d|e  jGieichaogeD  der  beiden  Kreise  sind  also: 


107) 


I*.  r-  2  («+^»*  +»*=c  j  (a  - 6)«, 


t<r~5<«'+frOcos«)'+ay■-■J<o'^^)8in•|•=til(«'-*W»« 
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Ans  diesen  beideii  GleiebmigeB  musa  man  mittelst  algebraischer 
Efimjnatioo  x^ p  bestimmeo^  um  die  Coordüiaten  der  Durch- 
icfeiittspaDkte  der  beideii  Kreise  xu  erhalten. 

Zn  dem  Ende  bringe  man  die  beiden  Gleichungen  zuerst,  a^f 
die  Form: 


1^     Jr*+3f»-(«+6)^=-aÄ, 

(X*  +  y*  —  (0^+  60  («cosa+ysin«)  =— a'6' ; 

hsDXk  erhSlt  man  durch  Subtrmction: 

109)     la+ 6— («'+W)cos«)x— (<i'+6')ysina=a6  -  a'6', 
also 

110)    y= (a'-h60sina  ^ 

Fahrt  man  diesen  Werth  von  y  in  die  erste  der  beiden  Gleichun« 
psk  106)  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen 
mr  Bestimmung  von  x  die  folgende  Gleichung  des  zweiten 
Grades: 

111) 


(a+6)^— 2(a+6)(ii'+6'>cos« +(o'+6')* 
_      g^'+g^^  +  ofe(a^-f  fe^»)— fl6(fl^+  60*  cosg^ 
""  (a+6)«— 2(a+6)  (a'+6')cosa+ (a'+AO*        ' 

Lost  Bia  nun  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche  Art 
auf,  so  erhält  man  nach  einigen  zwar  etwas  weitläufigen,  sonst 
a6er  keiaeswegs  schwierigen  Transformationen,  wenn  der  Kflrse 
wcgtn 

Ih&  Fä   <a+6)(<i'«+6'«+2«6)  .        . 

-  2(a' + 60  («6 -^  a'60«««« 
-(a  +  6)(a'-f60«cos«»,  ,         , 

C=T  (a-6)«(o'-60»r-4(a6+a'60*  ,  , 

+  4{a+6)  (a'+60  («6  +  o'6')cos« 

+  2 1 2(aW  +  a'«6'«)  —  (o«  +  6»)  (a'«  +  6'«) )  cos«« 

— 4(a + 6)  (a' + 60  (a6  +  a'60  cos«» 

+  (a+6;«(a'+60*cos«* 
J?=    (a  +  6)«  +  (o'  +  60*  -  %a  \  6)  («' + 60cos« 

lE«sctit  wird : 
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•'  •     llo)     xz^ r — gST ' 

Ffihrt  man  aber  io  die  GrOssen  F  und  G  Hlr  coso*  and  coso^ 
dl^'gletdi  gtlUsHäeti  Aiiftdrfieke  l-^siii<^  ood  l<^slll^'^«ina« 
ein,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Transformationed;  wem 
der  Kürze  wegen 


+  i(a  +  6)  (a'  +  60  («* + o'ÄOcosa 

+  4(a + b)  (a'  +  b')  (ab  +  a'b')cosa 
+  (a  +  6)«(a'+*')*s»na2 

=  —4t  (ab  +  0^*0*  +  (a«'  +  WO  (a6'  +  d'A)  f  ' ' 
„ ,         +  4(a  +  6)  (a'  +60  (a*  +  a'60cosa , 

+(«+6)«(a'+60Vina5«  j. 

gesetzt  wird: 

/F=2(a6-a'60 1  a+6— (a'+60cosa  | + (a+A)(a'+6')%iD«*, 
V..1I6)     jes^G'sin««,  . 

(/r=(a+6)» + (a'+6')2— 2(Ä+6)  (a'+6')co«« ; 

also  nach  113) : 

„.,            FJ:(a-  +  60sinaVG^ 
116)    a;:^— jg —  . 

Weil  abet,  wie«  man  iaiebt  findet» 

— 4(aa'  +  660  (ab'  +  a'6)  +  (a+6)V+*0*=(«- Wa'-*0* 

ist,   so  kann  man  die  Grösse   G'  offenbar  auch  auf  folgende'  Aft 
ausdrücken: 

117)    C'= (a-6)  V— *0*—  1 2  (a6  +  a'»0— («+*)  (a'+«0cö8«l*» 

und  behalten  wir  diesen  Ausdruck  von  G'  in  den  folgenden  For* 
mein  bei,  so  wird,  wie  man^  Iddit  fndttt 

118)    ar=^  ' 

2(a6~a^60 1  a+6-(a^+60cosa)+(a^-h60sin«  |(fl+6)(a^+60singJbVgj. 
2  t  (a+6)«-  2(a+6)  (a'+  60  cosa  +  (a'+60']      ' 

Führt  man  endlich  diesen  Ausdruck  von  x  in  den  ans  dem  ^^' 
gen  bekannten  Ausdruck 


y=- 


(a'+6>iD« 


«,  «o  erhält  man  für  die  Coordinaten  der  Dttrchdchnittopankte 
to  beiden  Kreise  die  folgendeo  Ausdrücke ,  id  denen  die  obem 
nd  untern  Zeichen  sich  aufeinander  bezieben: 

119)    ar= 

a(a6-fl^ft0  {ai*-(a'+b')co9a\ + (tf^H-ftQsIntf  t(a4*)(V+60sin«J- VO^ 
2 1  (a+6)«-.  2(a+6)  (a'  +  b')  co8a+(o'+6')*l  ' 

9= 
2(tf6— 4K60(g^+60sintt-{a+6— (fl^+&Ocosa)  Kg+6)(o^4:&0singJ:  yG^} . 
2{(a+6)-^~  2(a+6)  (a'+6')co8«  +  (a'+ÄTf^f  ^  ' 

oder«  wenn  wir  der  Kürze  wegen  , 

120)    Ä=:(a+6)(a'+608>n«±VÖ' 


'"^     2l(a+*)*— 2(a+6)(a'+60cosa+(a'+60«l  ' .' 


j^^      ^.  .,,„-r.;— v^^^/v^^^-z^-^^rv^.^...   .  ; 


2(aft-^g^y)(a^+608ina— Jg{a+ft— (g^-f60c<>8tf)  ' 


wir  die  Entfernungen  de^  Durcbsohnittspiuilrte  der 

Mdeo  Kreise  von  dem  Punkte  O  überhaupt  durch  R,  so  tat 

*i<o,  wie  mao  mittelst  des  Obigen  leicht  findet: 

irz)  Ä-g^Y      (•f6)»-ra(o+6Xo'+*')co8a + (o'+öO* 

.       *  .  .  '  <       .     -       . 

n»;  Ä_2  Y  (a f 6)*-2(a+6) (fl'+6')cos«+(o'+6')* 
E>ti*idt«lt  «uha  aber  dM  Quadrat 

I  •  'I 

{(a+b)  (a'  +  ÄOsina  ±  vG'  P 

,  f 

gth^rig»  so  erlitt  man  auch,  wenn  der  Kürze  wegen 


1 


L 


«6 

124)     L=  («iB'*-MO*+(«*'-**0* 

+  2  (o+6)  (a'+ÄO  (aft+VftOco«« 

'         '  *  I  < 

— Ia6  +  aV— (a+6)(a'  +  60cosal« 


'j  .       I .-. 


.1 '    ~    t  <j 


V 
) 


»-•CU|1 


-{a6+a'6'~(a+6)  (a'+ftOcosa)« 


gesetzt  wtrd :,  , 


'  1      I  I»    , 


I 


.>*  !■ 


125)  ji-\/",        X±(a-|.6)(a'^-60»ia«»^(;',    .,    , 
iÄ>;  Ä_^  2 1  (a+6)«— 2(o+6)(o'+6')co8c+(o'+6')'l 


r/i»t 


Wenn  wir  die  Linie  QM\  für  O  als  Anfang  der  Coördinaten,  aU 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  x*  eines  rechtwiniciigen  Cpfl^di* 
natensystems  der  x'y'y  und  den  positiven  Theil  der  Axe  der  ^ 
so  annebrii^n'^t  dass  man  sich,  um  von.dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  ;c'  di^ch  den  reohten  Winkel  {x'^f)  hindurch  lu  llero  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  y*  zu  gelangen,  nach  derselbe^  Seite  hin 
bewegen  jnuss,  nach  ireicher  man  «ich  t^ewegen  mnss,  hm  Won 
dem  positiven  Theile  der .  Axe  de^  4?  durch  den  rechiB»  ^inl^^ 
{xy)  ninduich  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelan- 
gen ;  so  ist  bekanntlich  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlang  ^"^ 
Coordifiaten  in 'völliger  AUgeneinlieiti  ^^^^\ 


der 


.     ';••••''•''•    ■      '''■' 


X = ar'cosa — ysina, 
y  zz.  x'sinct'f-y^cosa ; 

also 

or' =:=  orcQfe^  j^sina,> 
'      -        3^=r— a»in«+5rqo^a, 

Lässt  man  nun,  so  wie  vorher  x,  y,  auch  x*,  y*  den  DoVa- 
schnittspunkten  der  beiden  Kreise  entsprechen  >  so  erhfilt  nto 
mittelst  der  beiden  vorhergehenden  Formeln  und^^n^^st  121) 
leicht:  \     ,     ,       ' 


*  •'     1'      1     fltiU?    ')'  w    . 


W 


r  -  •2l(a+6)a— 2(a+6)(a'+6')co8a+(tt'+A0*t     ' 

126)     < 

[  ,  2(a6~a^A0  (f/+&)sina  +  ATla^  -|- 6^ — {a^b)cosa\ 


33:. 


Setzen  wh  ( 


(F'=2(a'6'— oft)  {o'+6Ma+*)cosa) + (af+l/)(a+b)^sina^ ; 


ti      t  • 


10  ist 

_  F±  (a'+b')Bin€tVG' 

:q8) 

äff" 

md  set20D  'wir: 

i5  =  (a'+60 1  a«+6^+2a'6Mfl+*)(«'+*0co8«  |  sin«, 
129) 

'  ^'=— (a+6)|  u'« + 6'«+2a6— (a'+69{a+6)co8iir )  sino ; 


\,t     I     1  '  '.Ulli  »1  \     o 


ist 

^  |ty  =     '-i^  '■  1 — l"'. \\rM  '  ""    "^  "' — 1~>   '■>  >" 

130)     I 

(y= 23? 

'  •  i     _.    _  ■      1      •        .-     l  .f 


»   ' 


'■   t 


f  a      ^'''     .',  i.v 


Mit  Rücksicht  anf  §.  8.  wollen  wir  nun  im  Torhergeh^ipf)«!»  i 
Paragnphen«   anter  der  Voraussetzung ,  dass  S  positiv  sei,   was 
ttondunen  offenbar  imorair  versti^ttet^^ein  wird. 


l; 


I 

"    >\- ,1^'   ^  . 


t    - 


o= tang  g- 1  (90»-d)  +  C90»^ii)) = cotj- (A +d) 


%  •     '     ' 


M  wie 

«'=lMg  5 1  W;^«0>|-<«0»-*')l=COt5  (A'+ <0 . 


5B 

6'=rtaog  ^  |(9O»-«0-(9O"-*')  l=*««»gj  (*'-*)  ' 

•  I  '  ' 

setzen;  90  Ist  oiM^hS.  8.       . 

a=cotai,  6=:tang9;   o^scotai'»  Astango'. 

Folglich  ist  ^  ^ 

^ sipttcosp  1  1 

costicoso  +  siDMsio«       cottHhtangc      a  +  6* 

j^ costtsiny 1 06  i ; 

"~  costf  cos©  +  siDtf  sino       tangtf  +  cotr  ""  a  +  b  * 


i  i , 


ood 

^^ siott^cos^'  * '^  1 1 

■"  cosu'cosr'  +8101«' sin©'  ""cotu'+taiigü'  ""0^6** 

-,^  costi'sin©'  1  afb^ 


i... 


costi'cos©'  -f  siotf'sin©'      tangtr-fcö^'      ^'+6' ' 

Hieraus  ergiebt  sich  ,n     . 

„  .  ;„, 1_  .      1     _  (a^+60J:(a+6) 

"**-o  +  6*ä^-  (a+A)(o'+6')  ' 

;v .  «, «*_  .   J>:*1  _  a6(fl'+ftOJ:a'6^(g+6) . 


folglieh 


»  '  *.       I         .     -      li     I      J.  *   . 


^»1  = j— » 

(o+6).(a'+^')cos  2  * 

(a+6)(a'+6')co«ia  '' 


'i;     o     I 


V 


(»llU 


'  IJ  '  .  -"M 


^,      afe(a'+60~o'y(fl+6) 
iV,  = 1        , 


.  N    i 


9». 

Abo  ist 

= i^ i 1 ' 

(a+Ä)»(o'+6')»«ln  J  «^  CO«  g  a« 
d.  L,  wie  man  leicht  Saiet: 


(a+6)«(a'+*0*8to  ^  a«  co«  j  a« 


nd  folgBch  nach  116) : 


^i*+^i'*= 1 1 — 

(a+6)»(a'+6^io  J««co8  J  «« 
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d.  i.  nach  lU)t 


-  G' 

=» j j — 

(a  + 6)«(a'+Ä0*«n|«»co8j«» 

Führt  man  nun  die  Torhergeheoden  Jinsdracb*  von 

ÄiHAfi",  -(Jlf,iVi+Äi'iV»'-2), 

(Äii¥i'  -  ^i'iVi)* +4(iMi  2Vi  +  jr/iVi'  -1) 

in  den  Ausdruck  SO)  der  in  §.  8.  durch  x  bezeichneten  GrSsce  eis, 
so  erhSit  man  nach  einer  ganz  leichten  Transformation: 

L±(a  +  b)  («'  +  *0  «I»  «VG' 

^= TH 

oder 

^"~2|(a  +  6)a— 2(a+6)va'+A0cos«+(a'+ft')^* 
also  nach  125)  Z, 

Weil  aber  nach  42) 

1— sing).     1— cos(W— g>)      ^        ..^.      1     .     ^       1'^^..       ,, 
'  =fTiIir?=l+co^90O-:g=  tang(460_^^).=:tang.5(^-V)* 

ist,  so  ist 

tang(45<»-?y)=tang?(900-9)=Ä 

wo  R  bekanntlich  zwei  Werthe  hat. 

Vergleicht  man  nun  dies  mit  dem  vorhergehenden  Paracra^ 
phen,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  die  folgende  nach  meiner  Mei* 
nung  sehr  merkwürdige  Bestimmung  der  PoThöhe  durch  ConstructioD' 

Durch  einen  beliebigeB  Punkt  O  ziehe  man  zwei  Linien  Mlf 
and  M'N'  so,  dass  mit  dem  Theile  OM  von  MN^  welchen  man 
als  den  positiven  Theil  von  MN  annimmt,  der  Theil  OM'  von 
M'N\  welchen  man  als  den  positiven  Theil  von  Atl<^^  annimmt, 
den  im  Vorhergehenden  durch  B  bezeichneten  Winkel  einschliefst, 
wobei  wir,  was  offenbar  immer  verstattet  ist,  annehmen  wollen, 
dass  S  positiv  sei.  Hierauf  trage  man  mit  Hülfe  einer  Tafel 
der  natürlichen  Tangenten  nach  einem  gewissen  Maassstabe  voo 
O  aus  auf  MN  die  Tangenten  der  Hälften  von  (90O-d)-f  (QIF-'A) 
and   (90O— d)-.(90<'--^,  auf  M'N'  die  Tangenten    der  Hfilften 
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Toii  !(90ö~^')  +  (tO«'*-*Tl  mi  {90<^4')H-(W®-A0  auf,  indem 
iDAiijdieae  Tangcmten»  ^eoa^hdei^  si^  positiv  oder  negativ  ^ind, 
von  '0  aus  auf  den  positiven  oder  negativen  Theilen  der  Linien 
JfiV  und  M'N'  abscnneidet.  Sind  dann  A^ß  die  Endpunkte  40r 
aaf  der  Linie  JUN  von  O  aus  abeescbnittenen  Stucke ,  und  A',JB' 
die  £ndpttfi|cte'der  auf^der  Lifiiie  Jv^iVf  von  0  aus  abgeschnittenen 
Stficke>  so  l^escbreibe  m^  über  den  tAitnenAB  mni  A^JS'  ab 
Durchmessern  zwei  Kreise,  und  mesj^e  die  Entfernungen  der  bei- 
den Durchschnittspunkte  dieser  Kreise  von  dem  Punkte  O  nach, 
deroselbeo  Maassstabe,  nach  welchem  man  die  Tangenten  auf  die 
Linien  MN  und  JU'Jff'  aufgetragen  hat;  diese  Entfernungen  sind 
die  Tangenten  der  halben  Complemente  der  beiden  Werthe  der 
Polhuhe,  d.  b.  der  halben  Ergänzungen  tler  beiden  Werthe  der 
Polbuhe  zu  90^»  und  wenn  man  also  m  der  Tafel  der  natOrlichen 
Taogenten  zu  diesen  Tangenten  die  entsprechenden  Winkel  auf* 
sucht,  so  erhält  man  die  naiben  Complemente  der  Polbuhe,  aus 
denen  man  dann  auch  die  PolhOhe  oaer  Breite  leicht  selbst  be^' 
rechnen  kann. 

In   der  in  $•  9.  angeführte»   Abhandlung    von  Pemberton 
wird   die    obigö   bemerkenswerthe  Constructioo   auf  p.  921.  ganz 
ohne  Beweis  mitgetheilt ,  •  aber  eingeschränkt  auf  den  Fall,  wenn 
ein  and  derselbe  Stern  zn'ei  Maf  beobachtet  worden  ist.    Die  Er- 
fedang  derselben  wird  Colli ns  zugeschrieben,  und,    indem  auf 
dessen  Mariner's  Piain  Scale  new  planed.     Book  Ili.  pv. 
35.  verwiesen  wird,  bemerkt,  dass  sie  mittelst  der  Principien  der 
stereographischen  Projection  gefunden  worden  sei.     Die  von  mir 
in  Obigen  gegebene  antlytiscne  Darstellung  zeigt  zugleich,  dass 
diese  nach^  meiner  Meinung  sehr   bemerkenswerthe  Construction 
durchaus  nicht  auf  den  Fall,  wenn  ein  und  derselbe  Stern  zwei 
9lal  beobachtet  worden  ist,  eingeschränkt  ist,   sondern  ganz  all- 
gemein auch  in  dem  Falle,  wenn  twei  beliebige  Sterne  beobachtet 
worden  sind,    welcher    unserem  Probleme  jedenfalls    einen  sehr 
grosseo  Tbeil   seines  Werthes  verleihet,    gilt.     Es    scheint  mir 
wtinschenswerth  zu  sdn,  dass  für  diese  so  verallgemeinerte  Gonstmc^ 
tion  auch   ein    geometrischer  Beweis  gegeben  werde,  etwa    mit 
Hälfe  der  stereographischen  Projectien,    die  nach  dem,  was  vor- 
ber  bemerkt  woroen  |st.  Coli  in«,  dessen  oben  angeführte  Schrift 
ich  eicht  habe  zu  sehen  bekommen  können ,  angewandt  haben  soll. 

Nach  47)  haben  wir  nun  die  beiden  Gleichungen: 

1  I  •    *  ^ 

2  cos  5  Ä  .yar=:  ^j^  jr -|- i^i , 

■  t 

>  >  t 

■      l 


lUo 


"--.■; 


II 


t 

od  folglich  nach  dem  Obigen,  wie  man  lekbt  findet: 


u 


oder 


ab-i-a:      f^^^  +  x 


4r  ^    lö—        *^Ä  Ö  +  6         a'  +  b' 
^2  ?     ab  +^  ,   o'A'  +  X  * 


«  * 


0  +  6  ^   o'+d' 


oder 


1     (g4ftXa'6'  +  J?) 

•  ^     r  I    (a+.»)(a'6'+Jr) 

"*"(a'+6'>(a6+a!) 


:l 


und  setzte  maD  allK»  . 


'  t 


i; 


80  wäre 


tang.j  Ä=— tot  \  etang(43*—  ») .  ' 


'•  t » 


Weil  Dun  sber  oach  dem  Obigen 

L±{a'{'b){a!-{^b')BixiaVG' 

ist 9  so  findet  man  mittelst  leichter  Rechnung: 


r     1 


also 


a6+j:=(«+o; ^- j-gr » 

tfb  +x=:(a  +0') = 2^ . 

t  .  ... 

ab-t-a:  _F±  (a'  +6')  sin  ayC 
a  +  6  ""■'    "    ■•  2U    .    ' 

a'b'+x      'P±(a+b)sinavG' 
'•  .«'+*', ""  2i3r-.    .        '  f.   .  .;•;[; 


6S 

BneichMto  ^ Jetzt  also  cRe  Coordipaten  der  Darchschnift«- 
pBBkte  der  beiden  Kreise  in  den  beiden  im  vorherrebenden  Fl^ 
ngnpben  angenoimiienen  Coordinatensystemto  durch  X,  l'  ^nd 
Jl^  r;  8o  ist  naeh  128) : 

> 

Mglich  nach  dem  Obigen 


taogj  Ä  —  -  yxjjf' cot  5  ö  # 


and  bieraas,  weil 


I  tangft  52J:tang  5^ 

tang5(Ä±e)  = f-^j ^ 

ITtangjÄtanggO 

ist,  wie  man  nutteist  leiditer  Reebnuag  findet: 

*»nÄ8(Ä+  «)=: — X5Se —  "^  ""  cot  Ö+  y  cosec  e^ 

taDg^(A— 0)= Jf^sin^      =  cot  a—y  cosec  ^; 

tito,  weil 

A  — e=:(io  +  «0-  (w—  «i')=2<d' 


X'— JlcosO  ^      X' 

tangf»= y  .   ^ — :=— cotw+  jp-cosecv, 

,         JC— Z'cos©  •        X  ^ 

tangflo'rs X'nxnB     —  ^®*^"^jp  cosec  O; 


oder 


/AAA       V  -Xsin8 

Die  €fr5ssi»i  JC«  X'  sind  die  mit  ibren  gebSrigen  Zeichen  ge* 
Mimientn  Ealfenningen  der  Fussponkte  der  von  den  Doreh- 
•cbnittspimkten  der  beiden  Kreise  anf  die  Linien  MN  und  tfN* 

TktU  IIT.  ft 


m 

g«fiütten  Perpeadikei  vob  den  Puofcle  O,  uüi  kikmm  «Im  im- 
mr  leicht  coostruirt  und  mit  einem  Maassstabe  gemessen  wsudea. 
Bat  man  aber  diese  Entfernungen  auf  die  angegebene  Weise  asf 
der  ZeicIiDung  entnommen ,  so  kann  man  Sl  sebr  leicht  mittelit 
der  Formel 

tang  2  ^~-x  +  X*  ^^^  2  ® 
berechnen.    Uebrigens  aber  erhellet  auch  aus  den  Formeln 

tang(90o^i,)=  j^.J^^^f^  > 

tang  (0)'- 900)  =  ^^^3^^^, 

dassman  die  Winkel  QO^^io  und  «'— 90^  selbst  sebr  leicht  darch 
Construction  finalen  kann,  wenn  man  die  Fusspunkte  der  in  Rede 
stehenden  Perpendikel,  fär  Jeden  der  beiden  Durcbschnittspookte 
der  beiden  Kreise  einzeln  genommen ,  durch  gerade  Linien  mit 
einander  verbindet,  ottd  die  Winkel  tieitrachtet,  wdcbe  diese  ^ 
raden  Linien  mit  den  beiden  geraden  Linien  MN  und  M'N*  eio- 
schliess^n.  So  elegant  diese  Construction  auch  ist ,  so  scheint  es 
doch  niiiht  notMg  tu  sein ,  hier  rdoksichtlich  derselben  noch  wei- 
ter in's  Einzelne  einzugeben  und  sie  noch  weiter  zu  erlfiuteni, 
weil  auch  selbst  in  der  Praxis,  wenn  man  überhaimt  von  dieser 
Construction  praktischen  Gebrauch  machen  will,  me  gar  keine 
Schwidrigkeit  darbietende  Rechnung  nach  der  Formel 

tang  ^  iW=—  j^ä^t  cotj  ö , 

wenn  man  nun  erst  X  «nd  X*  durch  Messung  mit  einem  Maass- 
stabe aus  der  Zeichnung  entnommen  hat,  am  meisten  zu  empfeh- 
len sein  dflrfte. 


§.  13. 

Um  die  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Me- 
thoden zur  AuflSsuQg  unserer  Aufgabe  xu  erläutern,  wollen  wir 
jetzt  das  folgende  Beispiel  berechnen. 

Zu  GOttingen  ward 

1809.  Mai  17. 
beobachtet : 

«Bootis:    t^l&K  8^.25%  A~ÖOo.  3^38^,70; 
«Aquilae:  fr=16.  37.    49,    A'=33.  33.    0,00; 
die  Hfilie  *  ward  auf  der  Westseite,  die  Höhe  A'  «of  ilsr  Ost- 
ae^e  ^es  Meridians  genommen.    Als  KaBtaseensioiMBt  uad  tkm' 
oatWnfii  der  iieobaditeteii  älecne  weMe«  wfr  anneh«i0t« 


L 


vt 


«'«»&  2a.  17,  50;  8'=  8.  281  35y4& 
Es  ist  also  b  dienern  FUle: 

*=B      1«-.  8".25«  a=s    2U».44'.54''^ 

«'s»      16.  37.  49  «,'=    896.  22.  17^ 

l-f=      —  29.   24       a-«'=a—  83.  37.  28,62 

15  «-0=—  7.  2I4     0  15(4—0=—    7.  21.    0,00 

ö=^      76.  16.  22,62 

) 

Cm  dieses  Beispiel  Dsch  der  in  §,  4.  entwickelteD  Methode 
ra  berechnen ,  haben  wir  die  folgenden  Formeln : 

cot%=eot^cQs^,pot/£=cat  J' cosd; 

.   .      Bin  6' sin  ('jf-^t)       .   ^,       «iDdsin(r— a') 
•  siDx:  '  sin% 

sin  i  =  sin  S  ciit(j^— d)  Äsia^'  cot  (%  —  d") ; 

cos  d  sin  A' sin  ^   .   coad'sinAsinC 


^cos^cosd'sin^ 


cdsi* 


cosf 


cosr 


Vsinssift(t--A-*A'>fiin  (i — A  -  0  sin  (i  -  A'--t), 


2s«::900  4./i4.A'^,'. 


Es  ist 


nm: 


log  cos  0: 
log  cot  d: 
log  cot  %: 

d'= 

log  sin  4'= 
itgimCL'—S): 

logMDx': 

iogsiD|= 

WgCOt(j['— 3): 

log  sin  {= 


:  9,3780018 
:10,434<»3& 
:  9,8099443 
:57».  9M7»,52 

:  8.  22.  36,4S 

48.  46.  42,0? 

9,1633924 

:  9,3047784 
18,4681708 

:  9,7220368. 
8,7461^ 

10,6861996    , 
9,4323446 


l«gCOS0: 

Ugcotx': 

■    i 
l'-f-- 

\o§8mi: 
log  sin  (j — d'); 


log  sin  x= 
,     iogsin£'= 

logcot(x — d')= 

fogsints  9,432344« 


:  9,3752918 

:  10,8319497 
:  10.2072415 

:31».49'  WM 

:20.   10.  56,02 
:U.  38.  18,10 

:  9i5378280 

:  9^63137 

'immü 

1  9,9243516 
=  9;ä8979© 

=  9,9426644 


iÄ  15»  42'.  2*.  16 


i* 


6» 

logcoB8t=i%VmBOS  li^  CO*  IC  =£9,9963421 

log  8iiiA'  =  9,7424616  logsiiiA=e»,8846399 

log  «01=8,7461480  log  gM>|'= 9,4897903 

0,4610871—2  0,3697722-1 

fog  .cog  (»=0,9669718—1        log.co«i»=0.9669718— 1 
0,4941163—2  0,40^004-1 

Num.  =0.0311972  Num.=0,2S2BI36 

A  =  50».   3'.  38",70 

h'=  33.  33.    0.00 

,;        „.  ■■  i=   18.  42.    2,15  ,    „. 

99.  18.  40.85  .    > 

90.    0.    0,00 

2(sl89.  18.  40^85 
«=  94.  39.  20,42 

f  f 

(=:  94.  39.  20,42 

Aat  60.    3.38.70 
«— A=  44.  35.  41,72 

A'=  33.  33.    0,00 
»— A-A'=  11.    2.  41,72 

«=  04.  39.  20,42  ; 

A=  50.    a  38,70 
s-k=  44  35.  41,72 

t;=  IS.  42.    %i6 
*-A-»=  äÄ  53.  d^jSt 

a=  94.  39.  20,^ 

A'=  33.33.    0,00 
,—ifsi  61.    6.  20^9 

i=  15.  42.    2,15 
»-A'— 1=  45.  24.  18,5^        - 

log*in<=  9,9985646 

log«n(«— A— A0=  9,2823469 

logsln(*—A—i)=:  9,6841230 

log»in(<-A'— 0=  9,8525338 

0,8175683-2 
^2)  0,4087842—1 

log2=  0.3010300 

logcosa-  9.9734806 

logcostf's  9.9953421 

log  «Btfas  9,9874147 

0,6660615  - 1 


**..  i 


f. 


, J '    »      ,     -~         . . ' •     '   ■ ' 


«r 

0.6660511 -1 

hg.coiflss  0,9669718—1 

0,0980797-1 

Nam.  ^  0,4989761 

0,0311972  0.031 1972 

0,2528136  0,2528136 


M  der  erst« 


0,2840108  0,2840108 

0,4989761  0,4989761 

0,7829869  -  0.21496S3 

D«  aiam  nothwenätg  foaitiy  «ofai  Moa«,  «o  gSt  lilo 
Wertb.  md  M  M  fopd 

sin« =0,7829869. 

Abo  ist,  wenn  man  die  Tafth  der  natfirlicheD  Linien  nicht 
gtbraudieo  will» 

log  sin  9 =93937545  „     „     . 

fi^lidi 

«>s=61«32'.5'.5& 

Die»  Berecbnang^  der,  Standenwinicel  nach  den  Formeln  in  6.  6. 
nteriasTCD  Wir,  weil  dTesetbe  eigentlich  nur  auf  eine  gewöhnliche 
Aiil9e«mg  eines  epbSriaehen  Dreiecks  hinanslcommt»  and  daher 
aa  dieeem  Orte  eine  besondere  Erläntemag  durch  ein  Beispiel 
■lebt  feedaii;  Jm  foJIgeoden  Paragraphen  werden  wir  aber  auf 
^Bese  Berechnung  der  Stundenwinkel  anrfickkommen. 

i  14. 

Bas  voffiisfgehelide  Beispiel  wdlen  wir  asto  ancb  Aaeh  4^  in 
{•  &  entwickelten  Methode  berechnen.  i      t.    '    c 

Zor  Berechnung  der  PolhiShe  9  haben  wir  die  folgenden  For- 

wt  A=:0,  oder  il==  — 1,  oder  Xsa  +  1  ist.    Femetc 

2«=:A-f  d«  2e=A-d; 
2ii'=A'  +  «',  2e'  =  A'-d';   : 

^      sinttcosp      j^     sinu^cost?^  . 

^""cos(ii-c)'   ^■"cos(ii'-vO  ' 

cosKsinr      ^^ cos m* sin r' , 

^■"cos(ii-eV  co»(ii'^f')' 
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ini  = 1~'^^  — — 7i — • 

c^A^  Sin  2^ 


iV|S=- — « — ,7V/ =5;     .i|      ; 


>:  I 


WO  ü  den  kleinsten  positiven  Bogen   bezeichnet,  welcher  diesen 
Gleichungen  genOgt;  endllob: 


tang(245<» 


1  4    /        NtnaPcoazy 

-2^>=V/ : 3 

.    W  ^^sinQcos  R 


•M' 


iaPcosz2(Q—P±ü) 


aiaQ^aliP-^^ii^Ü) 


I    « I  1  ->  '     "  ^     ,         t,  1     tl   <mi         Httj*»        tiiH^        «iMMni 


'■  ■  ^'  '#{1      Är/.--.v«»A^*,  f/^it i^(j..>Kn  ■      I 


<•   '( 


üfj'cos  eco3  5  (P- e±  to 

AßfSMMief  Iflr  410  moneiMcfa«  Bedmttig  steHimalk  al>«r  üese 
Fonneln  auf  folgende  Art  dar?    ' 

wo  A=0,  oder  il= — 1, 4>der  il==-|-l  >st.    Ferner: 

--     siQtccpsr,     ^.      sin«' cos  v' 
cos(tc — ü)  cos(u'— «0 


t .       I      J    ' 


l     I 


--      cost^sinr       «-'    cöstc'sinr' 

iV:^ rt r>    iV'»*- 


COS  (tt — r)  cos  (ä' — r ') 

taogP=s^jj|rtangge, 

jV+iV  I 

tÄng  0 = -^y3jy. tang  g  » ; 


*\ » 


n 

CO«  U=  —  cos  [P—  Q) — T r 

2co«^6«8taP8iiiQ 

SS-— eM^f-^v)*"^ 4      ■■■   t 

wo  ü  den  UeiiMtoD  positWen  BogtD  beseiclmet»  welcher  diesea 
GWcbmigen  genügt;  eodlich: 


1         4    /        (N+NOainPcoshQ-Piü) 
taag  (450—  1^)=  \/ = 

*'  (M  +  ]IP)8inqcoal(P—Q±ü) 


(iV-iVOco(»Pco>J(Q-/»±  CT) 

,  -  • 

(M—M')cwQcoal(P—Q±  ü) 

Wdl  diellSIte  A  auf  der  Westseite,  die  Hohe  h'  auf  der  Ost- 
Mite  des  Meridians  genommen  wurde,  so  ist 

0<aHCl8Q^  180o<i»'<3800 
ud  felgBcb 

e=i»— «»'=ö  +  i.360o 

MgiÜT.    Daher  kant  offenbar  nnr  il= — 1  gesetzt  werden,  und 
CS  ist  ab» 

e=7e<>.  16'.  22",62— 360» 
=  -  283».  43'.  37' JBß 


le=—  1410.51'.  48',60 


i=5(P.  3'.  38',70  *=60o.    3'.  SS*,?© 

d=20.  10.  56,02  d=20.   10.   56,02 

2«=tÖ.  14.   U,12  2i.=29.    52.    42,68 

»=36.  7.  17.36  r=14.    56.  21,34 


p  =  14    56.  21,34 
«— c=20.    10.  56,02 

4' =330.  33'.    COO  A'=3*>.  38'.    0*,()0 

i'=  8.    22.    36,45  *'=s  S.    22.  33.45 

2»'=4l.   56.    ^«,46  2p'=:15:"  10    24,55 
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i»'=xaO«>.  57'.  47',72 
«^=12.   36.    12,87 


b'=W.    36'.  12»,2r 


log  cos»': 


logsiotc =9,7699035 

logco^g=9.98S0669 
9,7449704 

logcQg  («—c)  =9,9724808       rogcos(t('^«0: 
log  M=  0,7724899  —  1  log  ilf = 

ilf=0,5922293  SF- 


9,5636089 
9,9894352 
9,6430381 

:9,99S342t 
0,5470960-1 

:0,3529360 


'     Ji^COS«: 

log  sin  V 

log  CO«  («—»): 
logiV: 


K=: 


9,9127183 
9,4112743 
9,3i39926 

=9,9724805 
0,3515121 

0,2246529 


itf= 0,5922293 

ilf'=0,352936Q 
ilf+ ^'=0,9451663 

M-  ilf'=0,2392933 

Iog(i«f+ilf')=  0,9765077—1 

logtang^e=  9,8949408 

9,8704465 

log(ilf— «0=  0,3789306  - 1 
log  tang/'= 10,4915179 

P=72o.  7'.  38'',36 


log  cos  ti' =9,9702686 

log  sin  o'= 9,3382919 
9,3086504 

log  cos  (u' '—  »1=  9,9963421 
- 1  logir=0,3132063-l 

iV>=0,2066»77 

iV=:Ö,2246529 

iy'= 0,2056877 
JV  4-^^=0,4303406 

iV—iV> =0,0189652 


0,9756077—1 
:0,6338123— 1 
log.  Bio  (/>—  Q)« =0,8066226 -2 


log(Jlf  +  M-y 

log(JV+JVO: 


•  t 


0;4]58426— 3 

0,0708094 
0,3455332—2 


log(iV+iVO=  0,6338123-1 
logtang|e=:  9,894940$ 

9,5287Kfi 
jog(;V-iV')=      0,2779674-2 
logtaDgQ=     11,250795) 

Q=    860.  47',  14',2S 

„p=  72.    7.  agjjL 

Q-P=     14.    39.  35^ 
P_Q=_14.    39.  36, 

log  2 =0,3010300 
log8ioP=0,978518r-l 
logsinQ=0,9993ieO-I 

log.cos  5««=iO,7914438-l 

0,070301M 


I       I 
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log.nD  (P—  Q)«=0.8065226-2  log  cos  Q=0,7485210 — 2 

0,1178774-2  *^  2  

0,3456332—2  ganz  wie  oben  0,1178774— 2 

Nmn.  =    0,0221581 

co8(P— Q)=    0.9074448 

cos  (7= -0,9896029 

ü=171o.  43*.  50^,41 

Q—Pss     U»  39'.  35"^ 
ü=    171.  43.  6ft41 

<}-P^I7-,;-:iKr     4.   14,32 
J(Q_P4.  J7)="    93.  lt.   43,16 

J(Q_P— 17)=-  78.  32.     7,2« 
J(P— 0+ü)s=      78.   32.    7, 

J(P_0_ü)=_  93.   11.43,15 

log(JV+JV0=0,6338123— 1       log(jlf +  Jlf')=iO,97JJ5077-l 
log8iDP=  0,9785187-1  log8iuQ=::^0,9993169-l 

hgto4[Q-P^  D)==Ö^461665-^ogco4('*-0+  Ü)=6,«f83e?!--^  1 

0,3584975  r-2  0,2731608  —  1 

0,2731608  - 1 
1^!653367— 1  r 

...  ... 


b8tuig(450-^|9)=9j54266835 

* 

log(;V— i\ro=0,2779674— 2  log(M—M')  ^0(319^9906 -^l 

logcosPs  0,4870008— 1  logco8Q=0,7485310— 2 

logcoi^Q-P4  l7j=0,7461665-2Jogcoeg(P-Q+ 1^=0,2983302- 1 

ü^iTmfpi  0,4267878 -^8 

0^2S787iB>^3  ^  '    '  '                '      '    '     ".■"■.  '■' 
0.0653369-1 


loRtoiig(450'-  ^9)= 9,6426684« 
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NefabiMi  wb  das  Hktel  zwischcfei  dea  Mdte  voAar'eiUte- 
neo  Werflicn  von  logtaiig'f48®-- 59)»  •<>  wcrtlen  wir 


log  ümg  (490^^  9>) =9,5426684 


setzen,  woraus  sich  ergiebt: 

s 

450—29=190.  13'.  57»,1« 

^7=25.   46.    2^ 

9sSl.   32.    6,68 

Ferner  ist,  weon  wir  jetzt  Uow  bis  aaf  Bünnten.  gebea: 

log(iV^4-iVO=0,6338123— 1         ]og(m+M')=sOjmSOrJ-i 
logsiDP=0,9786187— 1  logsin  Q=0,M93169'1 

logco^l(Q-P-  ü)=0,2983362— llogcos|(P-  Q-  U) =0,7461665-8, 

09106672=^  ^7209911  -X 

0,7209911—2 
0,1896761 

logtang(450— |9>)=iO,i)948380 
450-g,=6lo.  12» 

so  dass  sich  akw  bieraud  ein  negativer  Werth  tob  f  ergebea 
würde,  der  natilrndi  unzulässig  ist,  und  daher  bloss 

9=510.  32'.  5*,68 

gesetzt  werden  kann. 

Die  geringe  Abweichung  dieses  Werthes  der  PoIhSbe  voo 
dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefondenen  Wnthe  £eaes 
Elements  rflhrt  von  den  Fehlem  ner,  welche  bei  dem  Gebrauche 
der  Tifeln  abrig  bleiben,    iietzte  man. 

' '  '       '  « 

logtang(460—  .j  9)=9,6426685, 

wozu  Inaa  eigentlicb  dieselbe  BerecbtigqDg  bat,  wie  zu  dem  vor 
ber  angenommenen  Werdie  dieses  Logaritbmus,  so  würde  mao 
erbalten : 

45<>-^^  9=190. 13',57M8 


TS 

V9>=25  .46  .   4,82 
9>=61  .  33  .   5.64 


KfiTst  man  diesen  Werth  und  den  im  vorhergehendeo  Paragra- 
phen gefundenen  Werth. von  tp  bis  auf. die  erst«  Decimalstelle  ab, 
•o  erhält  man  l>eide  Mal  flbggytpstimmend 

Wir  filhren  dies  hier  nur  an,  um  zu  zeigen,  dass  es  bei  etvras 
weitliufigeren  Rethiimgea  immer  schwer  hält»  sich  vor  den  bei 
dem  Gebrauche  iet'  Tafeln  •goph  öbrig  bleil>eiiden  kleinen  Feh- 
lem Tollig  sicher  zu  stellen,  und  bemerken  auch  noch,-  dass  wir 
aus  diesem  Grunde  bei  der  in  diesem  Paragraphen  geftihrten  Rech- 
mmg  ausser  den  p;ewOhnlicheil  Logarithmentafeln  auch  die  Tafdin 
der  natürlichen  Lmien  ?on  Sherwin  (Correcteste  Ausgabe  Ton 
1742)  benutzt  haben»,  weicht-  vortrefliiche  Sammlutig  von  Tafeln 
wir  eigentlich  alle«  übriges  Tafeln  vorziehen,  wenn  auch  freilich 
sa  wünschen  wäre,  dass  auch  die  Tafel  der  natürlichen  Linien 
Boeh  die  Differenzen  fUr  eine  Secunde  enthielte,  was  leider  nicht 
dtt  Fall  ist,  aber  aUerdiftgs  auch  eiA  grösseres,  d.  h.  breiteres 
Format  der  Tafeln  erfordert  haben  wftfde. 

Was  nun  die  beiden  8taadenwinkel  ttr,  o>^  betrifft,  so  haben 
wir  lUTürderst  nach  dem  Obigen 

©=:o)-i»'=—283o.  43'.  37^38. 
Fttr  A=fl9-f  c/  haben  wir  nach  f.  8.  die  folgenden  Ausdrücke: 


»T. 


oder 


oder 


Si^P\Q-^t-%X\X)%. 


Ä=  P+  Q+  ü— 2f»» 


Ä=P+e+l7-2(M^l)«, 


t 


1 1 


indem  man  diejenigen  zwei  ^eser  vier  Werthe  von    St    nimmt, 
wekrhe  Rlr 

Cos(P—  2  Ä) 
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^       C08(P-JÄ) 

positive  Wertbe  liefern.    1,  A-f-l  sind  die  beiden  »u 

2- 2<^<^T^^ 

sich  ergebenden  Wertbe  der  ganien  Zabl  k,  and  fi,  fi+1  sind  dit 
beiden  ans  , 


»  k 


Sieb  erg^enden  Wertbe  der  gapa&en.  Zahl  L     Es  ist  nun 


I     I  ■  1 


.   •  :•      ■'■  ■  :     ■       I  ft  ■■         •1(1   /,. 


1  !  • 


P+Q+Uss    330.  38 .43.02 
/»+.0-^  C7»s~- 12»  48.«7>S0 


» .j 


', iilr*!"'  ' 


1.11      i\l' 


Näherungsweise  hat  man  znr  Bestimmung  von  X,  it-fl: 


I' J'« 


also 

A=— 2,  A+l=— 1; 

und  zur  Bestimmung  ^opj^f«,  fi-fl.bat  ma^nüherungsweise: 

also 

■  •     '        •   i  '.      >•. 
Also  erhält  man  für  A  die  vier  folgenden  Wertbe : 

,707».  II'.  2',ao  .,    , 


\347  .  11  .  2,20 
]mb  .  38  .4^.02 
330  .  38  .  43,02 
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Weil  non  aber  N-i^N*  positiv«  cos ^6  negativ,   also  Ni   Degatir 
ist,  weil  ferner  8tii(P— Q)  negativ  uad  sinQ  positiv  ist,  so  ist 

1  _ 

negativ 9  und  weil  oun,  wie  leicbt  erhellet«  cos(P-^M)  respective 

positiv , 
negativ, 

positiv, 
negativ 

iit,  so  ist  V^  respective 

negativ 
positiv 
negativ 
positiv. 

Abo  kann  bloss 

_  j3470.  It'.  2^.20 
*T  «330.  38.43,02 

gtsetst  werden.    Aas 

fl=s:«+y  =   3470.  IV.  2-^,20 
e=«-w'=-283.  43.37,38 

«rUt  man  aber: 

»  ■ 

ei/=315. 97. 19,79 


>t! 


md  aas 


Aso-f  0'=    3300.  38'.  43^02 
9 s  o - «'=— 283 .  43.  37,38 


trgiebt  sich 


«=230.  27'.  32^,82 
«'=307.  11.10,20 

Berechnet  man  non  bieraas  die  Correctionen  des  Standes  der 
Uhr,  so  erhilt  man  für  die  ernte»  Wecihe  von  •,  o' ; 


I 


7^ 

»=  31«.  43'.  A^Al 

a=Ül .  44  .  S4f,88 

i»-h<»=i243T'S6.  3>,a& 

3)  81.    9.  32,43 

5}  16«.  IS».  64*,  49 

16  .    8  .  2S  ,00 
5  .  29,49 

a'=295<».  22'.  W^öO 

360»-«»'=  44.  32.  40,21 
g'— (3600— «0  =  260  .  49  .  37,29 

3)  83.  36.  32.43 
5>  16".  43".  18*, 49 

16  .  37  .49,00 
5  .  29,49 

Die  Uhr  ging  also  hiernach  5"*.  29*^49  zu  langsam. 
Für  die  zweiten  Wertbe  von  co,  n*  hat  man: 

co=:  23«  27^  32^82  .[ 

«=211.  44,  64,88 

a)4-a=235.  12 >  27,70 

5)  47 .    2  .  297S4 

3)  15«.  40*.  49«^86 

16  .  8  .  25,00 
'    »'.  M,tt 

a'=295ö.  22'.  17^50 

3600-«'=  52.  48.  49,80 

a'-  (36(P~fti^=^H2.  38.  27,70 

8)  48.  80.  41,54 
3)  16«.  10".  13-,85 

16 .  37  .  49,00 
2I.3&,JÖ 

<  r 

Hiernach  wäre  also  die  Uhr  27"*.35*,15  zu  geschwind  gegangen 
Für  die  ersten  Werthe  von  lo,  o'  war  folglich: 
Verspätung  dor  U|ir  =;:5'«.29',49. 
Ffir  die  zweiten  Werthe  von  a>,  .m*  war  dagegen: 

VoreUnng  4ef  jühf  a9  27«»3S^,l&         i«.^ 


7> 

Itwofeni  man  also  su,d«r  ^inahpe  berechtigt  ist,  dase  die  Uhr 
M  weit  berichtigt  war,  dass  sie  einen  so  grossen  Fehler  wie  den 
letzteren,  d.  b.  eine  so  grosse  Abweichung  Ton  der  wahren  Stern- 
leit  wie  die  letztere  nicht  haben  konnte»  wird  man  för  co,  w*  die 
beiden  ersten  Werthe  nehmen,  d.  h.  man  wird 

m-=  310  4y.  42»,4i 
iii'=i«l5  .  27  •  J8r7l? 

•etien  mflssen.  Dass  rilckikichtlich  fhres  täglichen  oder  Tienind- 
iwanziffstflndigen  Ganjrs  die  Uhr  genau  berichtigt  sei,  and  in 
dieser  Beziehung  ein  Ührfehler  nicht  Statt  finde,  ist  im  Vorher- 
gebenden der  Kflrze  wegei).  augenomroep  worden. 

Wir  haben  das  obiee  Beispiel  so  vollständig  gerechnet,  um 
die  Anwendung  der  im  Obigen  entwickelten  analytischen  Kriterien 
mit  mufflichster  Deutlichkeit  zu  erläuters;  in  der  Praxis  wird  man 
neb  timrs  kürzer  zu  helfen  im  Stande  sein.  Es  kam  uns  hier 
diranf  an ,  durch  strenge  theeietisebe  Entwickelungen  die  eigent- 
liche Natur  des  Problems  tn  recht  helles  Licht  zu  setzen,  wo- 
doreb  oaeh  unserer  Meinung  apob  der  |[VaxUi  wesentlich  genQtzl 
wird. 


§.  15. 

Wir  wollen  nun  auch  die  in  $.  4.  ikr  den  Fall,  wenn  ein  und 
disselbe  Gestirn  zwei  Mal  beobachtet  worden  ist,  gegebene  Auf- 
I5«aiig  durch  ein  Beispiel  erläutern. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Uhr  riidcsichtlich  ihres 
tln^ücbcn  Gangs  genau  berichtigt  ist,  sind  die  Formeln  zur  Be- 
■tnummc  der  Polhohe ,  welches  Element  wir  der  Kürze  wegen 
jetit  allem  in*s  Auge  fassen  wollen,  die  folgenden: 

d=16(<-.f), 
sin(45^  —  ^  0  =  co8^  «in  j-  Ö  , 

sinti ^ sindsin^  dtnuR (A-|-A')cos  ^ (A  —  AQ , 
•iDf  sscosa  ö  V^sin# sin (*— A— A')  sin(*— A— t) siN(f  —  A' — 0 * 

«in9= j j ; 

sin^  dcos(45«— jt)« 
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ist. 

Das  beobactitete  Gestirn  war  die  Sonne.  Nach  allen  nSthi- 
gen,  hier  keiner  Erläutemne  bedürfenden  Correctionen  waren  die 
beiden  genommenen  SonnennOhen: 

*=s36o.  iV.  ll^8 

und  die  entsprechenden  Chn^iten: 

if^n  .1    .19,2 

Also  war  der  Zeitunterschied: 

2*.  35<».  44» ,8. 

Die    Uhr    blieb   aber  in  24  Stunden   nm   15«, 59    torfick.    Diet 
macht  anf 

1  Stande,  1  Minute,  1  Secunde 

respective 

0«,6946;  0«,0106r0',00(ßr' 
also  auf  2*.  3ö"> .  44«,8: 

I%3040'*38+0',01=lse9=l%7. 
Paher  i«^ 

<  -  <* = 2* .  36« .  iU%8  +  K7=2*.36«.46-,6 
und  folglich 

Ö=;=l6a— f)  =  3»:  W,  37',6 

1^6  =  19.  28.  18,7 

m  setzen. 

Die  D^inatioi^  der  Sonne  war 

a=— 2«.  14'.  9*^,0; 
also  ist 


i 
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log  diu  o  9   =  9,52289% 

.  '  ^\      .    --■  •    /   ♦  ■•  ■  I 

log6in(«t<^— l^i)  »9^5926618 

4Ö0  — 1^  t  =  19o.27^23^2 

^t  =  25.32.36,8 
1  •:?=  61.  6.13,6 


/ 


\  i 


Es  ist  abo 


u-I{,     l<t 


f.  V, 


A  =380.41'.  11*3  (,        , 

A'=26.33.21.0     ■■  ' '"■    ,       j,  , 


t    -     1 


i 


' ;  —  .-_ 


i  =S1.  6.13,6 

2.=a04. 19.46.4  »(A>Ao=  5.    S.^SBIvI' 

»=102.  9.53,2  -^ 

!-*-*'=  38.66.ao',4 
!-*-<=  14.23. 27";8 
i-f-t'ss  24.31,18,9 


'* 


F«l|Beh  i«t: 


%         I 


log8inf=$,S912066„ 
fegsiD^  dar 9,629892s 

log  sin  |-  (*  ^  AO  B  9,7196810 

logcos  1^  (A^ftO  =  9,9983006 
log8int(=7,83ig9(Kh 

«=-0».23'.20i:.f.,  ; 


nd  ferner: 


;  / 


Tbffl  WV. 


log.lll{frr,fcr-*0  ==l>,798t43B 

0,8017646—2 

togcos  ^  6  =  9t9744220 

iogsiDr= 9,3753043 
t)=±13».43'.38',8 

Ea  iat  also 

«=—  Oo.23'.20',9 

»=  +  13.43.38,8 
M  +  «=•!- 13  .  20  .  17,9  i(«  +t))  =r  +  ßo.40'.8»,9 

«-•  =  -14.   6.59,7  .      j  '  :    ;  .  . 

:  .Ml  /:■;  ,".i.   ^  .'.'^  i  ^ ,  '     ö ^"~*^— ~?  '  '•••  ^'^ 


und  in  der  Formel;         ^  x .  . 

Binq> 


1 


28i  ö (t«±«')co«  ö  («ip«')  '■  "" " : 


Hefern  folglich  die  unteren  Zeichen  offenbar  4liieil''ineÄkiveo 
Werth  von  mg>,  der  hier  unzulässig  ist^  weshalb  man  also  die 
oberen  Zeichen  nd^p»,.,4«  h^^ :;.. 

1    '  1 

sin9>  = j ■ j 


setamo  muss.    DenmiGolg^  ist  ofui: 


( •"  'it 


lo^=rm\9m:         .  ,ogsiniö=9.5MJ0» 

log8in|<tf+pV=  ^,0649659   '  , 

J  Iog.cog(46«>-|t')«=0,9488^fi^l 

logcosgC«— i>)=9,996e962  9.4718191     ' 

19,3626921 

9.4718191 
i<«siD9>= 9,8908730  9)=51o.  3'.  37",5 


•i; . 
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.  JNMe^  BfkpM  ist  A19«  RoliiHHiifrefgeT'*  AnMluto^  zar 
geograpliUöbtiii  i:Ort«li>oatimfD.tib^j  G^titiiig^a  '1T0(^.' 
S.  270.  .entteM;'  mi  4^rt  «Beb  der'Medmde  Ton  BöWWe«  be*- 
rechoet  Bohnenberger  findet  am  Ende  ^ssöK  (K.  50*«  3; 
ond  dieselbe  Angabe  findet  sieb  auch  in  Littrow's  tbeoreti- 
scber  und  praktiscber  Astronomie.  Theill  Wien.  1821. 
S.  188.,  wo  dieses  Beispiel  gleichfalls  zur  Erläuterung  der  Me- 
thode von  DoiiYf  ^,otou(!MI-^ira>;  aber  ohne  es  vollständig  aus- 
zarechnen,  indem  das  Resultat  wohl  mir  au«  BqUn^nberger's 
obigem  Buche  entnommen  is^  Dieses  Resultat  ist  aber  falsch^ 
ttod  der  Fehler  kommt  daher /ivieil  Bohnenberger  am  Ende  der 
Rechnung  (S.  282.)  eine  ganz  andere  Sonnen  -  ueclination  in  An- 
fvendoM;  bringt  wie  am  Anfange  (S.  2d0.  und  S:  i81.),  bäAlieb 
-r^do.'l6'.ö6^,0  statt  ^2P.U'.il''A  B»<te<0r  am  Ende,  w'i^  es  tt* 
forderlich  war,  dieselbe  Sonnen *'DeoliiiathMi  wie  am- AAfarflge  In 
Anwendung  gebracht,  so  würde  er  in  seinen  Zeichen  gefunden 
haben: 

H=z  360,  42'.  J3^7•) 
T  Abweichuogdftfr  0=— '^  •,  )4  •    df  0 

Aeq.  Hohe  =   38  .W  .  22,7  . 

Boeite  =   51  .    3  .  37 , 3 

sehr  nahe  mit  dem  vorher  nach  unserer  Methode  erhaltenen  Re- 
sultate fibereinstimmeaiL  .  D&e.  twn  Bdlinei|ber|^erifluin  firvadi» 
Selegte  genäherte  Breite  war  51^.  10'.5Ö'^  Streng  genommen 
1^  man,  wenn  man  die  Näberungsmethode  vpp^^^ouwes  an- 
wendet, nie  unterlassen,  diese  Methode  wenigstens  zwei  ftlal 
hinter  einander  in  Anwendung  zu  bringen ,  um  sich  von  der  nahen 
Uebereinstimmung  der  beiden  erhaltenen  Näherungswerthe  zu  ver^ 
sichern.  Tbut  man  aber  dies,  so  wird  die  Anwendung  dieser 
Näherungsmetbode  immer  weitläufig  ausfallen ,  insofern  man  sie 
ntcht  durch  den  Gebrauch  besonderer  Tafeln  äfaktfrzt  Ich  habe 
immer  die  vorhergehende  ganz  genaue  Methode  in  der  Anwen 
dnng  sehr  bequem  gefunden,  und  ziehe  sie  für  meinen  eigeMi 
Gebrauch  jeder,  streng  genommen,  immer  mindestens  zwei  Mal  in 
Anwendung  zu  bringenden  Mäherongsmethode  vor. 

——————  I»'  .    -  \ 

*)     Uebrig^o«  i«t  aber  hier  bei    Bohfief  bcr^pr  a*  a.  Q.'noch  ein 
•oberer  Uechnangafehler ,  da  zu 

iiniy=9,rT(J4T76 

a^fhl,  wti^  Bob-a^ü berge V  Mgidbt, 

■OD^era 

ffdiort.  Ich  fähre  die«  bter  an,  well  Bohnenberger'«  belcanntee  Bneh 
nuner  noch  häofig  von  aogehendcn  Ueobac^tern  gebraucht  vii^,  nnd 
aach  meiner  gleich  nachher  folgenden  Berechnung  des  Torhergeheodea 
BeitpieU  nach  der  Methode  von  Donwee  wegen. 
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WUl  maa  dba  ▼orhcmabende  Beispiel  hadb.der  Nihenings- 
metbode  voo  D.oawes  recbiien,  so  nnisa  man  mittelst  einer  geo& 
hertea  Poiböhe  q>  zuerst  die  genäherten  Stundenwinlcel  w,  m' 
Qiittebt  der  Formeln 

I                      sin5-(A— ÄOcosoC^+^O 
sin^Cw'  +  w)^ 1 


j» 


cos^sin^-^cos^) 


wo  h  die  in  der  Nähe  des  Meridians  genommene  H^he 

neo  solly  suchen«  Dana  findet  man  den  zweiten  genäherten  Wertk 

Qp)  der  Pol  hohe  mittelst  der  Formel 


cos  t  d — {<p) ) =sinA  -|-  2cosd  cos^sin  ^  a> 


a 


wo  man  aber»  wenn  man  sich  bloss  der  gewöhnlichen  trigonome- 
trischen Logarithmentafeln  bedient,  am  besten  noch  ehien  Hülb- 
Winkel  t/;  mittelst  der  Formel. 

sin^ = 2cos4  cos9>  sin  a  a>' 
berechnet,  and  dann  (9)  mittelst  der  Formel 

cos  { *-(9))  I =2sin  j  ( A  +  ^ )  cos  ^  (Ä  —  t/;) 


oder 


cos{Ä— (9) I  =2sin  2  (^  +  *)  cos  ^  (^  —  A) 


fiadet. 

Im  obigen  Beispiele  war  nun 

Ä=36o.  4K  ir,8  <=23-.37'».  4v0 

Ä'=t26.  33  .  21,0  f =21  .    1.19,2 

a=— 20.14'.  9^,0 

Auch  weiss  man,  was  vorher  zu  bemerken  nicht  nothig  wsr, 
dass  die  beiden  Sonnenhöhen  auf  einer  und  derselben  Seite  des 
Meridians  genommen  wurden.  Mit  Rücksicht  hierauf  findet  ra&i* 
nun  ffir  die  oben  angegebene  Verspätung  der  Uhr  ganz  wie  vorher 

©=w'— (»=380.  56/.  37«'^ 

^e=W  .  28  .  1(^,7 
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Als  genäherte  Breite  Ddhnieii  wir 

9=510.  10'.  50*' 

u,  and  fliliren  dann  mit  hier  zweckmissiger  Anwendung  der  de- 
cadiachen  Ergänzungen  die  Rechnung  auf  folgende  Art: 

A=36».41M1'',8 

*'=a6 .  33 .21 .0 
H**  =83.  14.32.8  i(Ä+Ä')*31«.  37'.  16",4 

*-*'  =  10.  7.60,8  1 

ä(A— A')s=  5  .  3  .  55,4 


log  sin  I  (A-A')  =  8,9459242 

log  cos  |(A-|-A')= 9,9302013 

edlogcosJ  =0,0003307 

crf  iogsin  1^  e = 0,4771075 

edlogcos^  ^0,2028237 
log  sinj  (o'-f  «)= 9,5563874 


f 


l.(«i'-fl>)=:19.28.18,7 
m=z  1.37.57,6 

I  |-oss  0.48.58»H 

tog2=:0,3010300 

logcos«=9,9996e93 

logco«9=s9,79717C3 

log.8in~c»«  =16,3074596 
log6int=  6,4083364 


■.     t 

fi 

i 

ii 


'  / 
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i— i|;=3ß  .40.  19,2 
|(Ä— ^)=18.20.     9,6 


» _  .  t 


—  .\ 


V   1 


1002  =  0,3010300     ,  .       .  .     . 


«.' 


log  sin  i(A +!/;)  =  0,4980775  .,,;;- 

logco«|(A— 1<;)  =9,9773705 
log  C08 1  a — (9>)  I  =  9,77^780 

a~(g,)=-5*>.  17'.  42^6 

.,{+630.  17'.  42*^.6 
..    ^^>~i»4.n^  .14.    9,0 

'-  ''•^''  *'     '  xc*51»i»'>  .  33",6 

Da  diese  Polböhe  von  der  an^eDo^imeDeD  Polhohe  bid  meh- 
rere Minuten  abweic'bt/  8(h  wiirtfeetf  intfftetMn  nOthig  sein,  die 
▼orhereehende  Rechnung  nochmals  für  die  genäherte  PoihOhe 
9>=5F.  3'.  33'^6  zu  wiederholen,  un«)  einen  dritten  Näherungs- 
werth  der  Polbuhe^  eu  .;f(iiQkea,  ,J^i^\  hur  auf  diese  Weise  wird 
man  den  erreichten  Grad  der  NaheVuUs:  prüfen  können.  Auch 
weicht  die  jetzt  gefundene  genäherte  PpThohe  von  der  durch  die 
oben  geführte  genaue' lW;fani|otf- gefundenen  wahren  Polhohe 
immer  noch  nahe  um  i'[  ah^  so  dass  also  eine  solche  nochmalige 
Wiederholung  det- Näherukgsreehnung  in  der  That  auch  keines- 
wegs überflüssig  sein  würde ,  was  wir  jedoch  hier  füglich  unterlassen 
können,  da  es  ubs'  hier  JedigliqB  um  die  Erläuterung  der  ailj^e* 
meinen  Methode   durch   Beispiellft  zu  thun    ist.*)    Ist  aber  eine 

•)    Weil  ich  jedorft.iU  l>l/r»ia>iii!«tchnung,  bei  welcher 

gMetsC  wird,  aii8gefähtt:)fl4be,  to  will  Itih  dieselbe  inm  UeberfluM  noch 
nertetten. 


<87 


WMobohing  d#r  NäheraDgarechniiiig  nSthig,  so  scheint  es  immer 
Tonasieben  zu  sein,  die  Rechnung  gleich  ganz  genau  nach  der 
im  Vorhergehenden  entwiclielten  und  durch  ehi  Bebpiel  erläuter- 
ten Methode  zu  filhren. 


•t  .'1 


•;'.  ^■'  '1    I         /'   •  .     .^j 


Jlogw^  (jÄ-*-)  ==  8,941924(2 


f 


!»■        f 


:m! 


^  • 


'•''*•'•'    '1  •         •!  '  ...      *        :•  ,,        i;  V 


.    .1, 


•    'i/'rr  ' 


"    .1  >.        I .  • 


(Wtogeoa:p;0,00Q53QT    .    V.  ;     ir 

g^iogicoiy  =  ojgöiei^a        i 
l#fsln^<»4^)=:9^a&&24T9  .  ;,      ^ 

§•  («'+«) =21».  2'.  4T'%T  ' 

,  .   1(«'-«)==X9  .28  .   18.  T 
r      ,  0»=    i.34.  29,0 

■      *  —  «         •  '  .      *    i        , 

~«=   0.4T.    14,6 

I     "(i:         l^g9=;:O^|Q3O0     ;       \ 
iogcot^ = 9,9996693 
logcoi9  =9,7988158 

log  .fhi  jw*=16,2760740 
log«iflyr=r  6,3750691 

•    '  y=  0«.    0'.49",0 

4^4-^7=^  -  4Ä*    0,8 

A— V'=8«  .  40  .  22,8 

^(*t^)=18.21  .0,4 
j-(A-^)=18.  20.  ir,8 

log9  ==0,3010990 
logAhi  i(A;fl^i=:9,49OM0O 


'•» '»    '  t 


'     '(I  M  " 

.1 


I  ■ 


.."1 .  ..... 

HP^>  ji^^*^)  3=9,0778092 


I  '>• 


^-(9)=:  -.58».  ir.  4r',i 
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it 


;'...•«    ' '  1         (  1  ■  *    ;  •  .     , ' '  T ; .  i 


.  f •»    ' 


t  • . 


fi.  16. 


Auf  das  in  8.  13.  und  §.  14.  berechnete  Beispiel  wollen  wir 
nun  auch  die  in  9.  )%  gelehrte  Construcüon  anwenden,  wobei  ich 
bemerke,  dass  ich  mich  bei  der  Aü^fithrnng  dieser  Constructioo 
zu  dem  Auftragen  der  Winkel  und  Linien  eines  mit  einem  Nonios, 
der  Minuten  angiebt  >  *-t«rsefaeQiBiB{  Bousscrfen  -  Transporteurs  hikI 
eines  sogenannten  tausendtbeiligen  Maassstabes,  welcher  letztere, 
nicht  sehr  sauber  ätif  Müsslng '«mfj^Mragen ,  keine  sehr  grosie 
Genauigkeit  gewährte^  ^  bedient  Jiabe. 


und 


Damit  9  positiv  werde>  setzen  wir  jetzt: 

«=16".  37«.  49»,        :A«ö:^.33'.  (r,00; 
<'=1.6,,  8  .  ?5.         A'=ßO.    3.  38,70; 

I 

o=296<».  22'.17",60,       «3C  8».  22'.  35",45; 
a'=:in  .  44^54,88,        j'=20.  10.  56,02; 


so  ist 


.  4  . 


e=15(«-<0— («»-««'>=— 76».  l«*.  22",62, 


1    ■     J 


1+63«.  17'.  4r%l 
^        j—  2  .  14  .     9,0 

.   _  =      61».    8'.  88'%1 

Dieser  Werth  d^  PolhAhe  "weicht 'VAd  der  angenommenen  gen&hertoi 
Polhöhe  -  V  --  >v 

nur  bloM  noch  um  wenige  Secnnden  ab.  Der  oben  gefundeoe  geaaoe 
Werth  der  Polhohe  ist  .  , 

61».  3'.  37''- i 

wogegen  der  Torher  gofondene  Kalbeningswerth  nnr  noch  um  0",6  m 
gross  ist.  Strenff  genomnien  wurde  man  die  Näherong  nun  immer  sofh 
einmal  wiederholen  mäsaep.4. ;  d^  mfm  pptn  nu  keiner  ToUst&ndigen  Uebtf* 
bereinstimmung  mit  dem  cum  Grunde  gelegten  Nähemngswerthe  g^ 
langt  ist,  woraus  sich,  wenigstens  nach  feiner  Meinung,  ergiebt,  de** 
die  obige  genaue  M eHiodo  <fler  Nafterongsmethode  in  den  meisten  FäUeo 
Tonosiehen  ist,  wenn  man  die  Näherung  bis  su  einer  ▼öUigen  Ueber- 
einstimmung  iweier  atif  ehiuider  foi|fedl^  fIfliMrungswerthe  treiben  will) 
was  doch  oatärlich  eigentlich  die  Stfeoge  und  Schärfe  dar  Rechnaag 
erfordert. 


WeU  die  mhe  A  aaf,  der  Q^tee^te.  die  H5l|e  h'  ieuif  der  Westseite 
des  Meridians  genomfneD  worden  isf,  so  ist 

Bod  In  der  Formel 

iro  Dor  l:=iO,  -^^1,  -f  1  ^tn  kanb»   wt  also  ofesbar  A=:-f  1  zu 
■etieo,  weiches  gtebt: 

Nu  ist  I 


I  i  > 


9=  8».  22'.  35",  45  A=s33<>.  33'.  0",00 

900-4=6(1.  87.  Hy»     ~     W^k^Sa  .  27 .  0,00 
90»— *=56.  27.    0.00 

138.    4.  24,55  =  (90«>-d)+ (90»-A), 


,(     •• 


26.  10.  34,66«=(900~<)->(90«~A); 

•■    1 

Ol.    2.  12,«yai2-l(90ft-^  +  <flO<^-A>} 


'       '   '. 


•  1  •       •)    •    *t 


•'^  ♦ 


12.  38,.,  12,27^|-UflOO-a)-.(«0?-A)J. 

a's:20,  10.  5e.ÖSJ .  Ä'=50».    3'.  38,70 

90«— «'=09.  49.    3,98  900-A'=:39  .  56.  21,30 

W>— A'=:39.  56.  21,30 

10».  46.  26,28 = (90»—«')  +  (90»-A') , 

29.  62.  42,68ss(90»t-«»)  — (90*-A'); 
64 .»Sft.  tfi^^64se|-  (^-«-«^b-f  (9tt^-A^ U 

>f.  Mw  21,345=  jKflO»-;«)-T(9Ö<»-A')l. 

Ka  uf  MioateB  abgekürzt  ist:        ,     .,  ,r  „,.;...:,.  „., 

8=0 -•'=2830.  44' 

I  ! 

*  4 

.-    h!    ^   iJ-|(9Q<^-l)4<(NP—A>|«tt«9P..4^>,'.  -uh   H-.»  ^H 

1^  KW-d)  -  (900-A)  1= 12  .  36 ; 


>ll')  '1,'  ,  // 


also 


•    .11"       :•)!'         '• 

\       .^       ■ 

4a4«^<BOWd)Tln(fl09-Jk)lfc^2,ölO     .(»  :       ,. 

taog  j|(90»-«')  +  (90«-A')»=M22 

Die  CoDStincfioii  äuf'Taf.  I.  ist  mitteist  ^er  t^btken  nameriidiM 
Werthe  ganziiraeh;  4er  j»  §.  12.- gäsebdnei  .Altteitung  aostfefiibrt 
worden ,  and  die  betreffende  ^igur  bedarf,  aü  Tulliff  durcb  sich 
selbst  yerstiuiAic^^  keincir !  .weiterfp .  flrlävtermg.  Der  ^  Radiiu, 
f&r  welchen  die  Tangenten  aufgetragen  worden  sind,  ist  ein  preos- 
sischer  Decimalzoll.  Die  Durobscnnittsponkte  der  beiden  Kreise 
sind  C  imd  ^i9;^iRd'il^^' 'CAitfernungänt^vob'den^  Punkte  O,  lof 
dem  Maassstabe  gemessen,  finden  sieb: 


'ÖC=0,350  und  dl>=i^546    *   ' 
welchen  Linien  als  Tangenten  die  Wiiikel< '    .  n:-.vW.HH> 


:  '() 


entsprecheb4\~IUe;cnM^BiU^rqiiiig:  gidtt  jdto  \ : 


2 


und  die  sweita  Entfernung  giebt 


t     ;  1,1  -,M'ii    H!)tlHt;l  .    Uw      In 


m  • 


Da  sich  aus  dieser  Msteren  €SMehlna|s  ^ta  )hifr  nicht  siiUsfig«r 
negatlFer  Werth  yon  g>  ergiebt,  so  kann  bloss' 


A%.  -I      .    .-•H)'-'»      ,     -  >.   . 


* 


Vi 

seiD«     In  §.  13.  ist  gefunden 


\f 


i. 


also  .  .      -- ,  .      .  ^ 


90»— g<i=3»i2*,  ,^0-  s-9>=  19°-  W  • 


•  f         .      •   I    « 


Oie.GMlAhlQlillllrgMbtl  i    .'    :ii   •..';      ,;r     .... 


•        I 


U^'ffhatbe'Bbe^^  dato  naiit  Atel  Aniveikhing!  rtQ<>h  .yg<MPgor  Sofg»^ 
idt'Efri  AwfflMnmff  dar  GdiMnA;tioiii  «1*  «^  UMeoe  U«bety 
ttettanmabg  iMfwfebm/  CoMs>rtictk*i  utid-Rf^oiuiiiiig  bätt0^err#kliM 

Ffir  den  PaBkiC#  wdober  id^ilwahnBi^roUiQlie  ^Atoprifiht  lad 
alao 


j:— jr'=-0,05;    J!:+Jr'=0,85; 
firfglichnsch  $.  12. 

*.      1  o      *      1/    TT   0^05       1  _       1       1  _ 
tang  2  Ä  =  taog^ (u  +«0=^  cot  j  ©  =  ijcot  j  ©, 

wo  nach  dem  Obigen 

j  «=  141».  51'.48»,e9= 1410.52'. 


Nmi  ist 


log  cot  1^9=10,1051062. 
logll=  1,0413927 

log  tang  ^  a=  9,0637155. 


Also  ist 


n 


^Äp:173ö.  23'. 


©=^(»-a>0=t41<>.  52' 


2 

1 
2 


^Ä  =  i(«+oi')=173  .  23 


a>=315  .  15 
€»'=  31   .  31 


was  nicht  viel  von  dem,  was  wir  in  §.  14.  gefonden  baiMD,  «b> 
weicht,  wenn  man  nur  nicht  unbeachtet  läcät,  dass,  was  <o,  vf 
in  $.  14.  war 9  jetzt  natürlich  respective  o/,  m  ist 

Ich  halte  die  vorhergehende  Constmction ,  '^nam^ntlfoh  la  der 
Erweiterung,  welche  ich  ihr  för  das  Problem  in  seiner  ailgemeio- 
sten  Gestalt  ge^^eben  habe,  und  da  sich  auch  aus  ihr,  wie  ich 
gezeigt  habe,  leicht  die  Stunden winkel  herleiten  lassen,  Ar  io 
theoretischer  Rflcksicht  «ehr  betnerkenswerth,  glaube  aber  auch, 
das9  sich  wegen  ihrer  leichten  Ausfllhrbarkeit  wohl  auch  manche 
«weckmSssige  Anwendung  in  der  Praxis  von  ihr  machen  lassen 
dürfte.  Es  würde  sich  selbst  leicht  ein  besonderes  Instameit 
angeben  lassen,  durch  dessen  Anwendung  die  Ausführung  dieser 
Constmction  uöch  mehr  erleichtert  werden  würdis« 

Vielleicht  findet  sich^  der  eine  oder  andere  Leser  veranlasst, 
über  ein  solches  Instrument  weiter  nachzudekk4n  uM  dasErgeb- 
niss  mitzutheilen. 


« 


i'ii 


II  •">  '  ii' '..     ' 


,  I 


'.,     .*.{ 


irt 


ffi 


J     '        ! 


»'. 


Heber  die  Bedingnbii^ ,  unter  welcher 

n»>ar  Ist* 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel 

an  der  UniTeraiUU  sa  Marburg. 


Lehriaix, 

^ 

WeDD   e  die  Grnodzahl   des   natürlichen  Logaritb- 
«eatyslem»  Ist  «nd  eslst  a  posiliv»  so  ist»  wenn 

a>V7*) 

i9t,  lach 

a*>  j?, 

gleichviel  welchen  Wertfa  man  der  Zahl  x  giebt. 
Beweis.    Es  ist  tt^^x,  wentt  x.la^lx  ist,  d.  h.  wenn 

ist 

Da  aber   diese  Ungleichung  für  jeden  Werth   von  x  gelten 
soll,  so  muss  sie  insbesondere  auch  rar  jene  Werthe  von  x  gel- 

ta,  welehe  die  gidSBten  Werthe  Ton   —  Kefem. 


X 


♦)  Vtf=  1,444568....  weil  ^  =  2,7182818  ..^ 


Um  diese  zu  finden  sei 


Ix 
/a  =  V  =  "~ 


Es  ist  danu 


dy=     ^     .rfj:  und  a^= -5 (aar)'. 


Setzt  man 


IIP  ensiekt  luan.^oglelch,  di^^,.  iy^^i» ,t ^ £i:f^O  f«U*«Wb  fe==l 

also  a?:;=e  ist,  dass  daher  jd^in  (a^:^.Zf  <dso  a=VTi8t,unddu8» 
weil  fär  ar=e  auch 


•     j> « 


Ix      It     . 
eine  negative  Grusse  ist,    der  gefundene  Werth  von  —  =  -j-  ein 

X         c 

Ix 
Maximum  Ton  —  sein  mflsse. 

X 

-    \    \i    .    *«    \\    '^   v\ 

Um  aber  zu  untersuchen ,  ob  für  positive  Werthe  von  x  keine 

anderQf^,(yiel|ficht(gr5s^it^»X]M^i«»mv4m  ^  mf hl voRfc^pwen»"** 
sei 


1)     :r  =  e  +  g,   also  y=        .  .    . 


Es  ist  dann 


.  !.   ■: ^^^  Jrmtf gffD 'j^g  '  ..'>■:■.  10«  ['..'m*  '   I" 

und  dieser  Werth  ist  fttr  jedffi  positiven  Werth  von  {,  der  zwi- 
schen ^=e  bis  £=00  liegt,  sicher  stets  negativ,  weil  Ue^r&y^t 
also  >i  ist. 


2)    Ist  andererseit»  .      r 


n 


i    {  w  0  und  ^  #»  also  j:  ^  e  und  ^  0  idt,  so  ist 

l  +  He-p 
'^"^^^  -X»-!)*  .^.' 


»d  da,  Mr  l^^iond^O^^Vch  7(e— '^^^/e,  also  <1  ist,  so  Ist 

auch  hier^iem  Wachsen  wod:  |  zwischen  |  =  0  bis  |=e,  d.  h. 
beim  Abnehmen  von  x  ivpi^hen  x=^e  bis  x  =  0,  der  Werth 
foa  dff  stets  negativ,  also  y  stets  abnehmend,  so  dass  v  zwi- 
schen ^=e  ond  x=0  keinen  Werth  mehr  erreicht,  der  ^-  wäre. 

Ix 
Es  ist  also  zwischen   a:=0  bis  j;  =00  der  Werth  von   ^=  —  > 

welcher  zo  j?=e  giäiM»  dv  h.der  Wertb 


Ix      k      1 

w 

— '  5si<  —  :z:z  " 

X  ^'  e       e 

Ix 
te  gr9sste  Werth  von  — ^,  und  es  ezistirt  zwischen  diesen  Gren 

Ix 
MD  kein  anderes  Maximum  von  —  • 

X 

Es  muss  also,    wenn  fär  jeden  positiven  Werth  von  x  stets 
«'>xseiD  soll,  /o>— »  also  o>V"e  sein. 

Was  nun  negative  Werthe  von  x  betrifft,  so  ist,  wenn  a  nur 
PMitiv  bt,  ohnehin,  fSeüls  d?= — v  gesetzt  wird,  stets 

iiae  positive  GrCsse,  mithin  stets 

a->-e. 
Auch  ist  ohnehin  a^=l  also  a^>0. 

c 

Es  ist  also  fär  a>  V^#,  Dir  jeden  Werth  von  x,  stets  a'>jr. 


Anmerkang«    Die  i^lchtigsten  susammen  gebSrigen  .Werfhe 

Ix 

TOD  X  and  TODy=  —  sind  folgende: 


ar=0 


»=0 


x=e 


f — 


a:=el=:3,9M3.... 
y  s=  5-|-  =0,37553  ••• 


Mazimom 
Ton  y. 


Meo  Tott  «',  aoe  — *  ' 
4*  iben    . 


j?=Qe 

,=0 


Sonstige  interessante  Wertlie  sind: 


I    •  V 


x=:0/^. 


,x*=l»r« 


j 


•    .1    '  '  •  > 


J;l    '   :-     ■.    •■       I  • 


II 


y=— ««■• 


I 


.  t  ,  .  I 


1    -ri,.!   .     * 


•r. 


11« 


>    '■  -^       •   'j   »;-i>.   )    i 


•7 


•  .:    I 


m. 

Heber  drei  Hanptarlien  Ton  Itogiirtth- 

mensystemen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel 

•a  der  UnWaMitit   zo   Marburg. 


Aus   dem    im    Torhergehendeo   Aufsätze    bewieseoen    Satze 
Qfiche  Seite  93.) 

MWeno  a>Ve*),  so  Ut  fflr  jedeo  Werth.  von  x  sieiB 

*T^t  sich  als   interessante  Folgerung    eine   merkwürdige  Ein- 
tliälttiig  der  Arten  von  Logarithmensystemen. 

MiA  ersieht  nämlich  sofort: 

l)  dass  es  Logarithmensysteme  giebt^    in  denen  jede  Zahl 

(2)  grosser  als  ihr  Logarltfame  (log.art.Z)  ist.  Es  sind  diess  alle 

t 

jcie Logaritbmensysteme/deren  Grundzahl  a>VT  ist;   für  diese 
m  also  bei  jeder  beliebigen  Zahl  Z  stets 

Z>log..art.Z; 

dass  demgemUss  insbesondere: 

1,1)  im  natürlichen  Logarithmensysteme,  wo  0=6:=  2»  71828... 

also  a>VT 

>I,444S68 

ist,  «och  Z'^IZ  iein  ihass; 


•)    et=l,7182818...  und  Vf  r=  1,444568.... 
Tktll  IIV. 


«^9 

dass  ebenso 

1,2)  im  Briggischeii  LogarithmeDsysteme,  wo 

e 

a=10>  VT 

isty  auch  Z>logZ  sein  mnss; 
2)    dass  es  ein   Logarithmensystem   giebt«    in  welchem  die 

e 

Grundzahl  a=VTist,  welches  die  merkwürdige  Eigenschaft  b^ 
sitzt,  dass  in  ihm  ein  Lo|raritfcflie  «xistirt,  weRiher  der  zugeburi- 
gen  Zahl  gleich  ist,  nämlich  der  Loge»  dass  aber  Jeder  ändert 
Logarithme  darin  kleiner  ist  als  die  dazu  gehörige  Zahl.      ^    . 

-      ^,iyht  nämÄch  '    '      •■"    *      ' 


a=:Ve  =  e* 


so  ist 


also 


«.=(e')'=/')=e^e. 


logarte=e. 


2,2)  Ist  femer  Z=a"=e  *  '^«^'rrre*,  und  es  ist  er  ^  1    owi 
nicht  =1,  so  ist  ^.e<6',  also  lo^.art.Z<Z;  deon  wire 

x.e  ^  ^  >    so  müsste  ^  k.  —   sein.    Da  nun  aber  -Air 

*uch  HM  r 

,       and.!«*— «ffdLr"'-'  ■•!■;    i 

^y= — ]5 — 


ist,   und  demgemSss  für  :r — 1=:0,    also  fur^=1.aoct 

y  ein  Minimum  (nämlich  «s±:^) -t<<r4(ivid#to 'i^r'T^ef  ^t 

das  >1  ist,   beim  Wachen  yqn  »  .der  W^r^b  «^onjf 

e* 
wächst,  bis,  bei  x=  +  oo,  auch  w=--=oo  wird,  ond 

auch  für  jedes  j:,  das  positiv  i^tnd  •<!  ist,   beim  Abneh- 
men von  X,  der  W^rfh  fro«,.^  ^chst,..bi«,  bei  ^p=+ J» 

auch  y=>^|v  =00  wird),    so  folgt,  dass  ßr  jedes  po- 
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sitivex,  das>  oder  <list,  beia=W,  auch  stets 

ZaW>4<(g.art.  |    »<!"  «'>*-^  ««»  moss. 
Da  omi  ohtoebb,   Rbc    einen   negativen  Werth   von 

e 

Xy  a^'^^a.e  ist,  so  ist  bei  a=VT  ieder  von  +e  ver- 
scWedene  Lofrarithnius  kleiner  als  die  dazu  ffehuriire 
Zahl : 


»    X 


log.art.6  =  6, 
log.art.(e±Z)<(edb^. 

3)  iiass  es  L^garithmeosysteme  giebt,  in  welchen  aach  Lo* 
ttrithmen  exisAren,  die  grosser  sind  als  die  dazu  gehörigen  Zah* 
len  (nebeii  ^inem  4t r  zz^ißv  betreffenden  Zahl  und  neben  anderen  die 
<  als  die  betreffenden  Zahlen  sind).  Es  sind  diess  die  Logarith- 

Bwosysteme«    deren  Grundzahl  a<Wist 

bt  aSinlich  a=3:<?"^  also  ^e^,  so  ist   a^=:e,  also  ,  . 

1og.art  .^=w.e 

Es  bt  aber  zugleich  forner,  falls  Z^ta^'zzze*  ist,  auch 

nex  ^  e*\  e* 

d.  h.  log.art.Z>  2  *  '  ''*'""  *•*  >  F ' 


m- 


^  h,  wenn 

— ^ 

X 

kl 

Ist  nun  z.  B.  fiSr  j;=:4  gefunden: 

6»         1     , 

•0  ist,  wenn 
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a)  fär  x=4,  auch  log.e'=:ned;, 

1 

log.e*=  j  «■.e.4=e* , 

8o  daM  log  Zsz  Z; 

b)  fÖr  a:  <  4i  .  ,       ,     t   ,    . 
z.  B.  ar=3l '  *"'''•  log.e»=4  c».<.3 


so  dass  logZ>Z; 


c)    fiirx>4)  .,       .      1    ,      - 


80  dass  logZ<Z. 

* 

Anmerkung.    Was  das  Logarithmensystem  anbelangt,  des- 


e  % 


sen  Grundzahl  a:=z\fe  {    ist,  in  welchem  Z=:a'*'=e'  i8t,60 

=  1,444568) 
ist  bei  ihm  log.artZ  =:e./Z,  d.  h.  man  erh&lt  den  log.artZ,  wenn 
man  den  oatflrlichen  Logarithmen  yoo  Z  mit  der  Grondzahl  t  dei 
natürlicheo  Logarithmensystems  multiplicirt 

Auch  folgt  aus 


dass 


und  dass 


dass  also 


Z=10i=e'=a«, 


e.j:=(e./10).3r. 


[log  .  art . 

e  _  {  Z=(e./iO).log.brigg.Z. 


—   t 


m 


Kur  elementaren  duailratnr  des 

Kreises« 

Ton  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Seh  15 milch 

Ml  der  technitchen  BildongtUMtalt  sa  Dretdeo« 


Bezeichnen  wir  mit  En  die  Fläche  des  dem  Kreise  eiogeschrie- 
Wtten  rej^lären  nEcks  und  entsprechend  mit  ün  die  Fläche  des 
VBischriebenen  regelmässigen  Vielecks  von  n  Seiten,  so  finden 
zwischeD  den  vier  GrDssen  £«,  Vn,  E^,  ü^  bekanntlich  fol- 
gere Beziehungen  statt : 

Mittelst  deren  man  aus  £,  und  ün  zunächst  E^  und  darauf  ün 
n  berechnen  pflegt.  So  einfach  diese  Formeln  an  sich  sind,  so 
ist  doch  die  benutzung  derselben  zur  näherungsweisen  Berech- 
Bong  der  Ludolph'schen  Zahl  etwas  mühsam»  da  man,  bei  ft=:4 
inlMgendy  bis  zum  32768Eck  gehen  muss,  um  7  Dezimalstellen  ' 
ron  3s  zu  erhalten;  dieser  Umstand  hat  bereits  Herrn  Prof.  Kunze 
zur  Reproduktion  der  Grj^onr'schen  Näherungsformeln  veran- 
Ussty  welche  schon  beim  2S$Eck  dieselbe  Genauigkeit  darbieten 
wie  auf  jenem  Wege  das  32768Eck,  und  es  können  die  Freunde 
einer  synthetischen  Betrachtungsweise  die  genannte  Darstellung 
gewiss  als  Mnster  derartiger  Ableitungen  betrachten.  Um  aber 
Mch  den  Verehrern  heuristischer  Methoden  zu  genfigen,  gebe  ich 
hier  ein  Seitenstfick  zu  jener  Darstellung,  dem  man  wenigstens 
die  Kürze  nicht  alMprechen  wird. 


-         -       •    • 


•  •  •       • 


•  •: :  •  «r /■•  . 


k  .  •        • 


Um  zunächst  bequemere  Formelo  zu  haben,    föhre  ich  die 
reziproken  Werthe  von  En  und  Un  ein  und  setze: 

l         *  i        fj 

wodurch  die  Formeln  1)  und  3)  in  die  folgenden  übergehen: 

4)  ^=v{i^.  ^n). 


5)  1^211  =  ^(4«+^») 


Nach  einem  bekannten  Satze  der  Arithmetik  darf  man  fSr  das 
geometrische  Mittel  zweier  Zahlen  a  und  a  +  d  das  grossere  arith- 

roeti«^l|M4M  WinPM^  wenn  der  <l|t|pGl  ^UM^^i^  PvINK  ^<^' 

d^ 
eher   weniger  als  ^  betrlgi,  .iden  veilangten  Grad  von  Crenauig- 

keit  nicht  beeinträchtigt*).    Benutzen    wir  diess  von  irgend  einer 

Stelle  Ü^^fi,  ß^T:za-^d  ao,  ßo  finden  wir  der  Reij^e  nach: 


*)     Et  !«t  nämlich  identisch 

-und  folgifeh .  dureh  WeglaMnng  von  -  d* , 

Sei    ferner/  der  Fehler,    weleher    begangen    wird,     wenn  maa   litW 
V"a(a+iO  das  zu  grosse   a-{-'d  iotst,  «o  hat  man 


oder 


Va{a^a)^a\\d^r 


A+V:Ä(a+(0=«  +  i^' 


und  daraps  ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Quadrirung 


>  (   i  t 


4     »  .   '-  '"' 

o^ör,  wenn  man  Hnlrer  Hand  a  für  Ä+rf  setzt  ond  /•  wegf$ut,  WödW* 
dio  ünlce  Seite  zn  klein  wird, 

•  >    .  4 

.Hieran«  folg!  der  iin  Texte  benutzte  Satz,    duss  /   weniger aU   ^  ^^ 
trägt.  * 


les 


\    -> 


)        •    • 


•    ** 


'    I . 
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Dm  Gesetz,  uach  welchem  sieb  diese  Ausdrücke  bilden >  Ist 
Wckt  <a  fiheri»e1ieit ;    <)le  ^^Wertbe  vöA  ^C/enthatteatnttiieir' eht^ 

geoiieWfdia  ProgressUn  desExpoM^ten.^  ;als    Fakttr.  voto^f»] 

vnd  dit  sogeburigeD  Wertbe  von  E  differiren  nur  darin  von  jem^^' 
^^*^  ibr  letztes  Glied  das  Doppelte  von  dem  letzten  Gliede  des 

^l>ctrigt  Die  gemeinscbaftiicbe  GrSnze,  gegen  welcbe  die  £ 
Bxi  {^  coDvergiren»  ist  — ,  wenn  wir  den  Radius  des  Kreises 
=1  lelzen;  so  ergiebt  sieb  denu  die  Formel 

-=a+jd+jgrf+gjrf+^rf  + 

n|d  wenn  man  fSr  £«  und   Ü»  ibre  Wertbe  setzt,   so  findet  man 
fv  n  die  nicbt  fibele  Näherungsformel 


2£.+  V, 


w  dabei  begangene  Fehler  beträgt  weniger  al«  gl »  «'•  b     weni- 


ger als 
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Um  diese  Fehlerbestimmuog  etwas  bequemer  za  machen»  bemer- 
ken wir,  dass  für  f>3  auch  jEJ«>JE^,  d.  h.  £«•>  jV?  und  je- 
denfalls C/«>3  ist;  demnach  haben  wir 

07 
8£;.*.D,>8.jg.3>40/ 

und  folglich  beträgt  der  beim  Gebrauche  der  Formel  9ji  begangeoe 
Fehler  weniger  als  15  (^« — •£«)*•    Biemach  ist  es  sehr  leicht  die 

Ludolph*sche  Zahl  schon  aus  Vielecken  von  ^geringer  SeitenxiU 
mit  vieler  Genauigkeit  zu  berechnen;  man  hat  z.  B.  (ör  l=8W 


I  —  ^    » 


Um  —EtK=0,00M7il  <  ^ . 

mithin  ist  in  diesem  Falte  der  Fehler  klfliner  als 

J_    25       6,2a 
40'W~W 

worauf  .|su  ersehen  ist,  dass  ^an  aus  fJ^^  und  ü^^  .w^n  leta;« 
tere  auf  eine  hinreichende  Stellenzahl  berechnet  sina, '  atht  rich- 
tige 'DeziiMlstellen  für  n  «halten  kann.  Diese  flOcbtisdeo  Apden* 
tungen  mögen  die  Brauchbarkeit  der  Formel  6)  zur  Genfige  be- 
wewev. 


« t,    i 


1  ' . 


/ 


( , 


,.• ,- 1  ■• 


im 


1 . 


'  "" '  t 


(i 


V, 


■  >    <     I 


Bemerkmiir  filber  die  ConverseiKE  der 

fleihen. 

Vqo  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schldmilch 

m  ißw  tecl|nitcIieil,BiUiiiigtui«t«lt  :S0  Dresden. 


Ziifo%e  eines  Theoremea  voq  Ri^abe  convergirt  oder  diTer- 
^  &  unendliche  Reihe 

j^neUm  der  Gränzwerth  von 

9€hr  oder    weniger   ak  die  Einheit  betrfigt.    Man  kann  diesem 
Satze  noch  eine  etwas  andere  Form  geben  ^  welche  in  vielen  Fäl* 

Wb  bequem  sein  v^ird.    Seteen  ,wir  nimliph     . 

.  '       •  ..  .     "*  . 

•••coQfergirt  oder  divergirt  die  Reihe»  jenachdein 


I   • 


Lli«{«(e'-"'*+»-I)l  v; 

XÜMer   Mier    kl«iD«r"al«  die   £bfceit    aualMIt.     Nun   ist   aib^r 
MinitiKh 


t  -$  ..      ..      /»~*"+i  —  1 


„(/•  •»+!  _  i)_______  .„(t,  _<^j). 
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und  folglich  der  Gränzwerth  hiervon  gleich 

Lim     ^_^^^    J  •  [h\m{nitn-UH)\]' 
Nach  dem  bekannten  Satze,  dass  fiir  unendlich  abnehmende  i 

Lim — g — =1 

ist,  iSflst  sich  der  GrSnzwerth  des  ersten  Faktors  bestimmen ,  indes 
man  S:=tn — tnfi  nimmt  und  voraussetzt,  dass  die  Differeu 
^— (n-fi  unendlich  abnehme.  Die  Entscheidung  der  Convereeni 
oder  Divenrenz  hänirt  letzt   nvr*  noch    von  dem   zweiten  Faktor 


Divergenz  hängt  jetzt 
Limtn(^ — ^H-i))  ^^f  und  diess  giebt  den  Satz: 


I' *  .      .    "      \t      *■•  -• '! 


Ble  unendlielie  Reihe    "    *  ^ 


1    •* 


convergirt  oder  divergirt,  jenachdem  der  GrSoi- 
wertb  Too  n(^r^^-H)  gcOsser  oder-fcleiner  als 
die  Einheit  wird,  vorausgesetzt,  dass  die  Dif- 
ferenz tnr^tm^i  sicfa  der  Gränze  Null  nSllert 

Setzt  man  aus  der  Gleichung  3)  rückwärts  fiir  tu  seinen  Werth 
/(un),  so  ftihrt  der  vorige  Satz  auf  den  folgenden: 

Die  unendliche  Reihe 

Ui+Ui  +  U2  +  U^  +  ..».    , 


l    o. 


<      1     1 


convergirt  od^ r divergirf ,,je^nachdem  derrGxäni- 
werth  von  ^     '   .   ^  t        ^^^ 


meh 


r  oder  weniger  fUs'4^e  Einheit  Beträgt. 


;     Vorausgesetzt  wird  hierher  allerdings,  da^^*fej-^jj,4i  ^.fLj^. 

sich  der  Gränze  Null,  folglich  — ^-^  der  Gränze  1  nähere,  aber  es 

liegt  darin  keine  Beschräivknng.  \>  Man    weissi.hämlich ,    dass  die 
Reihe    Uq  -i-  Ui  +  etc.    convergirt     oder    divergirt,     jenacbdao 

Lim  — ^^  kleiner  oder  grosser  als  die  Einheit  ist,  und  man  wird 

das    obige   Criterium    doch'  Mr    fai    dehl'' Falle    anwenden,    wo 

Lim-^^=34l'  ist  ittbi^mant  widk  desiwegen  iiiacb  eiadn  aodeim 

Kennzeichen    umsehen   muss.    Mit  anderen   Worten ,    di^'  ^'iv^ 
Regel  tritt  erst  da  in  Kraft,   wo^  die  gewöhnliche  Regel  versagt 

Wenden  lAt  diess  z.  ^.  auf  die  Reine'  ' 


lOT 

w.  wo  M«;;;; -js«  «0;  A4gt  iuf  4er  Stelle  !     ,      ,v\  .  ,  .  u  •  f 

'•     '     '       ^       '    «•       II', r  l  ,  •       '  ,  -,'  {       •"      "v        , 

Lim  rii/(j^J|  ==iLfmU/i/a  +|)Mf, 
ond  Idglich  cottte^rt  die  JRcHier  (ür  fA>  1,  wie  ^ksriat  ist . 


/ 


.;'.  .  '  f       (t< 


/    \ 


•      *  • »  « t 

Velbiuigrsaiifsalbeii  für  fik;h1ller. 


I' 


•  (1 


Von  dem  Herru  Profestor  Dr.  0.  Schlomilcli  ftn  der  lecfihUdheii' ' 

BildongMUMUiU  so  Dretden. 

1. 

Mao  soll  die  folgeoden  derr|(reoinetrie  der  Lage  angehtirigen 
Eigenschaften  des  Dreiecks  und  Vierecks  bevreiseo  und  die  ver- 
aSge  des  Principe  dei *  Reitfpiocilftt  \\bnm^  tostoprechenden  Corre* 
Ute  aubtellen, 

1)  Von  einem  Dreiecke  aH^c.  wß^  fi\^  3  Seiten,  ap^  t€$  ca 
verlingert,  bis  sie  eine  willküfarlicli  ausserhalb  gezogene  Gerade 
«9  in  den  Punkten  p,  g,  r  schneiden.  In  jedem  der  Punkte- 
systeme (a,  b,  p) ,  (b,  Cf  qyy  (e^  a,  r)  construirt  man  den  jedesma« 
Bgen  vierten  narmonischen  Punkt,  welcher  zwischen  die  zwei 
-immer  zuerst  ^ei^nnten  Punkte  falll:  heissen  tf^  bj  a!  die  so  ent- 
standenen drei  neuen  Punkte»  so  schneiden  sich  die  Geraden  aa^ 
66',  cd  in  einem  Punkte. 
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2)  Die  Tier  Seiten  ab,  bc,  cd,  da  dnes  Vierecks  sind  rer- 
Iftngert,  bis  sie  eine  willkfilirlich  ausserhalb  gezogene  Gerade  uo 
^  Pf  9»  T,  i  schneiden.  Construirt  man  wie  vorhin  die  zugehö- 
rigen vierten  harmonischen  Punkte  aV  b',  &,  d'  zu  den  Punkte* 
Systemen  (a,  b,  p),  (fi,  c,  q),  etc.  so  b^sthnmen  dteselben  eia 
Viereck  9  dessen  Gegenseiten  afb',  dd'  und  b'd,  d'a'  sich  in  zwei 
Punkten  f  und  g  der  wiUkOhrlichen  Geraden  wo  schneiden;  za- 
gleich  Hegt  f  mit  a  und  es  g  mit  b  und  if  is  einer  Geraden. 

3)  Sei  wieder  abcd  ein  Viereck,  A  der  Durchschnitt  von  nh 
und  cd^  k  der  von  6c  und  da\  verlängert  man  die  drei  Diag^ona* 
len  ac,  bd,  kk  des  so  entstandenen  vollständigen  Vierecks  bis 
sie  eine  willkflhrlich  ausserhalb  gezogene  Geraoe  uo  \n  p^  q^t 
schneiden,  und  construirt  in  den  Punktesystemen  (a,  c,  p), 
{b,  d,  q)p  {h,  k,  r)  den  jedesmaligen  vierten  harmonischen  Punkt» 
welcher  zwischen  die  zwei  immer  zuerst  genannten  Punkte  föll^ 
so  liegen  die  entstandenen  drei  neuen  Punkte  in  einer  Geraden. 

Welche  schon  bekannten  Sätze  folgen  hieraus,  wenn  man  die 
willkflhrliche  Gerade  uv  unendlich  weit  wegrücken  lässt? 


IL 

1)  Man  soll  einen  gegebenen  Kegel  mittelst  einer  Ebene  so 
durchschneiden,  dass  die  ihrer  Fläche  nach  grösste  Parabel  da- 
bei zum  Vorschein  kommt, 

2)  Einen  gegebenen  Kegel  mittelst  einer  Ebene  so  zu  durch- 
schneiden, dass  der  Rotationskörper,  welcher  entsteht,  wenn  mao 
die  als  Parabel  vorausgesetzte  Schnittfigur  sich  um  ihre  Achse 
drehen  lässt,  den  grossten  cubischen  Inhalt  bekommt 


HI. 
Arithmetisches  Theorem. 

Sei  N  eine  beliebige  ganze  Zahl    und  in  ihre  Primfaktoren 
zerf&llt,  so  dass  man  setzeta  kann: 

iV=:a«Wcy.,.*; 

seiefi  femer  P^,  Pj^,„..Pn  die  relatii^en  Primzahlen  zu  iV,  welche 
kleiner  als  iV  selbst  sind  (Pi=il,....Pi.=:iV-l),  so  gilt  ftr  dt 
Summe  ihrer  mten  Potenzen  die  Formel 


J 
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Pi" + 'V  +  ^»"  +  •'•• + .'*f" 

=  =riri  ^"^  *  (1  -A)  (1  -r)  (i—  *  X— 

+  Jm,  B,  ^— i(l-a)(l-6)(l-c)  ..... 


2 
1 


-  jt»,  ^iV— »(l_«p(l-^«)(l-c>)  .... 
+  J-  ny  ft  ^*-•(l^)(l_6»)  (1  -c») .... 

Hier  bedeoten  nti,   1% , die  BinomiallcoefBzieijteD  des  ganzen 

Exponeuten   m,  2^,  B^ die  BernouiU  sehen  Zahlen  der  Reihe 


IV, 

Lehrsatz. 


Wenn  j^z^f{x)  die  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogene 
Gktchang  einer  ebenen  Curve  bezeichfiet,  welehe  sich  ins  Unend- 
Edie  hinaus  erstreckt  und  immer  mehr  von  der  Abscisseoachse 
eatCerot  [/(0D)=0D]y  so  ist 

iSm  Qekbung  einer  asymptotischen  Curve  zur  ersten;   k  und  k 
btdenteo  hier  willkührliche  Conlitanten,    Für  y=''X    z.  B.   wird 


'V? 


i 

nd  dies«  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel  als  asymptotischer  Curve. 
(Ber  Begriff  der  Asymptote  ist  hier  verallgemeinert  und  als  rela- 
tirer  genommen;  zwei  Curven  iy=:^j:)  und  y=^(^)  heissen 
asymptotische,  wenn  y^^  fflr  unendlich  wachsende  x  gegen  die 
Gäase  Null  convergirt] 


•   V. 

Man  soll  die  nachstehenden    Formeln  ableiten,    welche   zur 
Berechnung  der  Ludolph'sche»  •2aM  sehr  bequem  sind : 


ferner 
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""-10^^  +  3  10  +  3.510»+ ' 

+ 100^  *  +3 100  ■•'  3.5  viooy  + ' 


28        2  /  2  \      2.4/  2  \« 

""^lö^^+sviööy  +  Miöö/  +'•"' 

30336  2/  144   \     2.4/   144  y, 

+  100000  ^  '  +  3  VlOOOOOy  +  3.5V100000>/  +  • 


Aufgabe  n*) 

Ton  Herrn  O.  Bermann,  Kandidaten  de«  höheren  Lehramt«  ta 

Coblens. 

1)  Die  Spitze  eines  eine  Kiigel  vom  Radius  r  umbullenden 
Kegels  hat  die  Entfernung  d  vom  Mittelpunkte  derselben.  Wie 
ffross  ist  der  Kubikinhalt  des  ausserhalb  der  Kugel  liegenden 
Tbeiles  des  Kesels? 


Kegels 

1     r» 
Re«nltai:    J^J^C*'-^ 


a 


2)  Ein  Planet  vom  Radius  r  bat  die  Entfernung  d  von  der 
Sonne»  deren  Radius  wir  wiit  B  be^icbMen  wollen.  Wie  gross 
ist  der  Inhalt  des  ausserhalb  des  Planeten  liegenden  Tbeiles  des 
KefaHchatteiAegels?  •...•.:   i  ;'.'•!- ' 


■   I    •..*  :i  '    .      ■") 


Resultah    3 -5- -ßZi; 

3)  Eine  Kugel  Wotk  Badifis  r  PMMt  >•  einen  geradoi  ab«- 
stampften  Kegel.  Der  Radius  des'  ß^rähningskreises  ist  f.  Kn- 
biUnnalt  und  Mantel  des  Kegels  eu  b^timmen,     •, 

; "       1   r»  ■■'■•■■  ■ 

■■' ■     Resaltat:    5-»-s(4r» — •■)■»    1.  •   .  ■  i-i     > 

4  —5-  • 


*)    Der  Einsender  glaubt  in  den  drei  folgenden  Aufgaben  Dif«  ^^ 
•le  «ein  wollen,  anfgettellt  zu  buhlen« 


M '  1     '.         .1  tJ  i  »'»■ 


JSSk 


il'«  .      «««'r.      •« 


'      I    ' 


i  s  c  e  i  I  e  n« 


Ueber  ein  Integral  in  Ealer's  Theoria  motus  corpomm 

solidorum    seu    rigidoruni. 

Von  Herrn  Doctor  J.  P.  Wolf  er«  so  Berlin. 

In  {.  723.9  Pagi  203.  voi  Ealer^  theöria  motus  corpo- 
rom  solidoram  seu' rigidorum  wird  als  lutegrai  des  DiflTe 
rentials  •/ 

,,  —  d/(C— Dcos/) 


•       t 

folgender  Werth  angegeben: 

i  =  £  +  arc^n.  {^ ^j^;^ ) , 

WO  £  eine  Constante  isf.  Dieses  Integral  scheint  nicht  richtig 
n  sein,  wie  man  auch  durch  Diffbrentmttoti  sehen  kann,  indem 
iMn  diraus  nach  einiger  Umformung 

sin/.  V I  — (I+C*)co8/*+2C/>co8/— i>* 

trhflt.  Um  nun  das  ^en  gieg^ene^  Differential^  welches  man 
Mck  so  schreiben  kann: 

"^  sin/.  Vsin/»— (C--rZ>"ce8Ö* 

SU  iotegriren,  bin  ich  foigendermassen  zu  Werke  gegange». 
Sctit  mai^ 


C—  DcoBhsz  L  (/)-  Cco«/) , 


.'t . 


Wo  L  eine  nene 'Teränderfiche  ist /so  erhält  man  hferaui^: 
.C-DL     .  _     (Z>«-C^(l-I^      .  ,  .,    (l)^C^dL 

nd 
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und  wenn  man  diese  Wertbe  in  das  gegebene  Dilerential  snbsti- 
toirt,  nach  einiger  Umrormung: 

LdL  ^D»—C* 

WA  =  — ' 


Um  nun  ferner  die  Integratioo  zu  vereinfachen,  setze  man 

i«=?ar  und  D^—(?^t(fy 
wodurch 


(l-j?)V^l^(l+««)^ 
wird.    Endlich  setze  man 

V^l  — (l+a*)a:=:2,    woraus   a?=  |  ,  .  ^  uod  cfcr=    |^  ^       folgti 
und  wir  erhalten 

rfil  =  -5- 


also 


l=£;  +  arc 


.*.(0- 


Nun  muss  man  noch  von  %  nach  und  nach  zu  den  ursprangKcbeo 
Veränderlichen  zurückgehen ,  und  es  wird  demnach      . 


•  < 


«  -       vw^c^ y/m-c»  " 

_  ysinP-^C—Dcoül)*      V^l— CH2CDC08/— (l-f/ypcosP. 
~  D-Ceosl         —'         '  D—Ccoal  "' 

als» 

X-  £+arctg,^  üu-Osos/ /  * 

WO  £  eine  Constante  ist^  Durch  Differentiatton  kann  man  sieb 
a  posteriori  leicht  überzeugen ,  dass  dieses  Integral  dem  geg^^ 
nen  Differentiale  entsprieß.  .      ,  '.   .      > 


itm 


'   ("■  ) 


UBtersuchanir  über    die  Form  eines 
Wiirzelausdnickes  der  Olelchungr  des 

fft<Mt  Orades. 

Von 

Herrn  L.  Mossburger^ 

Lehrer  der  Matbematiit  an  4er  KaiitoDssdivle  %u  Aärao. 


Es  sei  allgemeiQ: 

P(«)=a:«  +  Oia:»-»+iv:^«+ +0»-^  +  a«-iX  +  a«=0...,  (J) 

£e  Gldehung    des    nten  Grades,    worin   ai,ci«, o«    bekannte 

Coeflidenten  Isind.     Im  Allgemeinen  soll  iwiaenen   diesen  Coef- 
Aaeaten  keinerlei  Beziepong  atattfinqen.  -  \  * 

Nehmen  wir  zuerst  den  speciellen  Fall  an,  dass  alle  Wur- 
zeh  der  Gleichung  ,<1)  einander  glefcb  «eien,  so  ist,  wenn  ^  eine 
solche  Worzel  bezeichnet: 

n 

Ancb  llsst  sich  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (1)  unter  nächste« 
bender  Form  darstellen  t 

=««  +  aiJ:*^^+i%ar^«+' +  «r«-aar«+««-ia:+aii=0 (2) 

Düerentüren  wir  die  Gleichung  (2)  (n — l)mal  na<!h  einander,  so 
eriialten  wir: 
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F'(a:)=n(ar+^Y'' 

=»i.T— » +(fi-l)a,«— H  (w_2)  a,a"-»+ f  2<r_«+««_,=0,(3) 


,a-9 


P'(ar)=„(»-l)(;r+aJ 
=n  («  - 1)  a»  -«+  („  _  !)(„  _  2)a,  a^»-!  ^,  .„...„  ^.2.1  «^ =0.....  (4) 

F-(:t)=n(n-lX«~2)  (a^+j)""' 
=n(n-l)(«_2)ar«-»+(n-IXii-2Kn--3)«,x-*.....+a2.1a.-.=0(5) 

f 

+ (n  -  l)(n— 2) .....  4.3a,a;« + (n—2)  (n  -  3) 3.2a^  |  ••(«) 

+  (»— 3)(n— 4) 2.1<^=0 


+  (n  -  l)(«-2).....3.2fl,«+..+(«-.  2)(n-^)....2.l.a,  =0J 

+(n -l)(n— 2).....2.1.  o,  =0 
Da  b  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  ...(8)  die  AitedHIcke 

(*+«)' «(*+?)*"'«(«-»)(«+?)■"• 

.....n(ll-l)....3.2(ar+^^ 


••••I 


17) 


.-.^) 


ßr  *=  — ^  M  Null  werden,  «o  mflssen  auch  die  respectire  ^ 
«en  Ansdrflcken  gleicbgeltenden  Ausdrücke: 

«"+a,a"-»  + +a,x+m,, 

fi«^»+(«-  Da, «— «+ .....  +  2o,_,;r +a^, , 

nCa-Das-HCt  -  !)(«-  2)«^  *—+.»..»..+ aa.ito-,,+2.1.««. 
»(n-l)....3.2.«+(n— l)(n— 2) 2.Ioi 


115 


Bi  ssz — «--  zu  Null  werdeu»     Durch  die  «uf  einander  folgende 

SibetitotiM  von  -3  gtatt «  hi  Nr.  (7),  (6), ....  (^,  (1)  erhält  man,  wenn 
der  Kflrze  tvegen  die  Resultate  dieser  Substitutionen  durch 
F^— ^' Y  f^(-^)  •  ^C^^)'  «•  «•  ^'  hcBeichnet  werden: 

Nehmen  wir  nun  wieder  an,  dieGleichuns  (l)  habe  lauter  un- 
gleiche Wurzeln ,  mid  ea  sei  :t'  eine  eoiithe  Wurzel,  so  wird : 

•eil.  Di«  lo  der  Klammer  einffeschlosseneti  CoelBcienten  werden 
II  Terschiedenen  Potenzen  und  Verbindungen  mit  einander  vor- 
kommen» and  diese  Verbindungen  und  Coefficienien  «^  Potensen 
werden  wiederum  in  verschiedenen  Wurzelzeichen  eingeschachtelt 
•ein. 

Essiod  aber  nachstehende  Eigeilsehafteo  des  imFunktionszeichen 
9N  enthaltenen  Ausdrucks  (10)  auch  ohne  weitere  Beweisiuhrung 
ab  gültig  vorauszusetzen: 

1)  Mass  sich  der  unter  dem  f*tmktionszeichen  <^  begriffene 
allgemeine  Ausdruck  in  Nr.  (10)  auf  alle  mriglionen  speciellen  Fülle 
anwenden  und  reduciren  lassen,  wenn  er  för  den  allgemeinsten 
Fall  (^onlicb  fSr  den^  wo  alle  Wurzeln  ungleich  sind)  gültig  sein 
«oll  Daraus  folgt 

%  dass  tfich  auch  der  in  Nr.  (10)  ge^bene  Ausdruck  auf  den- 
jes^ee  Fall  zorAckffihreo  lassen  muss^^n  welchem  alle  Wurzeln 
tb  giaich  angenommen  werden ;  In  diesem  Falle  reducitt  sieh  liber 

fc  Wurzel  der  Gleichung  (t)  auf  j;'= — ^\  mithin   muss  bc/f  der 

Varanssetznng  glelchef  Warieln  die  Funktion  9^  {oi,  o^»  Os,....««) 
verschwinden.  Nun  finden  aber  ffir  diesen  Fall  nur  die  Bedingungs- 
gMehongen  (9)  statt,  und  keine  mehr,  und  keine  weniger;  würde 
■n  der  Ausdruck  ^  |a|,  0%,  09, ..^.«al  dadurch  zu  Null,  dass  zxl- 
^fxt  CoelVcienten*  Funktionen  als  die  in  Nr.  (9)  oder  wenigstens 
aakhe.  In  welchen  die  in  Nr  (9)  nicht  als  Faktoren  enthalten  w&* 
tan,  nebst  jenen  in  Nr.  (9)  zu  Noli  würden,  oder  einige  von  de- 
Btn  in  (9)  vorkommenden  sich  nicht  auf  NuH  reduciren  liessea, 
aa  entstünden  im  ersten  Falle  zwischen  den  Coellficienten  Ot,  a^,... 
•••Oft  Gleichungen,  die  der  Voraussetzung  gleicher  Wurzeln  nicht 
genigen  würden ,  weif  nnr .  die  tn  (I)  anfgestellien  dieser  VorSus- 
actzung  genuin;  Im  anderb  Falle  würden  einige  der  Bezidiungs- 
^etchongen  mangeln,  die  in  (9)  als  noth wendige  Bedinffune  glei- 
mr  Wurzeln  dargestellt  sind.  Ans  diesem  allem  g^ht  hervor, 
dass  die  in  (9)  enthaltenen  Funktionen  alle  in  dem  Ausdruck  (10), 

8» 
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der  unter  dem  Funktionszeichen  begriffen  ist,  vorkonunen  rafissen, 
widrigenfalls  der  allgemeine  Ausdruck  einer  Wurzel  von  einer 
Gleichung  des  itten  Grades  mit  n  verschiedenen  Wurzeln»  nicht 
auf  den  speciellen  Fall  von  n  gleichen  Wurzein  redocirt  werden 
konnte,  dass  also  die  Wurzel  x'  der  Gleichung  (1)  unter  der  Fonn : 

^=-1+».  K-?H-5>^(-?)-«"<-^)i  <"' 

begriffen  sein  muss. 

Um  einige  Anwendungen  von  dem  eben  bewiesenen  Satze  als 
Erläuterung  zu  geben,  so  sei: 

I.  F(a;)=:ar«  +  ai;r+at=0 

die  gegebene  Gleichung.     Hier  ist 

F'(a:)=2a:+ai=0. 

Dies  giebt  0?= — -^;  dieser  Werth  von  x  in  der  gegebenen  Glei- 
chung  substitnirt,  giebt: 

Es  ist  aber  in  diesem  Beispiele  ft=2,  also  n — 2=:0,  also 
F(»-«/_a^=:f^^_a^;  folglich  bat  nach  Nr.  (11)  der  Wand- 
werth  x^  die  Form: 

x'=:-|+9.  JF(_5)j    oder*'=-J+y.  j^'-.^   . 

welche  mit  der  wahren  Wurzel  j/=:— ^  -fV  ^— Oi  öber«D- 
stimmt 

IL  F(j:)-=ar»+ai**+a»^+O8  =  0 («) 

Hier  bt  F'(a:)=3ar«  +  2oiar  +  fl^=0, (*) 

F'(ar)=6a?  +  2oi=0 (c) 

Aus  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir  a:=  — ^;  dieser  Werlh 
von  X  in  (er)  und  (6)  substitnirt,  giebt: 

Nun  ist,  wenn  man  in  Nr.  (11)  «=3  setzt,  n— 2=1,  n-«3=0: 
folglich  ist: 
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aber  die  walire  Wurzel  der  GieicbaDg  (a)  ist 


(=?-¥--)W^^-.)'-4(^W 


(^¥-.)-V"C-^-¥^«.)'-^(^-»0:. 


Aus  der  Vergleicbang  dieser  Ausdrücke  zieht  man  die  Ueber- 
einstiinniuiig  der  darin  enAaltenen  Funktionen. 

Sind  in  der  Gleicbung: 

F^a:)=Ä"+Oia:"-*  +  aaa:^*  + +  fl«-t^'+aii-iar +  a«=0...(l) 

m-l  irfeiehe  Wurzeln,  und  ist  a  eine  der  gleichen  Wurzeln,  bin- 
te^eoai  diejenige,  welche  mit  den  (ihrigen  Wurzeln  nicht  gleich 
wt,  80  wird  die  Gleichung  (1)  unter  dieser  Voraussetzung  zu : 

f\x)=(j+Ä)»-*(a?+«i)=ar"+aiar»-H-a»a:^H +a«-«a:Ha»-i^+««*==0.- (2 

INrereiitiiren  wir  diese  Gleichung  (n— 2)nial  nach  einander,  so  er- 
hilten  wb: 

F(x)=(M-l)(a:  +  a)«-«.(ar  +  ai)  +  (a:+a)«-» 

=,,j4^iL|.(n— l)a,a:«-H(n— 2)a.a:«^H...-+2««-^^  (3) 

F'(x)=(ii-l)(n-2(a:  +  «)«-».(a:+«i)+2(ii-l)(a:  +  «)-^* 
=n(n-l):r^«  +  («~l)(n-2)aij:— »+ +2.1fl„-«=0....(4) 

P'(^)==(n-l)(n-2)(ii-3)(a:+«)»-*(a:-Mi)i5(ii-l)(ii-2)(a:+«)«-» 


F(»-S)(x)=(n-l)(n— 2)....4.3(ar+a)«(:r+«i) 

+  («— a)(n— l)(ii— 2)(n— 3).....4(ar+«)' 
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=ft(n-^l)(n-t.g). 4.a:»f(it -!)(»— 2) 3a|Ur»J 

+(n— 2)(n— 3).v...2fla/r  +  (i>— 3)(if-a..,;..2.1ai=0     1 ^^ 

+  (n-2)(«-3) 2.1.aa=0  f ••^- W 

Da  »  den  GleichangeQ  C^X  (3)....^  die  auf  de^  linken  Seite 
der  Gleicblieitszaicben  beindliGiif n  Theile  fär  ^^—am  Null 
werden»  weil  alle  Glieder  den  Faktor  ;r-f  cr=0  haben »  ao  mü«««« 
auch  die  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichen»  teflndt* 
eben  Theile  zu  Null  werden.  Der  Werth  von  er  bestimmt  sieb 
aber  aus  der  Gleichung  (7),  welche  sich  auf 

^«-2)(-r)  =  n(ii-l)ar«+^(ii-!)<ii4r  +  2.1.fljÄ0    .  .  .  .  (8) 
reducirt. 

Bezeichnet  man  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  et  und  vf, 
so  erbSlt  man : 

,       , \     (9) 

Einer  dieser  Werthe  von  x  muss  die  Gleichungen  (2),  (3),...  (7) 
befHedigen»  weil,  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  Jede  ^ersdbefn 
eine  Wurzel  x^--a  hat,  und  einer  dieser  beiden  Werthe  gleich 
— a  sein  muss.  Wir  nehmen  nun  an,  c*  sei  der  Werth,  der  diese 
Eigensohaft  besitzt,  also  gleich— a  Ist,  so  erhalten  wir  ans  (2) 
(3) (7)  durch  Substitution  folgende  Bedingungsgleichuogen : 

/XaO=0,F(aO=0,F'(a')  =0, F«i-3)(aO=0 UO) 

Wlre  aber  «^ä— a,  so  hätten  wir  eben  so: 

#tO=0,#*(O=0,F^(O«=0, F<---»)(«^»0  ....  (II) 

Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  krmnen  nicht  gleichzeitiir  statt- 
finden, werf  nur  eine  der  beiden  Grössen  «*  und  tjP  gleich  -«a 
«ebi  kann;  finden  daher  die  in  (10)  statt,  so  sind  die  in  (11)  un- 
gfiltig,  und  umgekehrt 

•  .  ^^^JS®"  '^j'  '*""  wieder  wie  in  $.  1.  an,  es  seien  lauter  un- 
gleiche  Wurzeln  in  der  Gleichung  (1)  vorhanden,  ««d  bezeichnen 
mit  X  eine  solche  Wurzel,  so  werden  wir  beweisen,  dass  der 
Ausdruek  tfir  die  Wurzel  x'  folgende  Form  hat : 
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a, 


K-?).''(-5)-''(-?)-'^<-?)i 


In  diesem  Ausdnicke  beieichneo  9,/i»/^/*s,.../»-^  eiii6lweii#ti 
naTlMirnodb  iiiib^#tioinite  Fnnkttooeii. 

Scbliesseo  wir  wieder  wie  in  {.  1.,  so  rooss  sieh  der  Ansdratl 
(IS)  auf  alle  spedellen  FÜle  rediicireo  und  anpassen  lassen, 
wenn  er  fär  den  allgemeinsten  Fall  tauglich  sein  soH,  also  so- 
wohl anf  denjenigen^  In  welchem  fi^l,  als  auch  auf  jenc^n»  hi  welchem 
n  gleicbe  Wurzeln  vorkommen.^  Im  letzten  Falle  ronss  er  sidi  anf 

^^~^lt  rednciren;  dieses  kann  aber  nach  (.  1.  nur  attAt  fiodew^ 


selbst  Funktionen  von  F  (-j)»  *"(--?)' --^"""'^(-^S) 

sbd;  im  ersten  Falle  muss  aber  entweder  den  Gleichnngen  00)» 
oder  aber  jenen  in  (11)  genflgt  werden}  da  aber  sp/^^le  Fälle 
eiotreten  können,  wo   ifzzi  —  a  ist,  so  wie  auch  wieder    andere, 
woo's—alst,  so  muss  der  allgemeine  Ausdruck    m  (12)  so 
beaehaflen  sein,  dass  er  sich  sowohl  auf  den  einen  als  auf  den 
Indern  dieser  Ffille  anpassen  iSsst;  dies  kann  aber  nur  dann  ge- 
t^then,!  wenn  /XcO  und  F((f) ;  F(«0  und  F'(0 ;  F'(«0  und  F'(oÖ; 
1.  K.  w.  m  einer  solchen  Verbindung  vorkommen ,  dass  dadurch  sowohl 
Mir  ft's'-«a,  als  fQr  a^=r— a,   bezieblich    den  Gleichungen  (ICO 
^er  (II)  genfigt  wird.     Diese  Verbindungen   können   aber,    wie 
kiAt    ersichtlich    ist,    keine     anderen    sein,    als  F(a^.  F(^)f 
F{(i^.P{af%F*(t/).  F''{c/'),n.B,yf.  Würde  nun  eine  einzige  Funktion 
dieser  Proddcte  m  dem  Ausdrucke  (12)  nicht  vorkommen,  oder  andere 
Fnoktioaen  als  solche  dieser  Proaukte  vorhanden  sein,  so  wfirden 
bei  der  Voraussetzung  von  m— 1  gleichen  Wurzeln  (und  zwar  so* 
wohl  fOr  0^=: — ff,  oder  für  ti/'^ — o)   zwischen   den  constanten 
Coefficienten  der  Gleichung  (1)  Bedingungsgleicbungen  entstehen, 
die  fib  o'rz— ff  den  Gleichongen  (10)  und  für  a^= — o  den  Glei- 
chnngen   (11)    widersprechen   würden.      Weil    endlich    bei  n  — 1 
Ssicnea  Wurzeln  der  Ausdruck  im  Funktionszeichen  <d%  der  Glei* 
nng  (12)  nicht  Null  werden  darf,  und  dennoch  die  Gleichungen 


•••••• 


wie  wir  soeben  gezeigt   haben,  für  it>— I  gleiche  Wurzeln  statt* 
fnden  mdssen,  so  müssen  diese  Produktenfunktionen,  die  in  dem 


I 


IM 

Ausdrucke  (12)  darch  eine  besondereKlammer  eiogefaMtsiod,  dnch 
^Zeichei&C-f )  oder(— )  (oderinit  betden  onch  einander^  wqildieGrfiDde 
tandas  Vorhandensein  von  jedem  dieselbe  shnul)  mit  ^et  aDdemvor- 
kom^endeti  Funktionell  verbunden  sein;  und  nicht  dufcb  Muldpli- 
^üoD,  oder  durch  Division;  denn.  w$ns  diese  pingeW^i^fn«^ 
St^me  von  Produktenfunktioneo  durch  Multipfikation  Tmit  den  ao- 
dern  vorkoromendep  Funktionen  verbunden,  so  wurde  im  Fall  von 
n— 1  gleichen  Wurzeln,  w^^en  der  Gleichungen  in  No.  (13),  der 
Ausdruck  im  Funktionszeichen  op2  der  Gleichung  (12)  verschwin- 
de«, was  *  offenbar  nicht  sein  darf;  wäre  aber  Jene  Prodokten- 
summe  in  (12)  mit  den  andern  dort  verkommenden  FunktioneB 
durch  Division  verbuodeu»  so  würde  der  Ausdruck  .im  Fuoktiomi- 
zeichen  9^  Im  Fall  »  —  1  gleicher  Wurz^p,  wegen  No.  (t3),  w- 
endlich  gross,  was  ebenfalls  im  AU^emeioen  j^icht  sein  km'f 
mithin  kann  diese  Verbindung  nur.  mitl^^t  der  Zeichen  (f)aM 
(—)  stattfinden.  Dass  übrigens-  diesß  .andern  Funktionen, ;  mit 
welchen  jene  Summe  der  Produktenfunktionen,  wie  so  eben  er- 
wiesen wurde,  durch  (+)  oder  (-*)  Terb«mden  sei«  mdssen«  keine 

anderen  alsF(-^).F{-a),p.(_^).....|,.-„(  3) 

sein  dOrfen,  wurde  schon  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  erwiesen; 
auch  folgt  dies  unmittelbar  aus  dem  Beweise  in  J.  1:  Au«  diesem 
aUem  geht  hervor,  dass  die  in  der  Gleichung  (12)  aofgesteUte 
^urzeliorm  einer  Gleichung  des^  titen  Grades  den  Anfor<leningen 
und  Bedingungen  von  n  und  iit— 1  gleichen  Wurzehi  dttifehaw 
Genfige  leigtet  «v 

Wir  wollen  dieses  in  einem  Beispiel  zeigen. 
Es  sei  wieder  die  Gleichung 

a:^  +  Ol x^+ 0^0^+0^=0  .......  .  ^    -  iß) 

gegeben,  so  haben  wir  wie  in  §.  1. 

iP(ar)  =  3a:»+2«^a:  +  rr2=i:0 .  ,  •  (W 

Die  Wurzeln  a'  und  f/'  dieser  Gleidhung^  sind : 

x=a'= -  ^ + -i=i/ra!__ 

,       __-M [ (e) 

Werden  diese  Werthe  nach  einander  irt  (a)  eingefilhrt,  so  ciMk 


man: 
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M^ieb  tot 

Setit  man  aber  in  No.  (12)  x=:3,  nnd  wendet  beide  Zeichen  {-{■) 
■nd  ( — )  an 9  so  kommt: 


M   *./, 


+91,  p'(^^)^/i{#KOJ'(«^lj 


oder 


Diese  Form,  verglichen  mit  der  wahren  Worzel  der  Gleichipig 
(s),  welche  am  Ende  des  §.  1.  beigefiigt  ist,  lässt  leicht  die  Ueber- 
mstimmong  beider  erkennen,  wie  übrigens  die  Funkttonszeichen 
9s  un3  fif  so  wie  die  im  Nenner  vorkommende  Zahl  2,  bestimmt 
wcrdeo»  werden  wir^egen  das  Ende  dieser  Untersiichung  noch  sehen. 


§.  3. 

Wir  haben  in  §.2.  die  Be^dfaflTenbeit  einer  Funktion  zu  he- 
«äamen  angefangen /welche  dieselbe  haben  mufis,  wenn  sie  dazu 
diesen  soll,  einen  Wurzelausdruck  einer  Gleiehung  des  itten 
Grades  mit  lauter  ungleichen  Wurzeln  darzustellen.  Bis  jetzt 
find  von  dieser  Funktion  noch  keine  weiteren  Postulate'  verlangt 
werden,  als  dass  sie  sowohl  jedem  der  einzelnen  F^lle  von  n, 
vnd  von  n — 1  gleichen  Wurzeln  insbesodeve,  als  Mch  beiden  ^u- 

Seich  Genfige  ßiste.  Das  C^esetz  d^r  I^ilclung  der  Wurzelzeichen^ 
e  in  diesen  Funktionen  vorkommen,  wird  einstweilen  ganz  un- 
herickslofatl'gt' gelassen.  Wir  gehen  daher,  abgesehen  von  diesem 
ßUdangSj^setze,  zur  Bestimmung  der  Erfordemisete  ibei^,  wo  i»^i 
fMdie  Wurzeb  In  einer  Gleichung  des  itten  Grades  vorkommen^ 
«id  QOtei^nehen  den  Einfloss  der  sich  ergebenden  Resultate  anf 
^  Besehaffenheit  der  Funktion,  welche  den  Wurzelansdruck  der 
Gleichung  des  nteii  Grades  mit  fi  ungleichen  Wurzeln  darstellt. 
Zo  diesem  Zweck  nehmen  wir  an,  es  seien  — a^  und  — 03  die- 
jenig^i  zwei  Wurzehi;  welche  weder  unter  sich,  noch  mit  irgend 
einer  der  fibrigen  Wurzeln  gleich  sind,  — a  bezeichne  eine  der 
N— 2  fibrigen  gleichen  Wurzeln  der  Gleichung: 
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Zufolge  der  obig^  Anntbine  geht  diese  GleiciiuDg  über  \n: 

DifereotiireD   wir  diese  Gleicbuog  (n — 3)iiial  nach   einaoder,  so 
etbalten  wir: 

==lta:*-*+(ll--l)a|Ä"-•-Kn-^2)fl»a:"•^+.,•^.';^2al^-^a^+ff■-l== 


W 


2 


=fi(n— l)....6.:r*+(n— 1)  (n-2) 5.0iar*+(«-2)(n-^) U.a^ 


JFX»-4)(a?)=Äi(a:  +  a)«+fij(«+a)5+ »3(0:  +  «)* 

=n(n-.l) 5j:*+(ii-t)(ii-2) io^i?» 

+(»-.2)(n— 3) 3aaa:«  +  («-3)(ft-4)......2a,4''*"*' 

+(n — 4)(n — 5) 2.1.04=:  0 

=n(ii  — l).«.4ar»+(ii  — l)(n— 2) Za^^  \  „.^JCt) 

+ (n — 2)(ii-3) 2(ij^ +(« — 3)(n  -  4).,..o-2ag=0' 

In  den  drei  letzten  Gleichungen  bezeichnen  AyA^^A^^^^ 
u.  8.  w.  die  CoefBcienteu  der  Potenzen  von  j:-f  ^  deren  nfiJiero 
Werthbestimmung  übrigens  nnnutbig  Ist. 

Auch  in  diesen  Gleichongen  wird  der  auf  der  linken  Sekt 
des  Gleicbheitsseicheas  befinaiidie  Tbeil  für  j*s=  — «  s«  MuB» 
weil  alle  Glieder  desstiben  a:-|-ac=0  sum  Faktor  baboQf  «itliiB 
müssen  auch  die  auf  der  redbtM  SeUe  des  GleichbsÜsseicbQns 
hefindUchen  Tbeile  zu  Null  werden,  wenn  jr^;— a  wird.  BInn 
kann  daher  i&r  den  FaU,  dass  11 — 2  gleiciM^  Wurzeln  in  der 
Gieicbunff  (1)  vorbanden  sind,  und  wenn  ^,  p^»  ^  die  W«rzein 
der  Gleicnung  Nu.  (7),  also  von  der  GMehung 


«(n— I)(»-2)a:»+3(«-4X»-2)a|«H3.2.(«-2)4v+3Äl-4i.5=0 — -(^ 
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«■dt  wie  iD  §.  2.  seUiMi^,  dacs  efaiar  der  drei  Wertb«  /^>  i9^ 
^,  vf eiche  x  aus  dieser  Gleicbons  erhält,  wenn  man  ihn  in  die 
GleicbiinfeD  (S),  (3)»...(0)  statt  jr  einfthrt»  diese  befriedigen  moss, 
ireil,  wie  wir  soeben  gesehen  haben»  ]ede  dieser  Gleicbongen 
eise  Wiirsel  tc^x-^a  hat;  nehmen  wir  nun  an,  es  sei  ß'^x^^a^ 
m  «Thalien  wir  ans  (2)»  (3>».^(6)  folgende  Bedloj^ongsglelehnogent 

F(^=:0,F'öJO=0,r'(/»0=0,-.Mj?^«--^)(/}0=0 (9) 

Wim  ab#r  /J^:^— «,  odef  ^^=3—a,  so  worden  wir  die  Bedtn« 
gmigsgieichongen : 

fX(n=o,p(ß'^^^o,p'(ßr^o, ^«-4)(|j*)=o  . . .  (10) 

fX/r)=0,F(^)=0,P'(^)=;,0, Ft»-4)(/r)=0    .  •  (11)   , 

T 

•rhaUe»;  jedoch  mQssen  wir  wohl  bemerken,  dassdie  Gleiofaungs« 

Zteme  (|9),  (10),  (11)  nicht  gleichzeitig  besteben,  sondern,  wenn 
GUiQMngen  von  einem  dieser  Systeme  stattünden,  so  beste- 
hen die  in  den  beiden  übrigen  Systemen  nicht. 

Nebnien  wir  jetzt  wieder  an,  es  seien  nur  ungleiche  Wurzeln 
ni  der  Gleichung  (1)  vorhanden,  und  es  bezeichne  x*  eine  solche 
Wvzel,  so  wird  der  Werth  von  ^^  wie  wir  sogleich  beweisen 
wsnien,  folgende  Form  haben  t 

(12) 

[  K-^n>'^(-?>K--«>-^-K-?) 


la  dieMin  Aosdracke  bezeichnen  fpttfuft fi/sf«-  Fnnktio- 

■Ca,  deren  ofthere  Bestimmung  aicb  ans  dem  weitem  Verlauf  der 
(Mersocbang  ergeben  wird. 

Das*  in  dem  Ausdroek«,   der  in   dem  Funktfonszeicben  ^ 
«■ftalten  ist,  die  Fuitictioneoverbtndung  ' 

±  (/i  |f\aO.F(Ol,Al  F(«O.F(a^)), .fm^{F\n'^){^).  F(— 4)  (i/')]] 

vorkommen  muss,  ist  in  9.  !•  und  $.2.  ausführlich  bewiesen  wor- 
dta;  dass  aber  mit  dieser  noch  die  Funktionenverbindung 


1 


t 
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mittelst  des  Zeichens  (-f-)  und  (— )hi  Verbindang  gebraofat  wer- 
den  rodssy  geht  daraas  hervor,  dass  der  aHgero#ine  AvsdraA 
der  Wurzel  der  Gleichung  (1),  wenn  sie  nur  ungleiche  Wurzeln 
bat,  sich  auf  den  Fall  zuriickCShren  lassen  mos«,  wo  »—2  gleiche 
Wurzeln  in  der  Gleichürig  (1)  vorbanden  sind;  dieser  Fall  hat 
aber  eine  derGleicbungsgruppen  (9),  (10)  oder  (11)  zur  Folge;  dt 
nwi  aber  sowohl  (5'=—*«,  oder  auch  ffz=z — «,  oder  endlich 
P"=z — a  sein  kann,  so  können  wir  wie  in  §.  2*  scbüessen,  di» 
in  diesem  Falle  die  Gleichungen: 

fiifx^o.F(/nT/ni=o )  '■ 
up(ß').p(ß'').p(n^=^o  [ .......  (13) 

f,-ttF[«-4)  (j3').iF\«-4)(j3'').fX««-4)(/3'^))=0  ) 

nicht  nur  richtig  sind,  sondern  eine  nothwendige  ViAge  der  An* 
nähme  von  »—2  gleichen  Wurzeln  in  der  Gleichung  (t)  sein  mos- 
sen,  und  dass  diese  Produktenfunktionen  in  dem  Ausibrucke  (1^ 
vorkommen  müssen ,  wenn  jener  allgemeine  Wnrxelaosdruck  sjcn 
auf  dea  speciellen  Fall  von  «—2  gleichen  Wurzeln  anwenden 
lassen  soll;  dass  4iese  Produktenfunktionen  mit  den  vorhergeben- 
den durch  die  Zeichen  (+)  und  (— )  verbunden  sein  roög!*"* 
wird  ganz  auf  gleiche  Art  wie  in  §.2.  bewiesen,  woraus  dicRicli- 
tigheit  der  Form  des  Ausdrucks  in  Nr.  (12)  hervorgeht 

Sind  y',  y",  y",  yiT  die  Wurzeln  der  Gleichung 

F«-4)  (a:)=:ii(n-l)(n-2)(n-3)a:^+4(n— l)(n— 2)(n--3)aiar» j  ^^4) 

+  4.8.(n— 2)(n— 3)aaa:*  +  iJi.2(n-^)a^x  +  4.3.2.  ka4  =®  1 "" 

so  können  wir. ganz  auf  gleiche  Art,  wie  in  ^.  1.,  §.  2.,  §.  3.  zeig€D, 
dass  die  nachstehende  Wurzelform  einer  Gleichung  des  nten  Grt- 
des  die  Bedingungen  von  n, n  — Ln— 2  und  n—S  eleicben  Wa^ 
zeln  enthält ,  und  sich  daher  auf  jeden  dieser  speciellen  Fälle  an- 
wenden läset ;  a'  a" ;  ß%  ß",  ß*"  haben  hierin  ihre  früheren  Be- 
deutungen : 

(15) 

K-?M-?>'"(-^) "-<-?) 


*'=-^+y^  ^±[fitF(^').nn.''(r)i;f.t'"(?')>os")>(m 

f»-«(F(-5)(/J0.l^-5)(/J'').f^'-*'ö'^ 

pAl'Xy').*'(y")-*V)'Ty-)).5,('*(y').'''(y")-'*()^-^^*^''"' 
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$.4. 

4 

Geben  wir  epdlicb  su  demjeDigen  FaUe  Ober,  wo  ip  der  Glei- 
cbuog 

/\jr)=4r«+aia:«-i-|-a,a:*^«+ +ai»-t«Hö«-^^+o«=0'  •  •  •  (1) 

Dur  zwei  gleiche  Wurzeln  Torkomroen,  und  nehmen  —  a  wieder 
ab  eine  der  zwei  gleichen  Wurzeln   an,   die  übrigen  seien:  -— «i» 

—  fl^  — 1%9 —  a»~^.    Dadurch  geht  die  Gleichung  (1)  in  folgende 

Aber: 

=Ä«+«i^i?*-^  +  a^af^^  + +  on^a^  +  an-Ia^f «■=0   (2) 

worin  der  Kürze  wegear    - 

/(jr)=(xfai)(ar  +  aj)(j:  +  «8) (ar  +  ««-^|)    ...  (3) 

gesetzt  wurde. 

Durch  Diferentiiren  finden  wir: 

(4) 

=iw^*  +  («— l)c4ar»-«+(n  —2)0,0:"-»+. +ian^m+am^=i:^ 

h  dieser  Gleichung  mössen  beide  Tbeile  fiir  i:=: — a  verschwin- 
Jen.    Sind  daher  v',v^,V^, v(«-l)  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(5) 

M  0N1S8  eine  dieser  Wufzidln  =^  — a  sein;  es  sei  daher  i^= — a; 
Mfflussy  wenn  mart  r'  statt  a:  in  die  Gleichung  (1)  oder  (^  ein* 
flikrt,  sie  auf  Null  reducirt  werden ,  d.  b.  es  muss 

F(vO=0 (8) 

•ein;  es  können  aber  FAIte  eintreten,  wo  entweder  v'^ztr-««,  oder 
v'^  —  a  u.  s.  w.  sein  kann;  in  diesen  Fällen  mdsste  dann;  wie  In 
{•  3.,  respective: 

F(v»)=0 :>.. (7) 

F(v^=0 / (8) 

F(v(«-l))  =0 (9) 

sein;  der  allgemeine  Ausdruck  muss  sich  aber  nicht  nur  auch 
iif  den  von  zwei  gleichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  redadren 


ist 

und  anpasseo  lassen ,  sondero  es  müsseD  selbst  diese  speciellen 
F&lle  aUe  in  ihm  enthalten  sein,  d.  b.  lär  jede  der  'Warzelo  v', 
v",  v*', ....,iM»-i),  es  mag  eine  beliebige  vo»  Ibnen  =»— «  sein» 
somussaus  ihm  die  entsprechende  der Gleiebangen  (6)  (7).m(9)^^ 
dacirt  werden  können;  aa  aber  diese  Gleicbangen  nicht  gleicb* 
zeitig  statt  finden,  sondern  im  Gegentheil,  wenn  eine,  z.B.  dte 
Gleichung  (7),  statt  findet,  die  übrigen  alle  nicht  statt  finden ,  so 
wird  diesen  Forderungen  nur  dann  entsprochen  werden  kOnoen, 
wenn  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  die  Wurzel  x*  der  Glei- 
chung (1)  das  Produkt 

F(v').  F(v'0.1^(O  .......  ''(v^- 1 1) 

oder  eine  Funktion  dieses  Products  vorkommt^  Dieses  Produkt 
oder  eine  Funktion  desselben  muss  mit  den  vorhergehenden  Fank- 
tionstbeilen  im  Wurzelausdrucke  durch  die  Zeichen  (-f-)  und  (-*) 
verbunden  sein,  was  ganz  eben  so  wie  in  §.  2.  bewiesen  wird. 


§.  5 

Theils'aus  den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Gründen, 
theils  aus  dem  sichtbaren  BiMungsgesetze,  das  Mch  in  den  gefun- 
denen Wurzelausdrücken  des  §.  1.,  §,  2.,  g.  3.,  §.  4.  offenbar  aus- 
spricht, endlich  theils  auch  aus  dem  aHen  diesen  Entwicklung«! 
zu  Grunde  liegenden  Grundsatz,  nfirolich:  dass  sich  der  Aas» 
druck  eines  Wurtelwerths  einer  Gleichung  des  nteft 
Grades  mit  n  verschiedenen  Wtttzein»  auf  alle  speci* 
eilen  Fälle  von  n,  n— 1,  it— '2,  n— 3,  ....3,  2  gleichen 
Wurzeln  zurückführen  lassen  rouss,  d.  h.  dass  jen^  aJI- 

gemeine  Ausdruck  so  beschaffen  sein  muss,  dass  die  ehizelnen 
Delationen  zwischen  denCoefficienten  der  Gleichung  (l)^durch  welche 
diese  speciellen  FfilTe  charakterisirt  werden ,  so  zu  sagen  implldte 
in  jenem  allgemeinen  Ausdruck  vorhanden  sind,  oder  docn  we* 
nigstens  ans  ihm  deducirt  werden  können,  glauben  wir  berechtigt 
zu  sein,  dem  Wurzelwerth,  welcher  allen  diesen  speciellen  FUlett 

von  n,  n  — 1,  n — 2, 3,  2  gleichen  Wurzeln  eenügt,  welches 

also  der  wahre  Ausdruck  filr  eine  Wurzel  der  Gleichung  Nr.  (1) 
ist,  wenn  n  verschiedene  Wurzeln  in  derselben  vorbanden  sind, 
folgende  Form  geben  z«  kSnaee ,  wenn  w^  a«f  den  ZeidieBwedb- 
•ei  die  *geh6rige  Rücksicht  nehmen: 

'— jh+^j+ 

+ 

^t{F(¥%F(v'%F(v^     F(if(«-i))J 


IST 


+v»-i>. 


1+ 


«  *  •  • 


+  9ir-l  U 

!+ i  ..-..•.  : 

-^%{F(v')F.(v'OF,(v^ F(v("-l))| 

+    O.    8.    W. 

Die  Reihenfeigft  der  Glieder  bricht  «b,  wesn  der  2Seicbeii- 

weehMl  emchupft  ist     Die  Buchstaben  a',  af\  ß\  ß",  ß^,  f 

iB  diesein  Ausdrucke  haben  die  frfihere  Bedeutune.  flingeeen  sind 

]^,fi,  F|, Y  Funktionszeieben»  die  nur  durch  WurzeTzeicheD 

tuf«stell%  werdefi  können.  Man  sieht  airs  der  Belrachtang  dieses 
isMfaiwks  für  ei$e  Wurzel  der  Gleichuik?  des  iiten  Grades,  dasa 
dttDseibeo  noch  eine  Bestimmung  der  ^^rzelzeichen ,  n^bst  ihrer 
tASrifeü  Verbindung  fehlt  Die  Bastinimung  derselben  ^  so  wie 
die«dger  Zahlen -Coefficienten  wollen  W  im  folgenden  Paragra- 
grifhts  ao  einigen  Gleichungen  versuchen. 


$.6. 

n  Ef$  sei  ditt  Gleichaiig 

ar«  +  Ol  ar  +  fl^srO («) 

raeben«  Für  diesen  Fall  erhalten  wir  nach  dem  resultirenden  Aus- 
intkt  in  $.  5.,  weil  ii=2  ist. 

Setzen  wir  diesen  Werdi  yon  Jc*  In  die  Gleichung  (a)  statt  «,  so 
«halten  wir: 


m 


fforaiis 


^]^'-«.H±V^'—  «-»•' 


N. 


mitbin  bezeichnet  hier  daa  Funktionsseichen  ^i  dte  (Baadratwurzd, 
folglich  ist 

2)  Es  sei  iie  gegebene  Gleichung: 

«•+<iiar*-f  flaÄ+aj  —  O, (a) 

Es  ist  also  nach  dem:  Ausdracke  ia  $.  6.,  well  nt^S» 

^'=- J + 9.  j''(-5) +^» ''^«'>''^"">J^ 

+^  ^f(  -^)  -/i|F(«O.F(a"))^  ' 

oder   wenn    wir   die    bereits   in   §.  2.  gefundenen   Werthe   von 
pl'^'^j  wnd  von  F(af).F(ti'^  gebrauchen,  so  Ist: 

■=-^+'^t(^-¥-«.)+«!C-?-%^y-^v-.)'!i 

+r.K°-?-¥-«.)-Ai(T-¥-«.)*-^aW'l 

Da  diese  Wurzelform  alle  möglichen  speciellen  Fälle  unter  sich 
begreifen  muss ,  also  auch  die  mit  zwei ,  und  drei  gleichen  War- 
vzeln,  so  wie  auch  jene»  wo  einzelne  Coefficienten,  ai,  a%  oder 
a^,  zu  Null  werden y  so  nehmen  wir  zuerst  an,  es  sei  a:=-^x' 
eine  der  drei  ungleichen  Wurzeln  der  Gleichung  (o),  so  werden 
die  beiden  andern  x^s^—vP  und  x-=l^^%P  durch  eine  Gfeiehang 
von  der  Form: 

a:«+^ar+-ß=0 (c) 

I 

bestimmt  9  wo  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wurde;  aus  dieser  Gleichung  erhalten  wiri 

^   ^^  '   w 


x= -  «*=-  ^- jy  ^^-4Ä.i 
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NdtineD  wir  letzt  ao,  es  seien  io  der  Gleichung  (a)  zwei  Wurzeln 
gleidi»  so  folgt  aus  (e),  dass  ' 


• " » ' ,   ■•  *  _     _.j_  .  . . '    .     ■  •       ( 1 , t 


^f 4.-4^=0 


(f) 


teb  muss.    Ans  (6)  folgt^ater  nach  §.  2.,  dass  ßr  zwei  gleiche 
Wirietn 


b  sein «  daber  muss  Äiiqb 

I 


Mimoss;  die  Bediogungei^  (/)  und  (^)  müssen  notb wendig  iden- 


■■■■  ■/  V  ."\ 


tOB.    Es  wurde  al>er  10  §,2,  bewiesen,  dass  im Fnnktionszeicben 
/j  iLeio  anderer  Ausdruclc  der  Ceeffici^nten  bi«  %  und  Oj,  als 

CBihJteo  sein  kann,  mitbia  mnss  auch  A*—AB  mit  diesem  Aas- 
dradi  identiscii  sein,  datier  moss  sieb  das  Symbol  fi  durch  äV 
iuiMien  lassen,  oder  es  muss 

A  H^-3-  -17^«»;  -27  VT^^»;  J 


■^V(=^-¥-^)"-^(¥-«0' 


1  i  •    > . 


_    %;     ' 


tdo.  Es  irird  daher  der  Ausdruck  (6)  zu : 

(A) 


*  *  I  '  *  ^ 


Wir  [erhalten  endlich  aus  (o)»  w^tm'wir  in  Jenef  Crleicihung 
•i=a«=:0  setzen: 

Tbeil  Wh  9 


ISO 


a:'=V— a, ., .  *  .  •  •  r  lO 

Aus  (A)  erbalten  wir  unter  der  gleichen  Voraussetsong 

Die  Summe  dieser  Ausdrflcke  in  den  Funktionszeicben  tfüi  *kmm 
aber  nur  auf  V— /is  zurackgefiibfi  werden^  weni;  ^das  erste  ia  ^ 

ehäialtene  Glied  0^  '^^W'  ~^)  '"  ^^  ^^^^  ^  ^^™  ^^ 
nocb  unbekannten  Zablen  -  CoefBcieitten  n  verFielfacbt  ist ,  indem 
weder  Vlieses  Glied vfloob  der  Übrige  im  Wunelseicbe«  «ntfMitM«| 
Ausdruck  eioe  andere  Aenderung  erleiden  ibrf;  setse»  wir  nbo  ifßimf 

"•(^ :"■  %"S'^)  ^-"f  ^««  «'«*«»» G'H»  (^ """&*"".''»)' 
so  wiildfj^es  tut  ^i^siU:»:^  sa  — nas;)man  ei4tlt  also  «us  (A 
statt  des^  Ausdrucks  (A)  (bigenden:  ^ 


(I.   •i',*'  ,    ■^'         1    .       i:i 


Aus  der  Verglei^bwig  Von  (i)  ttn4^<0  folgt,  däss  »tfi-eder: 
odter 


sein  muss;  lässt  man  die  letztere  dieser  Gleichungen  gelten,   so 

folgt  uz:— ^gj  dieser   Wert!    in    der    erster^   ^u)bstitidrt,   gibt 

3a,  ,    -       V 

+  -o-  f    welcher     Werth     unbrauchbar    ist ;     s^t^t    man     aber 

^  •   .  ,  •  ,0      ('»Ml..» 

—  !•  «s  +  -2=0,  so  kommt  n=r+^;  dadurch  wird  aber  —  na,  —  ^  in 
— Os»  mithin  ist  x'=zfp^\ — a^].    Hieraus,  und  aus  (t)  folgt: 


V 


\     .'     ,  •  •  i  •       •  • 


'.-       V  V— a»=^V-ri/3!V 


I   nonxm  li^rvorgeht,  das«  dai»  ^mbol  ^  die  dritte  Wuriel  ror- 
'  V  stdlen  ihuss.   £s  wird  also  der'Ausdruck'(A),  weton  maodis  erste 

Glief  in  ^  ipjf  ^muHlp/toirt:  (    ; 


1 1     • 


!//  .' 


ist 


/«,«,     2«,»       \.i//ai«.     ^SL^^,      ^/'«t'       V 


2 


Cf -¥->)-V  (»-l^)'-^¥-.): 


E«  Tersteht  sich  vod  selbst,  dass  niemand  einen  so  langen 
Wtff  sor  Auflösung  einer  GlelchiMig  des  3ten  Grades  einschlagen 
wird;  allein  es  bandelte  sich  irticb  hier  gar  nicht  darum,  eine  neue 
Auftiaunff  der  Gleichung,  des  3ten  Grade«  zu  eeben,  sondern 
tena»  flbtHfr  ekie  Anwendiing  des  in  f.  5«  gefunileneH  Aas^öi»* 
n  mmsbmn,  tbeik  aucb  uhl  einen  allgemei«eii  Weg  angi^^b  «h 
koonen ,  das  Ubbestimmte  In  jenem  Ausdruck  imgebbar  zu  machen. ' 
Et  M  «idlkh'tidbt  m  baafpteu,  <ass  sioh  litt  ifem  hihtfit  «ta^' 
ttscr  Gleichung  die  Schwleiiektiten  dieser  Bestimmungen  ver- 
■dbren;  allein  es  ist  doch  me  Möglichkeit  vorhanden,  gerade 
aaf  diesem  Wege  zu  einem  allgemeinen  Wurzelbildungsgesetz  zu 
ceUn^,  (welches  allein  nocn  fehlt),  was  auf  dem  Wege  der 
Conbuiation ,  wie  ich  fest  fiberseogt  bia ,  und  was  erst  ein  neulich 
cnckienenes  Werk,  in  welchem  die  Gleichungen  des  5ten  und 
6tlea  Gtades  gelöst  sein  sollten,  aber  es  halt  nicht  sind,  neuer- 
fags  erwiesen  hat»  niemals  geschehen  wird. 


>    ■  ! 


I 


•  > 


»» 


1S2 


,  ^ 


Heber  Paul  Halcken's  üarstelliiiiir  der 
9<^williiillcben  AnnSsanir  4er,  cnM- 
scbeii  Oleicbungren  dorcb  clie^^earda- 

nische  Formel. 

Von 

*  I  ' 

t  i  +  ■ 

•■  dem   Herausgeber. 


Paul  Haicken»  Aritbmeticas  zu  Buxtehude  und  Mitelied 
der  Societät  der  Kunst-Rechner,  oder  vielmehr  der  im  Jahre 
1690  gestifteten,  die  Kunst-Rechnung  lieb-  und  fibendeo 
Societät  zu  Hamburg,  aus  welcher  späterbin  die  jetzt  noch 
dort  blOhende  Gesellschaft  zur  Verbreitung  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  hervorging,  in  dieser  die  Kunst- 
Rechnung  lieb-  und  Abenden  Societät  der  Haltende  ffenanot, 
und  nicht  zu  verwechseln  mit  seinem  Bruder  Johann  Haicke, 
Ihre  KOnigl.  Maj.  zu  Dännemark  und  Norwegen  bestelltem  Matlie* 
maticus  und  Antbmeticus  zuUtersen,  in  der  die  Kunst* Rech- 
nung lieb-  und  Übenden  Societät  der  Harrende  genannt,  hat  io 
seinem  viele  schone  Probleroata  und  andere  sinnreiche  üioge 
enthaltenden  Buche:  Deliciae  Mathematicae,  ober  Mathe- 
roatifd^ed  Sinnen'&onfect,  Befle^enb  in  Sunf^unbert  Dier  a«^ 
fieBentiig  auÄfrlffenen,  gum  Zf}tll  gar  Äunftrel^en  Alf«- 
brai-y  Ueometri-  unb  Astronomif^en  StuffgaBen,  mit  t^i^' 
Im  (ünflU(^fn  Solutionen  unb  Reguln  ^tütxtt,  infonber« 
^fit  einer  curieusen  (Srfinbung  ber  Loganthmorum,  t^on 
ber  Quadratura  Circuli,  naS)  ber  unenblic^en  fflähtxuni, 
unb  anbern  @innrei4en«@a(l^en  mel^r  u.  f.  to.  %lUn  iU^ti^' 
Bern  ber  Mathematifc^en  ffiiffenf^offten,  Cnfonber^elt  ber 
(Sblen  9le0en«Jtunfl,  jur  »o^Igemeinten  ©ernftt^d-iSr^etiund 
auffgetragen  bon  Paul  Ualcken,  Arithmet.  in  Surte^utC; 
in  ber  Societaet  ber  Jtunflre<^ner  bem  «^altenben.  3»  iefow 
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■rn  Bei  Sodann  «6itirt(^  SBolaemui^^t,  @(^reii'^  unb  Stechen« 
■eijler  an  Ux  Spulen  gu  ®t  Nicolai  unb  (ei  leben  3unfft- 
firrvanbten  bev  itunftUeienben  Societaet  in  «Hamburg. 
HimbaTg.  1719.  8.  ^  die  c^aoiscfae  Formel  nach  einem  von 
dtm  gegenwärtig  in  den  Lehrbüchern  der  Algebra  gewöhnlichen 
verschiedenen  Verfahren  dur<?b  eine  blosse  Bubstitution  entwi- 
d^elt,  welche*  nach  meiner  Meinung  noch  je<zt  gekannt  und  bei'm 
Cntfrrichte  anjgewandt  zu  werden  verdient,  weshalb  ich  dasselbe 
ii  diesem  Aufsätze  mit  verschiedenen  von  mir  selbst  hinzugetba- 
Den  Bemerkungen  den  Lesern  oes  Archivs  mittheilen  will ,  da  es 
wohl  noch  wenig  bekanot  ist 

Wenn  a  und  6  positive  Grossen  bezeichnen,  so  kann  eine 
vM^  ihrem,  xfreitan  €ili^cle  auf  bekannte  Weise  befirei'te  cubiisobe. 
Gleidiung  nur  unter  einer  der  vier  (bigenden  Formen  auftretetn: 

ar»— Soor— 26=0, 

a:*+3euc+26=0, 

j?»-3aar  +  26=0. 

Weil  aber  die  dritte  und  Tierte  Gleichnog  durch  die  Substitution 
«=— y  io 

-y»-3oy  +  26=0. 
-y»+3oy  +  26=0; 
d.U. 

y»+3ay-26  =  0. 

^-^3ay_26=0 

Aembea;  so  ist  klar,  dass  wir  als  specifisch  verschiedene  For« 
■es  MOM  die  beiden  Gleichungen  •  <   'i    ' 

;p»  + Saar— 26=0, 

a:«— 3ar-26=0  .  ,., 

a  betraebten  brauchen,  wie  auch  Paul  Halcken  thut,  wobei 
Mch  BQ  bemerkeo  ist,  dass  die  Coeffidenten  3a  und  26  statt  der 
mmI  gewöhnlichen  a  und  6  bloss  der  Vereinfachung  der  später- 
kh  fc^en<cn  Formeln  wegen  gleich  von  vorn  herein  einge^hct 
sind« 


Betraehten  wir  nun  zuerst  die  Form 

«»+3flar-26=0, 
nd  filhren,  indem  wir 


I  • 


.X 


1S4 


^ 


u 


(   ' 


«etteti,  dne  neue  nnbekaimte  GrOsi^e  n  etn^  iio  eAaltert  i^lr:  • 

* 

also,  wenn  wir  auF  beiden  Selten  «le«et  Gteidraot  ni(t  «»X»iil»J 
pUciren  onfl  auniebeo,  was  steh  aufhcAien  IftiM;'' 

«•— 26»»— ^»=0,  ., 

welche  Gietchmig  wje  e!.iie  quÄdratisdle  Öletehilttg  lurf|^eiMt 
den  icaiiD.    IMe  AtifKidmg  giebt 

also 

uDd  folglich,   well  nach  dem  Obigen 


a 
u 


tat: 


a^=V(A^:V6»+P)—  t 


V(6±V4«+a»)' 
also»  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  letzten  Bruchs  mit 

.  .  .       ■      ,    ■  .. 

multipUcirt: 

wo  es  nun  genügt,  bloss 


I 


f    .1 


SU  sets«iti.  Mittelst  dieser  Fonnel  läset  sith  In  -dieitem  f  iMetenir 
eine  reelle  Wurzel  der  gegebenen  cubischen  Glelcbtog-  Inu^hA^ 
neu;  und  wie  man  dann  fernpr  die  beiden  anderen  Wurzeln  fin- 
det, ist  bekannt 

Wenn  femer  die  GMchung 

Ä»— Siw— 26=0 


i:35 


,       jj  -  iMI^i^*      **> 


iiA  «hd|taii.iMflMb  die  GWdiwg  » 

— ST— — -s — ^^-26=»,  _; 

fM,   fieu  vmc  mf  Mdeo  Seiton  mit  m'  nultipliciren  und  «irfWr 
MO,  was  sich  attfbebdnlisst: 

Lteeo  wir  diese  Gleichung  wie  eine  quadratische  GicMhsiMr  ImA 
•0  ergiebt  sich 

alao 

t  • 

■od  fblglicb,  weil  nach  dem  Obigen  ' 

■^ «         '       !....■•.  ,.;  s. 

iit: 

v'(6±ViS=^)+-r 


'1   .1  ,> 


tia,  wwn  man  Zlhler  «sd  NrnnM^^  deü  letsten  Bruchs  mit 

nrifipikirt: 

«=V(*±  V  6«- a»)  +  V(6T V6*^:^) ,   .    I 
wo  es  Don  wieder  genügt,  bloss 


i         .,    . 


,        '  '  '  •  •  •  '    .  U 

_  m^am  >  ,    ■    > 

WesB  .Ä^^af  ^  ist,  so  lumnman  auch  in  diesem  FaUe  immc^ 

ciie  reelle  Itarsel  der  gegebenen  cubiscben  Gleichung  berechnen, 
and  wie  mai  dann  femer  die  beiden  andern  Würzein  findet,'  Ist 
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Weno  aber  6*— a*<0  ist,  so  ers«h»iit>db  WniMÜ 


fi i'f   >     •  • 


oDserer  cubischen  Gleichung  unter  eker  InrnginKmi  IVom^jmid'doeh 
iSflst  sich  auf  folgende  Art  leicht  zeigen,  dass  gerade  in  diesem 
Falle  alle  if/ei  Wurzeln  der  öleichung  noth^ndig  lieell  sein  mOs- 
sen.  Da  nSmlich  jede  cubische  Gieichungv'  als  eine  Gleichung 
eines  ungeraden  Grades  noth wendig  mindestens  eine  reelle  Wur* 
zet  tebte'muss»  so  weifen  wir  diese  reelle  Wurzel  nDsewr  oaU; 
sehen  Gleichung  durch  n  bezeichnen,  sodass  «Isa    •<  ^    • 

uad  folglieb' 

oder 

ist.  Daher  sind  die  beiden  äbdem  Wurzeln  unserer  «cubischeo 
Gleichung  mittelst  der  quadratischen  Gleichung   -         ..,,,,{•(,* 

a/^+nx  +  «•— 3a=0 

zu  bestimmen.    Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt 


ar=-j«±Y  3(a— j-««) 


.         T        '       '  /         .-I 


Weil  nun  wegen  .der  Cl#iebqng 

offenbar 

,    ,    .  26       1.3.6  ,  .         , 

und   folgUcb  •  r    '  •>.  /     1. 


f.  " 


(  •      •  'Alt 

•">'  '  '  .  i  V  ■         '  /  .       i    -'u 

st,  so  ist,  wenn  »negativ  ist,   offenbar  a  —  jafl  nich^..oßgiiljiT« 

und  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  cubischen  Gleichung:  sind 
daher  in    dlei^in  Fälle    ai^enscheinlicli  sITmmtlhdi  >e«lt.>  ^ire 

^er,   wenn  ci  positiv  ist,  a-^jufl  negativ    <>d^r,'''j'w'^^^'^,T'so 
wäre   »'>4a  oder  (o>2Va.    Weil  nun  nach  der  Vorauissteii^ 


IST 

l^<a^,  b<,aVa  Ist,  90  bl  26<2aVa  oder  26<a.2ya,  folglich 
Mch  dem  Vorhergehenden   u 
Mch  dem  Obigen  l>cklUiDlKch 


Mch  dem  Vorherirehenden  am  so  mehr  ib<aa.    Nun  ist  aber 

BD   DAt 


■■■  •-  .  1  -  ■• ..  ■    J- 

•Im,  weil  wir  angenommen  haben^  dass  a — j  »*     negativ    sei» 

4       1 

ö-->ja»  d.  i.  26>ao),  was  dem  vorhergehenden  26<aio  wi* 

dereprkht.    Daher  kann  auch  In  diesem  Falle  a^-r-^*  ^^^^^^^^ 

ftöv  sein,  und  es  shid  fol^l^h  auch  jetzt  alle  drei  Wurzeln  der 
gegebenen  cubischen  Gleichung  reell,  wie  behauptet  wurde. 

fai  diesem  Falle,  wo  alle  drei  Wurzeln  der  gegebenen  cubi- 
«eben  Gleichung  nothwendfig '  reell  seid  Füssen,  die  durch  die 
Formel 

«=v(ft  +  Vi»— a»)  +  v(6  —  V  b*—a*) 

I  ♦ 

gfsebene  Wurzel  derselben  aber   unier   einer  imaginär^.  Form 
aafiriftt,  sucht  nun  Paul  Uaicken  die  Wurzel 

•  ■» 

(  V(6±  VÄfcT^ 
ofa 

wkUch  auszuziebeat  sein  auf  einem  gewissen  Probiren  beruhen- 
te  «ad  gewiss  in  allen  Btzie^^gen  huchsj(  einge^bränktes  und 
■attcttaftes  Verfahren   lässt  sich  aber  aus  uen  Beispielen,  auf 
wtwke  er  es  anwendet,   nicht  mit  hinreichender  Deutlichkeit  und< 
BmÖBtheit  entnehmen,   und  kann  daher  hier  nicht  wiederge^ 
ka  werden ,   was  ^lUch  bei  der  jedenfalls  srossen  Mangelhaftig- 
keit desselben  üii^HtS  ''nützeii  wmrde;  Aa  'raan  ^eü^t  weiss,  da^s 
iieb  dergleichen  Kubikwurzeln  auf  eine  s^hr.. leichte  und  elegante 
Weiie  mit  Hfilfe  der  goniometrfsch^ü  Foti6tiöneä  uäd  aei^lnWoll-' 
itfadiger  Berechnung  schon  vorliegenden  "^afeljo  derselben  berech- 
■cn  lusen,  was  aufdie  elemeirtarstewd^to  ^eüeicbt  auf  folgende 
Art  gezeigt  werden  kann. 

Setzen  wir 
10  ist 

*   j 

3i -s  B»  ±  3c«»  V^I — 3e»»  T  w  V~l 


tm 


9f^9' 


.   '.     i'  "       i       '.  ^      '  !.I  ':'i     (.^     .      •      '         '■' 


Qaadrirt  man  nun  auf  bellen  Selten  ,l  »o^  wird  ^ 

» 


.  ^  II  5i*i'   ..   .,  '  I*  i't  f      •    f    >t .;    .# 


also,  wenn  m^n  addirt: 

1 


li, 


d.  i. 


oder 


und  felg^ch 


Daher  ist  man  berechtig 


•    /    »    * ' ;    ** 


od«r  '.'..;'./..    ^ 


,    ) 


(  t 

>       t  I 


'l?=cAiDg).V"««  +  /i*,  ÜPiFCQi^-^f^+.J^ 


zii  setzen ^  was,  iu  die  Gl^qimgen  ,        .  ,V  .      .      r  ' 


..'•»U    •     '' 


■,.''-'I"'         •'  '_J  \  .        '        t        'l.'l''' 


gesetzt,  giebt: 

si09>V  a»+/J*-3siog)Cosg)*Va»+/J«= a  ^ 

oder 


im 

Bekanntlich   ist  aber,   was   durch  die   elemeotarsten  goniometri- 
•cben  Fonnein  sogleicb  za  beweisen  ist: 


it  <fi 


(■ 


•I      •  ' 


sinS^) =3siD9pics09)^-**siii9', 
dem  Vorhetgeberifl^ii : 


uod  folglich  auch 

•  ^  t'        .  •         •  .  "  i    ::  r      :  ^    j     '  '.        .  '■ 

i:  •    ■»     '.  '  <  '  '  '  Ä     •'    '      . ;     't      1      »'    '       -st 

'  •  '    tang3^-=Ä*fl  •  : .  ,  .   . , 

IIW«tet  Mfse^  fWitoeitt  Icitiih  dtp,  also  Ihidi  ^  Mr^nel  werden ', 
hat  nan  aber  9 ,  so  hat  man  auch 

e=slng).V^?+^,  10= cbsg) .  V  «■+/?• 
nd  demnadi  auch 

h  Kficksicht  auf  unsere  obige  cubische  Gleichung  ist 


;  ■  t 


I  ' 


U^ 


ud  daher 


0=*,  ./j==yo*--6«; 


cii-|-|3>=a*. 


■  ■  ■  f 


\  •' 


•0  Wie 


Ferner  ist 


iko 


*"839  =  y=p- 


et=:sing>.Va,     io=cos9.  Va; 


■  r«  ■       t 


f 

folglich  nach  dem  Obigen 

Die  weitere  Discassion  dieser  Formeln  anterlassen  wir  fliglich 
hier^  da  dieselbe  allgemein  bekannt  ist 

H&lt  man  die  Einfdiining  der  gomometrischen  Functionen  fdr 
der  Alffebra  zu  fremdartig,  so  kann  man  den  vorberffcbenden Fall 
der  cubiscben  Gleicbungen,  den  man  bekanntlich  Ben  Uredu- 
ciblen  Fall  zu  nennen  pflegt »  auch  auf  folgende  Art  behandem. 

Aus  der  Form  der  Gleichu^qg 

erhellet  nach  einem  bekannten  leicht  ganz  elementar  zu  beweisen- 
den  Satze  von  den  Gleichiagen  (Supplemente  zum  mathe- 
matischen Worterbuche.  Tbl.  11.  Art.  Gleicbuns.  S.39&), 
dass  dieselbe  jederzeit  eine,  aber  auch  nur  eine  reeUe  positive 
Wurzel  hat«  die  wir  vpfk,  ^up  an  du^cbx  selbst  bezeichoepwollr^ 


, ^ i 


Weil 


a:»— 3iwr-26:=:0 


/  .  . 


ist,  so  ist 


.  .1  i;i; 


26 


;  i 


oder 


'■  <  -.1     lii'* 


.=v^. " 


.!,!'. 


also 


=V^3.+    '^ 


v»^* 


V 


1    '• 


3a+ 


^ 


V^iTT 


\.        >   /  26 


•.  *   -* 


*v 


*rn 


.   •         ■  >  4     1 


und  bezeichnen  wir  nun  die  Bräche  oder  GrOssen 
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V^:;^.v^:;^^==,V^ 


V-^Ä    yf^f, 


3a+    ** 


V^3a 


dtr  Reibe  nach  durch 


•  j 

m  ISast  sich  zuerst  durch  ganz,  leichte  Schlösse ,   fiber   die    wir 
hier  fäglicb  hinweggehen  können ,  lifeigen,  dass 

U.  8.  W. 

i 

\ 

kt,  Ko  dass   also'  iede   zwei   etnander  benachbarte  Glieder  der 
Rohe  '^ 


Xi,  X^f  a?3,  «4, 


iwci,  X  zwischen  siqb ' fassende  Grän2en  sind,  und  es  kommt  jetzt 
aar  darauf  an,  zu  urttetstjchen>  ob  diese  Gränzen  einander  bis  zu 
i^ea  Miebigen  Grade  nahe  kommen  kunnen ,  weil  sie  nur  unter 
l^icier  BediDgiing:  ein  rieber  zum  Zweck  fObrendes  Mittel , .  a:  mit 
j^m  Miebigep  Gcade  der  Gefiauigkeit  ^pnähernd  zu  berechnen^ 
tt  dk  Hand  geben  können. 

Es  ist  aber  augenscheinlich'  in  völliger  Allgemeinheit 


=V"^.     ..=^3.+ 


26 

^»+1        w  -^^  -        ^  -    ^^^_^ 


Wer 


ibo 


W-...=26(l-^). 


d... 
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.»  - 


26 

Mglicb  nach  eineiD  bekannteD  »rfthmetbcben  Satze: 

26 

Das  Product 

ist  aber  offenbar  irnm^r  gr(^s#«r  alü^ 

•      > 
d.  i.  grOaser  als  QV^.aya,  folglich 

26  '        1  6 

ar«-|  j:«  (ar«  +  Xn^  /"  3V3 '  a  V« ' 

und  folglich,  weil  im  irreduciUen  Falle,    den  wir  jetzt  hier  allein 
im  Auge  haben , 

**<a»,    *<«Va,    ^<l 

ist,  jedenfalls 

.  26  1 

I 

also  nach  dem  Obigen »   immer  MoKS  in  Rfickaicht  auf  Awb  abso* 
hiten  Werthe  der  IKfferenzen  Xm^^**^x%  und  Xn^i^mni 

Es  ist  also  hiemach 

f. 

^  ^4 — ^ 


was 


0:5  —  asy  s  3y  3   » 


«ilo,  wi*^  Ueraa^  ^gleieh  0iMleC:    .     ;  il 


1  f  r  t  J 


•  »: 


^•■~^< 


(3V3)«' 


'    » . 


*.  *    * 


t    '  t  ♦ 


Mo  weil  QtiQ  die  PotoDzeo  .       * 

8v3,  (3v3)«,  (8v3)»,  (3v8)*,  (SyS)», 

int  Unendlicbe  wachsen^  sp  fet  klar,  das«  die  Differenzen 


I  •<«  "■         11'  ■  -.1.  !'.  •'. 


x^ — ^\f  ^1 — Xi»  ^♦^•Pj»  ^4—^»  j?5— a;^ 


f  •••••9. 


.1 


US  Unendlicba  abnehmen,    wenn  man  nar  die  Reihe  derselben 
<^  genug  fortsetzt. 


Hieraus  meht  roab  nun»  das«  mittelst  des  Ausdrucks 


'. 


•  I 
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:=y  3o+  -^ ■      ■■    ■-     ' 


3a -I- 


V34+  r ' 

V    3a  +         n.    «.    w. 


yß^*^ 


die  eine  reelle  positive  Wurzel,   welche  die  cubiscbe  Gleichung 

jederzeit  nothwendig  hat,  im  JirrMUicfbleii  Palie  innrer  durch  Ab- 
tiäherune  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  berechnet 
Werden  kann,  und  da  di^  Fi^t^nzen 

3V3,  (3v^«,  (3</3)S  (3V3)S  (3^3)», 

nämlich  '1 

3v3  =  3v3, 

(3V3)?*S^; 

(3V3)»=T«1V3, 

(3v3)^=729,* 

(3v3)*=^l^y3, 

r  , 

(3V3)«= 19683, 
(3  V3f  5=80049^3, 
(3v3)*sS31441 , 

* 
U.   8.   W. 

schnell  wachsen,  so  scheint  auch  die  Ann&herung  ziemlich  rascfc 
fortzuschreiten;  aber  die  successive  Auszielfong  der  Quadratwur- 
zeln wird  immer  Schwierigkeit  mach^,  namentlich  wenn  man 
sich  bei  diesem  Geschfifl  nicht  der  Logarithmen  bedienen  wollte, 
und  die  goniomettii^dbe.lUis^^rsJt  leichte  im^'-elegaofe  Auflusang 
wird  daher  immer  in  der  Praxis  bei  Weitem  vorzuziehen  sein. 

Wie  maii,    wenn  man  die  eine  Wurzel  der  cubischen  Glei* 
chung  kennt,  die  beiden  anderen  finden  kann,  ist  bekannt. 

Die  Zurackfäbrung*  der  öubisclieii  Grdchuhgeti  durch  die  Snln 
stitution^n 

xzzz oder  a:= 

auf  eine  quadratische  oder  wenigstens  auf  eine  Gleichung,  «'^ 
sich  wie  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades  auflösen  lässig  i^^ 
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«oviel  ich  finden  kaiiü,  ganz  Paul  Haltken's  EUgenthum  und 
im  Obigem  von  deoiäelheu  entlehnt  worden :  daif  Uebrige  ist  Zu- 
duit  von   meiner  Seite. 

Zum  Schluss  will  ich  der  Ergut/Jichkeit  wegen  nun  noch  an- 
fuhren,  wie  der  genannte  alte  Arithmeticus  in  ^»eineni  Grimme 
über  ^z}\  fatalen  Ca^uM  irreducibilis,  aber  doch  auch  mit  einer 
i;evii^en  Freude,  datis  er,  wie  er  wenigstens  zu  meinen  scheint, 
bei  der  Beifeitiguuu  demselben  einen  Schritt  vorwärts  gethan  hat, 
sich  über  diesen  Fall  der  Auflosung  der  cubischen  Gleichungeo 
aa»spricbt.  S.  63.  seines  oben  erwähnten  Mathematisch eo 
SioDen-Confects  sagt  er  nämlich: 

J&^\i^a  ifl  geleitet  icotben,  xcXt  man  bie  Cabif(]^en  Aequationes 
na0  U^rrr  nötigen  Demonstration  aud  magrem  ®runbe  solviren  foll, 
\^  biffrd  bad  mü^famfte  unb  wtc^tfgfle  ifl,  bie  Cubic-SBur^eln  aud  bm 
Bioomiis  )u  extrabireii.  dd  iß  aber  eine  beutlic^e  dlegul  baoon  gegeBm, 
^  man  \tt\6^  Eixtractton  leicht  unb  6alb  Derdi^tm  lanit.  9ei  ber  g»e|)ten 
uBfe  britten  SReguI  mirb  man  angemercfet  ^aben:  Sann  boTelbfl  ber  Cubos 
m  bem  britten  ^l^eil  ber  Z^\  Za  ^xV^rt  ifl ,  aU  bod  Quadrat  i^on  ber 
fdffle  ber  lebigen  ^^\,  baS  alglbonn  Binomia  imperfecta  lommen,  boran 

to  sordifi^e  S^eil  ald  V^ — a  gon^  imgefd^t  mib  absurd  fid^  eneioet, 
^(ftvegen  au(^  bie  ßa^UÄünßler  mit  felSigen  nid^t  gerne  »oOen  gu  fc^ajfen 
Hbcn,  gleich  »ie  ein  Bhnmerman  ein  unartig  htaftrig  find  ^n\%  i^enneibet/' 

£er  berühmte  Cardaiius    ^at,   um  fol^m  mieberrpenfligen  Jtum)>en 
«Bd  \m  a^ege  }u  geben,  im  !25  Cap.  feinet  X-iBud^d  16  particuJar-ftt' 

Kaefe^,  oon  »el^en  er  au(^  ^anbilt  \xx  2  Cap.  feined  9u(^d  De 
^ula  Aliza,  allein  ed  wirb  ba^urc^  bie  Sad^  nic^t  gehoben)  3)ann  ttum 
M  R«b  fplc^  Stegein  algebraifd»  pr«cediret,  fo  tommt  «an  lieber 
olf  Ws^  unaefd^i(be  Uinomia,  bleibt  alfo  ber  Xotren  im  Xo^t  fteiteii, 
^coMsm  ifl  ^Ter  bin  l^effer .  SRUtel,  aM  bo^  man  ba4  ^Qier^  ivie  ed  Me 
«i^Mlite  Solution  giebet,  boUfä^re,  «Die  ben  nad^  unfer  £xtractioiui 
Stud  f^  ungefd^itfte  BinonMa  fid^  ^n|  fid^idli^^  unb  »9^  traetkm 
Min.  »ie  folcfred  outf  ben  angefahrten  (Sxem^  genugforn  crfc^einit/'*) 


*)    Uns  aber  doch  meht  recht  klar  gevordeo  itt.  vm 


Theil  XIV.  10 
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.  J  .    t 


> 

Zur  Theorie  der  Reihen. 

Herrn  Dr.  O.  Schlomilcb, 

FröfeMor   der    höheren  MatheniAiik  nnd  Mechanik  «n  der   technbcb« 

Bildangaanstalt  sn  Dresden. 


<t 


M«hr  im  GefMile  ab  Wb  Beiätze  des  wirklichen  Wathweiew 
haheD  die  Verfeohter  einer  strengeren  fiehandlnng  der  nnendlidleD 
Reiben  die  Behaimtung  aasgesprechen ,  dass  man  hei  dem  MK* 
46sen  Reefanen  mit  jenen  rönnen,  wie  es  £.  6%  Ohm  f^Mrmlfcn 
sailft^nirt  hat,  zn  jedem  heliebigeii  noch  so  absurden  Re^oftate 
gelangen  IpOane;  im  Gegensätze  biersa  woliten  Ohm  and  sein 
Anbang  geltend  machen,  dass  solche  Absurditäten,  wie  mao  sie 
tbatsäcnbcb  aufweisen  konnte,  nur  von  einer  widerrechtlichen  Spe- 
zialisirung  der  BuchstabengrOssen  herrührten,  mit  anderen  Wortei» 
es  wurde  uns  verboten,  in  Gleichungen  mie 

=  1 — X  -t-jfl — ar'  + 


1+a- 


das  X  für  eine  allgemein  gedachte  Zahl  anzusehen;  .r  sollte iNff 
der  „Träger  der  Operation«« 'S  ein  allgemeines  analytiach^ 
Symbol  oder,  Gott  weiss  welcher,  grosse  oder  kleine  Unbelcanntesciii* 
leb  will  mich  an  dieser  Stelle  nicht  auf  die,  allerdinas  nickt 
schwierige  Erörterung  einlassen ,  ob  eine  Gleichune,  wie  (fle  ?orbiD 
genannte,  nur  einen  Sinn  bat,  wenn  x  keine  Zahl  sein  soll»  j* 
ob  es  überliaupt  möglich  und  denkbar  ist,  mit  etwas  Andereo 
als  Zahlen,  gleichgültig  ob  dieses  Andere  allgemeiner  oder  sp^ 
zieller  als  eine  Zahl  ist,  rechnen  zu  wollen;  diese  Untersucbaog 
gedenke  ich  einer  noch  zu  schreibenden  Philosophie  der  Mathe- 
matik aufzubewahren ,  dagegen  will  ich  nachweben ,  dass  roao  io 
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der  Tbat  durch  diertCItWtclM^ibeichtfeitigkeit  AU^  hnmsbriDgen 
kano,  iMuneDriicb  den  Säte,,  dass  f(iJL^v)=:/(ii^ü),  wobei  fi»  u, 
find  die  Firoktioa  f  wlllkabrlicfa  sind.  Icn  b^nkferkd  dabei  au«- 
dnteUich,  dass  ich  die  {leibaang  aUgemein  balle  und  keine  8pe- 
Biliainragen  vornehme,  die  etwa  den  Träger  der  Operationen  zur 
Zahl  degimdiren  konnten,  dasa  Ich  also  eine  Betrachtung  anstelle, 
(Tm  jeder  Obmianer  für  richtig  anerkennen  niaa« 

Zufolge  des  Taylor*8chen  Sateea  ist  immer 

h  A* 

9(a+A)  =  9(a)  +  -p9>'(«)  +  ip  v"  («)  +  —• » 

oder  fiir  A=:r  — a: 

wtför  nach  Ohms  Bezeichnung  geschrieben  werden  mtfger 

(a-^  -h  ^  (ar— #)»-| .... 

Ke  CeefSzieoten  tm  j^^i^,'  (^.^ct)9  ^e.  #olfeti  Wlk*  tm'  AMefif • 
nug  mit  «1 ,  a^  etc.  bezeichnen,  also 


•••••. 


MtaL  Dsbei  ist  es  übrigens  fCr  die  nachfofg^nden  Operationen  ganz 
iMekgflItig,  ob  man  wich  die  Reibe  als  conrergent  oder  divergent 
Ml  ^  Erhebt  man  hei#e  Sültfn  d«r,  G*Mchung  1)  aufo  Qua- 
M»  M  erhält  man  ^e  neue  Gleichung  von  der  Form 


■  * 

<^'<^(peic^  wiederup  gewisge  ponstante  Cpeffiziei^eh  (i^aeiclinM,. 
^T  oereoWerfbe  es  uns  nicpt  weiter  ankommt.,  -Et^enAö  leicht 
^e'mao  durch  Erhellung  auf.  die  dritte,    vierte  Potena.,f|ic.;ili' 
Q&liQo|;ete  von  nacbst^beodeäl*(»meo  gelangen:      '7'/ 

3)        (tp,  -  ipa)^^  c,  {:r— Ä)*  +  ^4(a;— c)«  +  c»  (a:— aj*  +  •!..'.  ' 

etc.      etc. 

Mio  ronltiplizire  jetzt  die  Gleichungen  1),  2),  3),  4),  etc.  mit  den 
^  der  |ian4  noek  bnldstiQimteii  Ccleffizlenteii  Ai,  A^,  A^  ete., 
M  ist  durch  Addition 


^iji^H^^'*)  +  ^?(fP,T-  ?*.«)7  +  4l(9>^r— Sf^)*  +  -•... 


/ 


10» 


w 


• . ,  ;  •         -f  ilj  |<%(a^— c)'  i|-  C4  (ar-ttt)*  -f  «5  (*— a)*  + ......  I      ■ " 

/,    *    '.  •  .T    ••;•••:■ /  .-V. ' 

oder  bei  gefauriger  OrdntiAg  nach  den' 'Potenzen  von  j;— «: 

6)  Ax  (tpx-'fpa)  +  A^  (<Px-<Pa)*  +  A^  {<pr—q>a)^  + 

+ 1  ^tOj  +  ^«6,  +  J,<^  }  (ar— «)» 
+ 

Andererseits  hat  man  zofolge  des  Taylor'schen  Satzes  für  jede 
Funktion  /: 

D*^fi^  ,€lßpcb||i^g  halten  wti;  mit  der  vorigen  awsammen»  indem  wir 

....  •  .  I 

Aia^'\-A%b^z^'^, 

etc. 

setzen  nbd  äds  diesen  Gleichungen  die  vorher  unbestimmten  Coeffi* 
zienten  Ax^  A^,  An, ••••  bestimmen.  Diese  Bestlmmoiig  ^t  jeder* 
zeit  n^^glfcb^  weil  die  obigen  GleTchungen  in  BezieliultkWA 
Am,  ^3....:  nut  vom  ersten  Grade  sibd;  man  findet  aus  derersUi 
Gieicfann^  il|,  aus  der  zweiten  ^.  ans^  der  dritti&b  il.  iLS.t 
Somit  wird  nun  die  rechte  Seite  der  Gleichung  5)  mit  der  renk- 
ten Seite  von  Nro.  6)  identisch  und  wir  h^befi  daher 


oder  endlich 


d.  h.  also  in  Worten :  jede  Funktion  fs  kann  In  eine  Reihe  w» 
wandelt  werden,  welche  nach  Po^nzen  von  tps—fpa  fortschreitet, 
wobei  (px  eine  beliebige  Funktion  und  o  eine  beliebfge  GrM« 
bezeichnet 


U9 

f^  HW 

rorocbM,^  alle  möglichen  ^Absurditäten    in   sichT  —  0^  nän^kcb 
m  Funktion  qfs  beliebig  ist,    so  kann  sie  auch  beliebige  Maxima 


hatte,  und  es  giebt  ^ine.  unendliche  Menge  .  zu8animengehorige.r 
Gru«8en  u  und  v  der  Art,  dass  9>^.a(= 9^4.0  ist.  (Senr  leicht 
sieht  man  diess  geometrisch,  weqn  n^an  die  Curve  constniirt, 
deren  Gleichung  y^=tps  ist;  man  hraocht  nur  parallel  zur  Ab- 
MisMiiaehse  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  die  Curve  zweimal 
Mhaeidet,  dann  sind  f* — U  und\fi-|-o  4\e  Abscissen  der  Durch- 
*ciuiitt8|miikte)«  Setzen  wir  niin  in -der  tHeichung  7)  erst  j:=/i — u, 
daaa  x^fn+v,  so  ist  zugleich 

ud  da  9^4-.H=9|A^9,  so  folgt  auf  der  Stelle 

8)  /Ji-tt=/]u-i-». 

Bedenkt  man  pun,  dass  erstens  ft,  ü  und  v  Grossen.  8ipa, 
welche  nur  in  Beziehung  auf  tpx  Bedeutung  haben,  da^s  zwei- 
tni  üthr  ieidkt  6ine  Funktion  pk  tu  finden  wäre,  <  ^reloheiiär 
willdlhrlich  angenommene  f*,  tf,  «  di€^  Bedinguug  (pß^u=p(Pfi-y> 
oftllte*)  und  dass  endlich  drittens  fsfo  gar  lein  ein  Zusam- 
■eohüiffe  mit  9«  steht,  also  y  Oll  ig  willkührlicb  genommen  wer- 
det daif,  so  erhellt  auf  der  Stelle,  d^  die  Gleichung  8)  reiner 
Cini  ist,  womit  sich  die  4j}leichheit  jeder  zwei  beliebigen  Grus- 
*^  WweiseD  Hesse.  Vielleicht  sind  ein  paar  Beispiele  hierzu 
"Kht  tterttssig.    Man  setze  erstlich 


1  • '   f. .  /t 


% 

^  ist  nach  N'ro.  7)  bei  gehörig  bestiiftmten  Co^efBzienteii :  . ,. ,  . .. 
9)      A=/'.4^^i(^*^)  +  ^(r+^)'4ii.(;^-,y+ 


It    *  'IV      !  »''1  '     t  .1.1     .   ,      •     I   11  . 


*)   DkMs  fi  braucht  keine  Zahl  ^U^  Oh  mischen  Sione  zo  sein ;    z, 

^Uf  fM  =s  -  •  wird  ft=i:ki  und, das  Ut  eben  m  allgemein  wie  x 

"1  *  ' 

•id  k  selber. 

^)  Man  braucht  nur  rechte  und  links  Yon  der  Aliscisse  /«  beliebige 
Slr«tkea  11  and  r,  W  und  P%  Ü"  xlx^  t"  etc.  abzuschneiden  und  den 
Ahidssea  /*— ti  und  /i-f-9,  /*-*-!('  und  (A^V  etc.  jedesmal  gleich  grosee, 
**Bit  iber  beliebige  Ordinaten  zu  geben,  so  erhält  man  soviel  Punkte 
^  Carre  |r=:f «  als  man  will. 


Die  Bestimmiing  der  Coefbienten  w)M  hier  sehr  M'uÜt^fdenn 
entwickelt,  man  d)e  linke  Seite  nach  dem  l'hf^chfeni^  >^'  pf  ae- 
Lanrin  hpd  rechter  Hand  j^^jlea  ei|i7elne  Glied 'nac^'  deib'Bftibllil^ 
sehen  Säfee,  ind^  nian  '  ^  *  '  *      ^ 


I  IM.'    1« 


Bpizt,  1(0  findet  man  leicht  durch  helderseitige  T^rgleichnng't' 


4i— «-rö. 


.  .1»      t-    i'ii* 


^  :.  'I    Mii^i  -  J!.  'I 


4,=;Ä«A+|V,, 


I     -      !  -     -  .«      .     1 


^4  =A:*ro  +p/«^o. 


*  t  *  w  I 


U.     6.   W. 


9nd  69  mü«ste  nun  die  Gleichqng  9)  richtis  sein,  woCern  jp.nicht 
9ur  Zahl  spe^lalisirt  wird.    Nimmt  man  dnmal  xzi^ü   oü4   das 

andere  Mal  x^-^f  se  bleib«  die  reohte  Seite  In  beiddb4^lHea 

¥  ')  *   li.'i  »■''  ' 

4i9sdbe  und  man  |iat >lg|icb  „  .  ;.  j, ,.,  \  .,.j'..i, 

was  schwerlich  jemand  glauben  wird,    . 

•^  ^  '        •«<  ■•»III 

Für  ein  zweites  Beispiel  nehnien  wir 

9jr=sin:r,i  a=0; 
so  mnss  nach  Nro.  7)  seiikr  ''    '     *  '  •    " 

10)       Arä+  4i  »iriar+Vt8'o^^+^»  •'Vi?+-T  .- 

\  •  l     /  \  '  .     /  .  —  •  \  • 

und  man  findet  durch  beiderseitige  Entwickelung  und  Vergleicha^g: 


•     "1 
^  =  2/^0 ' 


'i  '  '  \    i 


4%  •*-  ^Ai  +  y/*"'o  •  ' 


u.  s.  w. 


m 


Seist    mao     aber     erct    «c=^***^   opdidaiib  a^=^-f  v»    so 

irM  die  rechte  Seite  der  Gleichoag  10)  nicht  geändert,  und  mit- 
Un  folgt 


<j-")=Ki*') 


•      » 

**  *      » 


Doch  genug  von  diesen  Absurditäten,  deren  Zahl  sich  sehr 
ieidit  belienig  vermehren  Hesse.  Vielletcht  ist  es  den  Lesern 
iBgeoehmer,  wenn  ich  den  Fehler  aufdecke,  welcher  den  obigen 
Imlinangen  an  'Grande  liegt; 

Stellen  wir  die  Gleichunffen  1),  2).  3)  etc.  so  dar,  dass  die 
Reihen  rechter  Hand  endliche  sind»    so  roflssen  wir  die  Reste 

f       II       III 

toselben^berficksichtigen;  nennen  wir  letzter^  Rn,  Ru,  Rn  etc. 
fp  Ist 


<9>--V-)«=*,  («-«)•+  *,  (x-o)»  +  bi{x-uY'  + 

+6,(ar-«)"+R», 

.   .  fii 
+c«(ar-c)"+Ä« 

n.    s.    f. 

^  &  letste  dieser  Gleichungen  sei  , 

Adfirea  wir  diese  Gleichungen  nach  Multiplikation  mit  deii  unbe- 
i&BiBten  Coefficienten  Ai,  A^9..,An,  so  ist,  wenn  zur  Abkürzung 

Ai,Sm'\^AJRik'\' '^*»'\'An,Rn^Sn 

IMetzt  wird: 

....  -f-  i4fi  (9*— ^o)" 

+  M,«,  +  4*6,  +  A^e^  \  (x— a)» 
+    • 
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+  &»    . 

I  1 

und   hier  lassen  sich  allerdings  die  CoefBzienten  Ai^  A^, Ä» 

ebenso  bestimmen  wie  früher;  man  Erhält  dann 


Ai  {fps'—tpa)  +  A^itpr—fpa)^  +  A^  (^*— 9«)»  + 

Nennen  wir  Qn  den  Rest  der  Taylor'schen  Reihe,  so  diu(s  also 

ist,  so  können  wir  statt  der  vorhergehenden  Gleichung  schreiben: 
Ai  (tps  -  9«)  +  -^  (9>*—9>«)*  +  ^z  (9'-9«)*  + 

oder  endlich 


A-(^«— &•)=^+ill  (9*— 9>«)+-^(9*— 9«)*+ -v 

+  -4ii(9x— 9«)*« 

Soll  nun  diese  unbezweifelt  richtige  Gleichung  in  die  Formel  7) 
fibergehen,  so  muss  (är  unendlich  wachsende  n 


Lim(^-Ä,)=0 


.  \ 


sein,  und  hierzu  gehDrt,  weil  Qn  nur  von  f,  Sn  aber  auch  von  ^ 
abhSngt,  und  sich  folglich  Qu  und  &%  nicht  auAieben  können,  daii 
gleichzeitig 

Limpii=0,    Lim5ii=:0 

sei.    Diess  ist  aber  nur  möglich,  wenn  die  Reihen 

/*  — /ai--|       /  a-^        1.2""'     ai-......f 

9^* — ^ai — I — ^  9,A Tö — SP  **  ■  


IS] 


MnrerKiTen,  w«il  im  Gegcnfalle  (^  und  Kn  (mitliin  auch  Rn,  Rn 
etc.)  sich  nicht  der  Grunze  Null  oBhera  wGrden.  Ubschnn  nun  di« 
Conrergens  der  eben^enannten  Reihen  nothweiidig  erfordert 
wird,  so  ist  sie  doch  noch  nicht  hinreichend;    denn  wenn  auch 


Lim^=0  und  LimßB^Limffa. 


«ein  ratisse;  es  niril  zwar  jeder  einzelne  Summand  immer  LIeiner, 
je  mehr  m  wichet,  dagegen  wird  abür  anch  die  Aozahl  der  Sum- 
manden immer  grösser,  und  es  kann  falgliih  der  GrinzHertb  sehr 
wohE  eine  endliche  und  sogar  sehr  grosse  Kkbl  sein.  Wer  das 
bestiumte  Integral  kennt,  wird  wisden,  dasB  jene  g  es  achte  Limes 
in  der  Tbat  nichts  Anderes  als  ein  derartiges  Integral  ist.  Hier- 
lu  geht  klar  genug  hervor,  dass  ausser  der  ConversenE  der  Rlr 
ft  nad  9),  benutsten  Keihen.  noch  anderweite  Bedingungen  zu 
erßtlen  sind,  wenn  die  Gleichung  7)  Bestand  haben  soll.  Auch 
«posteriori  erhellt  diess  leicht;  so  x.  B.  convergiren  die  Reihen 
Itr  e*  uad  aiax  immer;    setzt  man  aber 

e"=1  +AiKinx-\-AiBia*x  +  A.sin'x+ , 

nrsH  folgt 

^,  =  1.     At  =  ^,  A,=  ^,  .U=  ^.    etc. 

»gilt  die  obige  Entwickelnng  doch  nur  von  a:=0  bis  x=-ä,ab- 

<eiH  die  Reibe  rechter  Hand  immer  cm 

dkie  auch   an  erfttllenden  Bedingungen 

«erde),     gedenke  ich    bei  einer  anderen 

hier  kam  es  mir  nur  auf  den  Nachweis  a 

^iJtigen  Irrthunw  befangen  ist,    wenn 

w^re  Prinsipien  gestützt  zu  haben  glau 

der  Meinung  gelallt,   es  hStten    Abel    u 

•einem  „Geist  der  Anal  ysis"  die  wahr« 

künnen;   allerdings  findet , sich  Mancherli 

^eike.  nur  leider  nichts  weniger  als  tieisi. 


IH 


Heber  die  elementare  Cubatur  der 
FlSelieii  zweiten  Orades. 

Von  dM» 

Herrn  Dr.  O.  SchlSmilch, 

P#ofcMOr  der  hdheni  Afathematilr  and  Macbaalk  an  der  Itcbibdmi 

Bildongtaastalt  an  Draadan. 


>  ■  I  ■  « > 


Die  eben  so  einfachen  al3  eleganten  Betrachhinfi;en^  welche 
mein  verehrter  Vorgänger  an  dem  hiesigen  polytecbniacben  In- 
stitute, Herr  Prot  Franke,  im  12.  Bunde  des  Archivs  miteetheilt 
hat»  veranlassten  mich  zu  einer  flflchtigen  Cntersuchunff  Gber  die 
Cubatur  der  Flächen  zweiten  Grades  überhaupt,  namentlicb  an  n 
entscheiden,  ob  sich  nicht  von  beliebigen  in  den  Richtungeo  der 
Achsen  genommenen  Abschnitten  oder  Kappen  derselbeo  eine 
elementare  Volumenbestimmang  geben  liesse.  Der  Erfolg  dieser 
Betrachtung  war  ein  so  guter,  dass  er  vielleicht  allgemeiner  Hit- 
tbeilung  nicht  unwertb  i^t^  wobei  ich  übrigens  die  Bemeikoog 
nicht  unterdrücken  kann ,  dass  es  mich  sehr  wundem  sollte ,  weno 
HiefaH  sohon  irgendwo  das  nachstehenlle  sehr  naheliegende  Vei* 
ikhren  benstst  worden  wäre;  dock  habe  ich  tn  alle«  mir.fenCeboftl 
stehenden  Werben  aiebts  dbrfiber  gefiinden. 

Bekanntlich  sind  zivei  Volumina  gleich,  wenn  beide, 'in  glei- 
chen Hüben  mit  Ebenen  durchschnitten,  überall  Durchschnitte  rem 
gteichen  Flächen  ^eben,  was  man  Inirz  sd  ausdrücken  kOnote; 
Volumina  sind  gleich ,  wenn  die  i^orrespondirenden  QuerschnitfS 
derselben  gleiche  Flächen  besitzen. .  Wenn  ich  nidit  irre,  ist^fl^ 
serSatz  von  Cavallerl  als  Axiom  aufgestellt*)  und  später  vfetfMä 
(z.  B.  zur  Cubatur  der  Kugel)  benutzt  worden;  es  kostet  A^ 
wenig  Mühe,  denselben  mittelst  der  Exhaustionsmethode  zn  be- 
weisen,   und  zwar  kommt  der  Beweis  in  der  Hauptsache,  daraoi 


*)  Dies  i«t  ganx  richtig;  jedoch  dürfte  wohl  bemerkt  su  weH^ 
verdienen,  das«  zuerst  Segne r  dieses  Princip  in  allen  seinen  ElenenUr- 
Lehrbüchern  der  gesammten  Stereometrie  als  Grundprincip  som  Gnoide 
gelegt  und  in  den  Elementar -Unterricht  eingeführt  hat.  M.  s.  s- B 
ElemenU  GeomeCriae.  §.  194.  $.  S50.  G« 


fcliuRn,  SU  Migen,  dp$»,  wemr/^i'  /^^..u:/»  die  puräHelen  Quer 
8chBittfläcb(^o  des  YalfiTiiens  F  sind^  und  o^i ,  j:^,..^.Xn  die  Eiit- 
ferDungen  dieser  Fläehed  von  etnadd<^r  bedeuten ,  die  Glelchuns 
itatt  iDdet     ' 

Fa;cUl9t4ri/^-f^fi+ +  (tnfn\f 

worin  sieb  das  Zeichen  Lim  auf  das  unefidlicbe  Wachstbum  von 
•  «Dd ^ie  wienMclM»!  AbiiiUiaie  der  x  begebt.  «^  Bme  Fiel^idttl 
obiMn  Satzes  ist  noch  das  Theorem:  Stehen  die  correspondi- 
reoiden  Querschnittflächen  zweier  Volumina  iu  einem  constanten 
Verhältnisse,  so  findet  zwischen  den  betreffenden  KOrperräumen 
dasselbe  Verhältniss  statt.: 


Das  Ellipuoid.    ^af.  U.  Fig.,  1.). 
Geben  wir  der'fielninfiten  GMcbnng  dbs  Ellipsoides 

©*+ (J)'+ (0"=' 

die  Form 


t  • .  t    I 


•0  ebarakterisirt  diese  Gleichung  denjenigen  Schnitt  des  EHip- 
•Mdes,  welcher  ^rqb  deo  ;E}ndppnkt  ^^  z  parallel  zu  AGB  ge- 
Vcgt  werden  kann.  Statt  nämlich  eine  Gleichung  zwischen  aen 
drei  Ceordinaten  OMis^s%  ifiV^^^ry»  Sp^z  auuustellen,  kann 
Mb  aoeh  eine  Gl^ichimg  äcwisdiea  inui(  zuseien  derselben  (yM' 
^OM=^x  und  J!f'P=  ^lß\r=y  Venangef^,  indem  man  sich  durch 
P  anen  Schnitt  gelegt  denkt  Diese  Gleichung  zwischen  O^M' 
ood  M'P  ist  aber  die  Gleichung  der  Schnittcurve  XJPV.  Letz- 
tere bildet  in  unserem  Falle  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

•»a  daher  ist  die  FlScfa^  des  Schnittes':  '     ' 

C  '''  V  /  V     •■ 

Denken  wir  uns  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  c  beschrieben 
and  ßibren  in  der  EntrenMng  t  einen  Schnittj:  so  Tist  di«  Fläche 
dieses  Schnittes 


nod  es  mtbUt  sieh  demnach  jemtr  Schnitt  4e«  £Hip«oid«»  w 
diesem  cirkularcn  Schnitte  der  Kugel  wie  -^:1;  dasselbe  VerhttC^ 

niss  findet  also  auch  zwischen  den  entsprechenden  Körpern  statt 
Lassen  wir  nun  z  das  Intervall  2=0  bis  2  =  A  durchlaufeD,  lo 
erhalten  w  ir  einerseits  eine  ellips€iidi6che>^  andererseits  eine  sphä- 
rische Zone,  beide  von  der  Hohe  A.    Das  Volumen  der  Kugelzone 

M  bekanntlidi  (c^h--'^  k^)n,  mkd  folgibh  das  d^  ellipsdUlsdiefi 
T^ne    .    .  .    '    ■  ' 

» 

^(c«-jÄ«)Ai*.. 

Für  A=c  ergiebt  sich  hieraus  der  cubische  Inhalt  der  oberen 
Hälfte  des  Ellipsoides  =:^abc7t,  und  folgnchV  a6c^  för  das  ganse 

Ellipsoid.  Will  man  dtojVohimen  einer  Zone,  der^  Basis  nidbt 
durch  den  Mittelpunkt  geht,  so  braucht  man  nur  einmal  A=A| 
dann  h=h^  zu  setzen  und  zu  sublrahken\  man  erhält  so  dan 
Volumen  einer  beliet>igei|^  Zone,  deren  Be^mnzungsebeneo  senk- 
recht  auf  0C=  c  stehen.  Ebenso  leicht  ist  es  ähnliche  Formeln 
Ifir  solche  Zonen  zu  entdecken,  deren  Begränzungsebenes  nai 
OB=b  oder  OA=a  senkrecht  stehen;  es  würde  hierzu  eine 
blosse  Buchstabenvertauschung  hinreichen. 

Da»  einfache  Hyperboloid.    (Taf.  11.  Fig.  2.). 
Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist  bekanntn<;fi 

(O'>(0"-(0='- 

oder 


•    I 


und  mithin   der  Schnitt  durch  den  Endpunkt  von  z  eine  Ell^ 
mit  den  Halbachsen 


Vi^'*V"K0* 


I     .  > 


Die  Schnittfläche  bat  demnach  die  Grtese 


I« 


aA(l  +  ^)w 


• 

Deokeo  wir  ods  ferner  denjenigen  Cvlinder  coDstrairt,  wel- 
cher das  Hvuerboloid  io  der  KenleUlpse  oerfihrt,  eo  besteht  das 
gesQcbte  Voiomen  aus  dem  CylioderTolmnen  plus  dem  Räume 
emes  rtngfönnig^A  .Kdrpers.i  fiieii -Qi^rsehaitt  des  letzteren  wird 
erbalten,  wenn  man  vom  Querschnitt  des  Hyperboloides  den  Quer- 
ichnitt  des  Cyiinders,  d.  h.  die  Fläche  OA,OB.n=:aön,  subtra- 
birt;  der  Quer^bitt  des'  riiigfi^riMgei^  ITOrpers  IM  also 


Coiistruiren  wir  einen  Kegel ,  dessen  Achse  mit  derjSeite  einen 
Wiukel  \-on  46^  macht,  so  ist  der  Querschnitt  desselben  in  der 
Eotfernuoe  z  vom  Scheitel  ein  Kreis  .mit  dem  Halbmesser  i ,  und 
folglich  die  Schnittflficiie  —z^.ic.  Die  SchtiittOftcbe  des  ringfiir- 
Öligen  Körpers  verh&lt  sich  aUo  zur  Schnitifläplie  dieses  Kegels 

wie  ^:1,  und  dasselbe  muas  von  den  Körnern  gelten»    welche 

eotstehen,    wenn  man  z  das  Intervall  9^=0  Ws  s=:A  dnrchlaufeil 

lisst,  d.  b.  der  ringförmige  KOrper  ist  das  Produkt  aus     -^    und 

ciiem  Kegelvoluinenw  welches  h  zur  U((he  und  h  zum  Basishalb- 
metser  bat    Dieses  Produkt  wäre  demnach    ' 

nd  w^n  man  den  Kehlcylinder  von  der  Hube  h  damit  vereinigt, 
to  ergiebt  sieb 


abkx  +  -^s- A'» 


oder 


I  A^ 
a6(l  +  Jj,)*^ 


ät  VelMien  der  hyperboloidiscben  Zone ,  welcbe  die  Kehleiltpse 
nr  Basb  und  h  zur  H5he  hat.  Sieht  man  h  zwei  verschiedene 
Weitte  und  sobtrahirt,  so  kann  man  den  Inhalt  jeder  Zone  fin- 
det,   deren   Begrknzungsebenen  der  Ke|hUllij;(se  parallel  laufen. 

Fdr  kz;^c  wird  das  Volumen  der  obigen  Zone.  =f^a66'9«,abiQgleicb 

tan  ganzen  ElUpsoide,'  welches  man  aus  den  Halbachsen  a^  b^ 
«  eonstmiren  tOmnte  tmd  welches  das  Hyperboloid  in  ^dev  Kehl«^ 
^Hpse  ber€fcren  w^lrde;  dIeM  ist  der  Satz  des  Herrn  Professor 
Franke. 


tS8 


Ua«  getheilte  Hjrp«rb»loid.    (Tat  IL  Fig.  3.). 

* 

Geben  wir  der  Gleichsiig  dieset  Fläche,  o&oilicb 

-(f)*-(i)*^e)*='- 


die  Form 


..  .'•  ./ 


so  zeigt  sich ,  dass  der  Schnitt»  durch  den  Punkt  jryx  gelegt,  eine 
Ettipse  dfH  den  HathadMen 


\^"  »VO)*- 


-vu;-"  *vi.i;-' 

darstellt,  und  dass  mithin  die  Fl|cbe  des  Schnittes  gleich 

sein  muss.  Denken  wir  uns  einen  elliptischen  Cylinder  mit  den 
Halbachsen  a  und  h  hinzu,  so  würde  der  Durchschnitt  desselben 
in  der  Höhe  x  die  Fläche  ahn  besitzen;  demnach  bilden  das  Hy- 
perboloid und  dieser  Cjrlinder  zusammen  einen  KOrper,  welcher 
m  der  Hohe  x  die  Schnittfläche 


ab  \  ^^1  l  n  +  oftrs=-j2«» 


besitzt^  Construlren  wir  wie  vorblo  einen  Kegi^U  dos^fo.iirfw^ 
wmI  Seite  einen  halben  rechten  Winkel. einscbliessen»  j90  l^ 
dieser,  ifi  dqr  HObe  *  geachnitten,  4i^  Schnittfläcbe  2%,  nndlWr 

lieh  retfaäft  älch  Jene  Schilittfläche  tu  dieser  wie  -^iX.     Latttt 

.  c* 

wh*  1  das  Intervall  7:=:c  bis  x^h  dordhlaufeii ,  so  übtstefaen  jw 

^ek, Körper;  der  erste  besteht  aus  einer  hyperbeloMis^ebea K«^ 

und,, einem  elliptiscben  Cylinder,  düen  gemeuiscbaftUete  IKM 

h—o  ist;    def  zweite  ist  ein  abgestiimpmf  Kegel  ve»  ikraellHü 

Hohe  und  sein  Inhalt 

*AS  J     S 


18t 

ab 
Maltiptizireo    wjr   dies«    mit    3»  ao  efhalteb  wir  die  Klappe  plu« 

dem  elliptischen  Cylinder;   subtrahirei»  wir  endlich  den  tetsteren» 
welcher  den  Inhalt  a6(4--c)»  besitzt,  so  kommt  der  Ausdruclc 


«*(3?-*  +  3*)* 


tom  Vorschein  y  welcher  den  Inhalt  der  hyperboloidischeü  Ka^pe 
TOD  der  Hohe  h  —  c  angiebt  .Nehmen  wir  A=2c»   so  findet  sich 

^abcK,  d.   h.  die  hyperboloidische  Kappe  Ton  der  Hohe  e  hat 

deicbes  Volamen  mit  dem  ganzen  Ellipsoide,  welches  aus  den 
Halbachsen  a,  b,  c  construirt  werden  kann  und  das  getheilte  Hy- 
perboloid ip  seinen  beiden  Scheiteln  berühren  würde.  —  Piess 
ist  das  Analogon  zu  dem  ßir  das  einfache  Hyperboloid  geltenden 
Sitze. 


Das   elliptische  Pataboloid.    (Taf.  H.  Fig.  4.). 


Die  Gleichaog  desselben  ist  bjekanntlicb 


•der 


ond  mithin   der   Schnitt  durch  den  Endpunkt  von  x  eine  Ellipse 
nit  deo  Halbachsen 


^-l    and    6^. 


Ke  Schnittfläche  wird  demnach  durch 

ab 


Z7t 
€ 


\< 


«Wfdrtckt    CoMsiiuiren  wir  ein  Prisma,   wdehes  die  Hfih*  k, 

ab 

die  Breite  k  und  die  Tiefe  —  n  besitzt,    so  ist  der   Querschnitt" 

c 

dcatelhen  in  der'Eiiffehiung  s  ebenblls  =£  —s^r,  irad  wenn  wk 


16a 

aUo  z  das  Intervall  2  =  0  bis  z=A  durchlaufen  lassen,  so  hat  die 
entstehende  Kappe  des  elliptische^  Paraboloides  denselben 'Inhth 
wie  dieses  Prisma^.oäutlich 

1 

Für  h=zc  giebt  diese  Formel  drei  Aebttheil  des  aus  den  drei 
HalbtM^hä^en  a,  b,  c  eunstruirten  Ellipsoides.  Giebt  niao  k  zwei 
Werthe  und  >ubtrahirt,  so  Instit  i^ich  die  Cubatur  jeder  Zone  aus* 
führen,  deren  ßegränzungsebenen  der  Ebene  xy  parallel  laufeo. 


Das  hypt^rbolische  Paraboloid.    (Taf.  II.  Pig.  5.). 
Die  Gleichung  dieser  FlSche   ist 

(f)'-a)'=v 

Ein  Schnitt  parallel  zur  Ebene  x^  würde  eine  Hjrperbel  sein  und 
diess  hilft  uns  nichts,  weil  die  (/uadratur  dieser  Curve  nicht  ele- 
mentar ausführbar  ist.  Legen  wir  aber  parallel  zur  Ebene  jfz 
einen  Schnitt  in  der  Entfernung  OAi  =  x,  so  ist  die  Schnittfigur 
eine  Parabel,  deren  Scheitel  in  V  liegt.  Nehmen  wir  2=0,  so 
geht  ^  in  J^U  über  und  es  ist  daher 

(f)'-(^^)  =»• 

oder 

a 

Nehmen  wir  dagegen  in  der  Gleichung  unserer  Fläche  ^sO,  so 
geht  z  in  ylf  F  über  und  es  wird 

/xy      MV      ,       ^.cx* 
l     )  — oder   MV  r^—r- 

Nach  dem  Archimedischen  Satze  ist  die  parabolische  SchniltiUcfce 
Jlft7F  =  |if#l7.ilfF=|^ar^    Diess  lässt   sich    nicht   gut  mit 

einer  anderweit  bekaunleo  Schnittfläche  vergleiolien  und  man  msü 
desshalb  einen  anderen  Weg  einschlagen.  Denken  wir  uns  den 
X  den   Spielraum  :r:=0   bis    x^^k    angewiesen,   theilen  Ais* 

l^cbe  ThfUe,  deren  einer  d=—  heissen  n6ge»  und  sstzen  der 
Reihe  nach  ar=:d,  2d,  3d,...9id,  so  bedeutet  die  Summe 


Ml 

j  -,  *».«  +  3  ^  (2a)M  +  j  ~,  (3a)».*  + ..  +  j  ^  (n*)«.  *      j 

=|^B«ni'  +  2»+3> +....+«»] 

teoBetrisch  eine  Summe  tod  CyliDdera,  welche  die  gleiche  H5he 
0  haben  und  deren  Grandflächen  die  in  den  Entfernungen  x-=8, 
V,,^n8  gefflhrten  Schnitte  des  hyperbolischen  Paraboloides  sind. 
Naeh  bekannten  Prinzipien  ist  cler  Gränzwerth  dieser  Summe 
Didits  Anderes  als  das  Volumen  desjenigen  Abschnitts  unseres 
vom  hyperbolischen  Paraboloide  begrenzten  KOrpers,  welcher  zwi- 
icben  O  und  einem  in  der  Entfernung  x=k  parallel  zu  yz  ge- 
Itgteo  Schnitte  enthalten  ist    Wegen 

fiidet  man  jetzt  Jas  Vollamen  de  "Abschnittes  äeich*  *"  '  -• 

Llm~(ii«)«(fi«  +  «)*  =  Lim  ff^A^A+Ä)«, 
iL 


I  far>. 


I"  I  If.    » 


6  a» 

ift_  1 

nouBt  man  speziell  A=a»   so  wird  der  Abschnitt  =:r  von  dem 

m  c,,  6,,  c   constnuiien  Paralj^lepipe4e.    Giebt  tOfLU  ,A  .zwei 
W«(be  und  subtrlä^tV^^UM^^  l^ben 

Z<Hie,We1cl^e  von  zW^  zu  Ji  pÄräiUlen  tbenen,  votfi  der  Eb^ne 
«y,^  fihen^jrs;  udd  'dfer;71äohe' begränst^wirli  >  DiV  gadze  obetv 
Mft^  liegende  Zone  erhält  man  nachher  durch  Verdoppeilung 
ies  fomn  fiefundenen.  ' 


'•       -v\  ii.jij  f-^'a  J.  I  v<  .1:  ^u  II'iV/  (i    .iiJ'iwoJ: 


fjf  ■•.».//   ,1    .i:;j;::l>.'Ml   iimo.'-)    f)n'»vni  ti"!  tmIj;  *    I    fL' 


'I 


II  ■■         .  '     '  '     "^'iiAm^Ji  i   *  ' '"  "''J 


I 


*  V 


''*  I    l      ,  i|    .*  .1  'S        '      .      .       t  •  .  »i'  '     '       •  ('".;••.  ,     ,        '      ,,  ,1 

•  t  •     nl      *     •  (        '■'   '  \  A-    "'.',».;..  t  r  -,   ,•  ...       '•>     '1   , 

•  I     ■ 

I       1 

•        1       '      '   ti. 

.''  . .'  "t        .  !  ••''!.         '      •!        ' ' 

•'     '         I  '       '    .     I  '  t     '  I  t            "■       .  ,  /      .         .               ! 

'                                 !    I  '^ '            . ;  '  .;..*,  «i,  ■'  i  ^     '•'  j-j  ■     p 

'    ■  *                !  .  •     i  .    .  .  >  .'i   .♦;  .    ■    •  I    I       '  ' 

Tktil  XIV.  1 1 


IM 


*    <-      '  r.(. 


T 


I  l  '      • 

'".        .:'■         i:..  '      I'  .  '        I 


« .  1 


f 

■    .     ■    \ 

4   • 

,  '",■ 

1 

A  >^.ri)')iai'   • 

r 

»    1        ' 

*iMri    r*nl'.ii  ' 

» 

,    ■      ,     i%l, 

1'»::  oti •- 

t 

ii  • 

m:  ;../l'Mi     li «   • 

•  1 

1 
1         .     1 

-.'ii-Utny.    -.tii;ti.' 

1 

1     •       !         1         < 

''n().''lMn  /ll  11. tw 

♦ 

."■•li'i 

h  'M   O   jt«*i!)* 

•  1 

'       •  :') 

»Mi  •.['■•'.  fv,J. 

Heller  die  B^nmmiinji  ^e«  Inhalts 
der  drelseitffren  Pyramide:*) 


»  '»       Von  dem  "-"  <» 


.-'•'.    I    ■).        \^         ..    "   L.    -       i'i    ^'"^y^'       ^     4^   "   ;.'"''' 


Herrn  Professor  Dr.  Hessel 

an  der  Uniy^railai  so  Marb«^. 


'M:. 


"  ' .•'^g.\."tfui/fl^tx.Täk  ganz«  WeytM'^Wt^zWei^'y:^ 

RIU68.  r       ,    ..      .  ;•    . 

.1  •■..  mmi  J'tiJ    nifti.«/ 

Beweis.  1)  WeU  a^2,  so  ist  a>>l  und  a«  ^  2.2, abo a*>l 
2)  Ist  ftber  fibr  irgend  einen  bestimmten  Wertli  tm 


*)  Der  Umiiand,  daM  bei  jtiur.Ldire  tod  der  Beelimmoag  des  b- 
haltt  der  dreiteitiffen  Pyramide  der  Beweis  dei  Satset,  der  die  Gletck- 
heit  sweier  dreiseitiger  Pyramiden  bei  Gleichheit  der  Grundflachti  v' 
Höhen  antipricht,  eigentlieh.  der  hohem  Mathematik  ani^ört,  hat  Mich» 
wie  schon  eine  früher  Ton  mir  in  dieser  Zeitschrift  niedergelerte  A(^^ 
beweist,  öfters  so  Versuchen  Teranlatat,  dieten  Uebelstand  la  beseitig«*' 
Einer  dieser  Versuche  hat  mich  xu  einer  Reihe  tou  Untersudiun^  g** 
f&hrt,  Ton  denen  ich  hier  einige  mittheUe. 

Obgleich  die  hier  Torretragene  Auflösung  dieser  stereoBtetriiebM 
Aufrabe  die  Exhaustionsmethode  nicht  Termeidet,  so  scheint  tie  vir 
doch,  besondert  in  Verbindung  mit  den  folgenden  Arbeiten  (über  wdcbt 
man  unter  andern  Salomont  Grundrfta  der  höhern  Analjfi* 
Seite  318  und  819,  Beitpiele  4,  5  und  6  Tergleichen  möge),  der 
Veröffentliehong  nicht  «nwertn  su  sein/' 


m 


•. :  »r» 


und  a      w  2 

toist  a.a*-*>  2  (;r-i)" 

>af<f;(a:  — 2),  mithin,  da  ^—2^0  »ein  soll. 

Da  nun  o»>l,  also  a«-^>^— 1,  »o  ist.a«>2;  ,,  t  ;  ,. , 

ist  aber  a«>2,  so  Uto»-»>3- l;    a^o  ,a»>3:  u.  8.  iv.    '  '  ' 

1 


Aach  \Bta9szi,jalmo  aPyO,  and  a-*=— poaitiv,  also  >  — j:. 


rkung«  I.  Di 


f.  2.  Anmerkung«*!.  Die  Beschränkung,  dass  a  und  :r  ganze 
Zahlen  sein  sollen,  kann  man  weglassen,  wenn  man  den  Be- 
weis weiter  ansdehnen  will.  Auch  iSsst  sich  in  ähnliche  Art  n^- 

—3 
weisen,  dass,  ift^e^  a^,j  i«|^»  aud^  H*>.a;^ei|i  müsse. 

i  3.  Anmerku  ng  2;  Wie  die  Untersuchung  in  der  AbhandL  Nr.  II. 

liigt,  so  gilfdiblt^f^et:  .weir«*>  är  i«f,  wes^Va  >  it^  UH.  ^p! 
muKit,  wenn  a  ^raa^ser  ist  als  der  grt^^ste  Werth,  den' 


Vx  haben  kaMii  (d.  h.  >  V«)^  auch  o'>a;  ^ein. 
Hier  genOgt  obiger  jSa^  fiir  panze  a  unf  :^  ,     ;  ,,, 


c* 


V^  Lehrsati.  Bezeichnet  man  ein  dreiseitiges 
Pnsma  und  eine  dreiseitige  Pyramide,  fi^clre  dine 
Ecke  c  ind  das  Verhältniss  cA:  cB:  cD  der  Längen  der, 
drei  ladltfver/EdBasttaamteeaiaä/ei^dett^KakteliiiHieW 
feaeis  hab^i,\     -\,.^-./   )  '  v    -<      i  "  V  ■    *'^  ^-^y  '      *'»^^^* 


das  Prisma  durclb  P, 


t;-J 


die  Pyramide  durch  p, 
>■' falls  c^  in  eine^MlcheoG  est  alt  die  Lftngecilsscrhat: 

dasTrismii  ^urch  P{a), 
die  Pyramide  durch  p{u); 

••  iit  '[  !      ,       •*         ^ , j  r. ',  ■• . t.       (     / 

I,.(a)r=2p(|)  +  Bp(5). 

Beweia    Istcf^t  (TaCJU.  Fig.60  eipe  4«ei#0ltig«Pl^mkitdcui 
e   die  EcKe  ir  and  die  Seiten  c/,  cm,  et  hat. 


deren  Ver^ 
=zcA:cB:cD  aein  möge,  so  wird,  wenn  man 'diese' 
Seiten  in  a,  b,  d  halbirt  und  durch  die  Halbirungspunkte  b  und  d 
die  Bbene  gbdA  so  lee^,  dass  ibt  >lie  Kante  et  parallel  ist ,  so- 
wohl 6^aU  dk  mit  cfipaiotlel  'S^n^  auch  tst  dann  Im  und  li  iv 


!!♦ 


1«! 


lese/ Weif  iij^#b]M  «od  iKJf^^^t'lkr^  Ebene  k^mriMffalld^Also 

=    C2I   :  elf  :  cD) 
Ist  aUo  cl=a,  so  ist  *    \ 

Pyramide  clmi  z=  f^(«)> 

.,     .    Pyrauaide  a/^Ar  p:  «(|)' 


•  II 


(I 


Prisma  cabdkg  =  p(h)^  ''  ^  ' 


auch  ist  gk  und  6ä  mit  mt  paralleC    ^  ..>.*, 

Legt  man  nun  durch  6g  die  £bene  bgk^cli,  so  ist 


f  t 


Pytam.bgmK  ^  a/^A,  also  =/i  f  9  ) » 
a^ch  i^t:  I 


'  mBmB,ognaKi^^caoa/sgt:=t^\zyi» 


Prtsrtia  hghdk^  eabdkg—  p{f\  * 


1   •      " 
tung  cm)  und  ^  c/>  (Sn  der  Richtung  et)  hat. 

•   .    :Es  ist  IJSO     .       -  i'      <!.•'•'      { 

'P3rram!de'\  t  ;>  /Pyrami 


Pyramd9^/lh4s0ia\     /l 
c  /m  «         \eabdkgj  '^  \i 


also 


;(.)=2i>(|>t2,(5) 


S.  5.  Folge sati  I.    Da  p(|)<^|)»«*  (indem,  weiui«äB 
durch  abd  eine  Ebene  I^d  wfirde,  die  Pyramide  caAif^/'m 

ein  Theil  des  Prismas  tabdkg  ist,  das:i:jPl^)   Ist),  so   Mgt' 
dasjs,  wenp    „  „ 


,    .i'(«?=2/>(0+^i/»6). 


md 


m 


V  V 


Nh  iMMtNdMs  als«,  <^»;^(0  =i^«)  wt  findem  i\«)  sich  I 


l)p(«)>j/*(«) 


i   "    .t     t 


I   » 


9)i'(«)<ä-/'W 


(.6.    Fotge^atz  II.    Ist    \  . 

^(«)=^p(|)+2;,(f) 


I   f  \  \  .' 


p 


(D=,/.(D+,,(i) 


«  Mgt  dnrch  Substitation 


\I» 


N  '  I  ■    •      » .    '       '         : . .  .  .  '  ■  '  1 1 '  i 


="'|(0t"f©+"'(r) 


IL  8»  W« 


'<-'="'G)+^Kj)+MI).+ •"+^'^s),i*?{&, , 


Weil  aber  jedes  der  hier  in  diesem  Aosdnicke  TorkommeiiAM 
Prismen  =  g^  des  nächst  ^jS^rfo^V»*,  so  ist 

p  («) = 2.  g- A\a) + 2«.  i  •  i\«)|  2^  gäP  («) .. .. + 2».  i;!^«) +2-.p^ 
Da  aber  femer  die  Summe"  der  geometrischen  Reihe 


t .  1 


4      * 


ist»  80  ist 


t 


also 

=|Ä)-J-KD">w+>^(Ö 

Da  Dunaber  pP(a)=.p(^)  ist,  so  hat  man  den  merkwflrdigeo 
Satz: 

§.  7.    Folgesatz  II(.    Da  Dun^»  Satz      ^   , 

fifr  jeden  denkbai!«aMertii\V9ti  n  gili,  ^Aief  ;1^$ 

ö^(<k)    gegebene    constante    G^^n,j  sind,     so    muss    an<^ 

von  n  VnabbSnl^^  Werth  faWn ,  weiMW  w  beissÜii  mSg«. 


1«Z 

1)   bt  nuQ  dieser  constante  Werth  to=0»  so  ist  it    '  !  1 

1 

8)  ^ihf  d^^gi^D  <dteset^e<^slidte:W€lrtli  U>  niehttnO;  So  ilMfeste* 
er  enhreder 

bei  jedem  Werth  v^n  #  positiv»  also  >0>  oder 
bei  jedem  Werth  von  n negativ,  also  <U  sein» 

uod  man  kOnnte  also  fiir  jeden  Werth  V^'ti  <  '    '  r  ,t<i 

entweder  tc  =  -| — P(a)  und  constant, 

oder  io=krr*^^P(<)  und  eonstant 

m 

Mtico,   wo  m  irgend  eine  constante  positive  ganae^  odecJgebro«! 
dmie,  rationale  oder  irrationale  Zahl  oedeuten  kann »  zu  welcher 
Jf  die  nächst  grQssf^r^»;  positive  ganze  ^  a|so'  r^tionaL^  ^M  sein 
B5ge. 

3,1)  WSre  nun  f  fir  jeden  *  W^rth  yoi;i  n 
MBisste»  da»  wie  oben/beVi^0n  ^wiii^^. 


•»'   •'  r't   ii'\ 


»   .-;   .  -I 


..ir. 


I  ji».> 


■ithio 


ionach 


folglich  -I    i'--     *'   -:  \     ifhf///    •.'m.)^  1,        !'j*"ji!      uj':   Ul     <f 

«eiD,  und  zwar  fiir  jeden  Werth  von  ti,  also  auch  fOr  fi=Jf. 

Da  im»  a|i^4>j)M4B^iR2ro9^  4<^l^aM»f!l^  (i* 

T»f  owlno  j) 

ist,  mithin  um  so  mehr  flqc^i , .  , //    ,.,j,.,;  ^„,  ,,j,|..  ,,,„,„  j  ,,^^„  |,„., 

12.4*  J^üf 
ist,  folglich,  da  iit<il!f  ist,  um  sd'^ehr  noch 

ist,"6o  klErin>  t4^'4iiQfal  pöiitivjsein.^i^.MM')   •»iif'A   Ii.'io;  li  iw  o/f   .ii'f\}H 

! -t  »i'Wf   ;i\    ,11111-;   f::,.M')' '.  I    '.!i  X  'iJ..aoi),';ni  i'jbo   ;)li:noiJi;i  ,'mj'':' 

also  -''''^   .    '  -■" 

^Ls''(Ö-''(J)]=-s''C). 

so  müsste,  da  .,  \  V/        V"  /     -    ] 


'  1- 


ist,  auch 


(■■)■••:-(■)'« 


^[jK*)-l''(t)]<-l''<«)- 

also  -■'\.^-.  V.)     l      K>P:^r 


H*»"' 


oder 


r»/«^ 


|(ill" 


d.  h. 


^-4 


J'f 


2"-6-i*Pi^)>^'^(«)' 


.    ,  !■■   !i.''»H  '-i-.l.-:;     i\    Ji   I|  ;»t''/|"-    --     f'ii.    1,'    't'    ;,.  /     ^«1»    I     .,!.,'» 
"'"NI    >.!.•     'f'i'jj     i;  W^Ir  •. TBcl}^. -rr.»  .:'  ,'.,  i*    'ij-i'    ■»{■.    !■    '«»tft',,n 

'     "f      ,  I  »''Lil     M»  •»!     •        »    .■•  •   1  ;i  .  '*     rr  :i     '<,i|  •     j;')'/{i  .ri     »  »>  / 

■m|9  -         j    .il  .i»    *>  ii 'I  )|i  1. 1  il '  ■  -'(     -      1  •:!' •  •'    ';*.»  /^  •)•.  '».li    ,*   | 

fW*  li*  ''     '  *  T  iitnl  ■•    :     -  I  ;    ..    ..'!     ,;•».:,.'     •)  ;.     -    >  .  '■    '.  j.    .  ,1'iln'i  /' 

'■<       •••''••iiTi    !    !       .)       -  ';\    8t4^J^fif''»  /  :"«i    \m':IH.':      '.    (••lütJli  jfj  «»  ) 

'   •    i'i  >'     ■    -  t  '•.    '"•  '.    .      1»    •.       '    'j        .■»,('   1"'»'    "'■  '■*'!   I  i    1*  '! 

da  aber  4*>  M,  also  6.4^  >  iV,  folglich  6.4*'>iii  Ut,  so  ist  diest 
nicht  möglich.  Es  karihiUaoi.fi»  JMüehtlfiiblii.  ^«ega^v.  Maini  VKasib 
aber  die  constante  Grösse  w  nicht  positiv  und  auch  nicht  negativ 


i  • 


')       r'  I '    I 


'    i  j   I.  •'  , 


T.    ,     .— 


Lh.  die  dreiseitige  Pyramide  =^a  des  dreis^tigen  Prismas,   das 
■it  ihr  auf  derselben  Grundflftche  steht  iiiid  dres^lbe  Hohe  hat*). 


'    1. 


reber  das  merk^F9[f|ril|g:<^  P^f^piel  einer 
nui  Thell  poncfilrt  sebildet^n  dürre, 

im^^r  4ineiciiiiiij|r  einlispricnit:  ^v1^." 

Von  dem       >  /  -    \,  /  .    \t 

Herrn  Professor  Jh.  He s sei 

an  der  UaivertiUt  sn  Mr-^^^*^     -' 


Beim  Zeichnen  von  '  Polyedern  pftest  man  hinfig  die  Linien 
des  Hintergnindes  (gleich  als  ob  das  Polyeder  dnrchsiditlg  »rftre) 

^)    WJUAi^lfeft-'yirefiieitb^  PHcmeil  yoa  ^Ific^q^  Grfis^ftchea  ood 


1W 

mit  darzustellen,  and  man  stellt  sie  dann  gewöhnlich,  um  sie  foii 
denen  des  Vordergrundes  aifgennUlig  zu  unterscheiden,  als  son* 
nannte  punctirte  Linien  •f....<'di|r»  -flcnvn  jede  als  blosse  Reuie 
von  Punkten  eine  unterbrochene  Linie  bildet,  wlUirend  die 
Linien  des  Vordergrundes  als  ununterbrochene  d.h.  gezogen« 
Linien  dargestellt  werden.       [  ( 

Fälle,  in  denen  durch  Gleichungen  Linien  (Curven)  bestimmt 
werden,  die  ihrer  Wesenheit  nach  als  ^unctirt  gebildete, L^ 
nien  betrachtet  werden  können,  scheinen  mir  nisher  In  den 
Compendien  zu  wenig  herrorgeiitybeil  zu  sein.  Ich  erlaube  mir  da* 
her  m  Folgendem  meine  Arbeit  fiber  das,  auch  aus  andern  Grfln- 
Mn  nicht  untnteressfeintei  Beispfel  eihe«  iokibeD.liÜlesyfiielobat 

die€rleiohttng/3^srV^:r'diirbibtet,  milsaMieileiil  >J      li «  i    ^ 

§.1.  Um  etwaige  grOsste  oder  kMÜs^l^'  \#Wfb^  Von  ft=rVi 
zu  bestimmen,  hat  man  nach  den  bekannten  Regeln: 


. ,     , » '. 


2 


I 


1      -  t' 


|?=i(l_&).rfx, 

1 

— ^  ■(}—lx).tLc....(ly, 


■  *  •  \  *  • 


i  r        ** 


Setzt  tean  l-ff|r;=0.  so 'ist  /ir=l.   ako.  ari=4=  2.218 ..-^|jJm' 

M  e 

= 1,444S68 ....  I  i^  =:  ^=:0,36787g6|. 


?=(.*^)f».5«l7»?ai*iisfe+(l;p,,ftr)?l.,.!„1    :c  /r..  ,     „„ 

*     ••"1*1      W  •M!J')r  !•)      >»«-':i!l     IIOj.'jK      .M|>I'i.|     i      •!      'l    I 

Es  ist  also  .         '"         . 


I 


iess  giehl  fiir,r=:e  den  Wertli 


t  ti 


»   • 


1     I    _    6    l    I    -. 
oder,  da  fe==l  Ut,  den  Werth 

i  i  -  • 


-* 


\\' 


««I  jip  Wf9ithei»rA04r|pd«i^eiJiiaM4iifi  w\fi\  ofpoOiI  lüoip^itf  ,«^r-Qp» 

(M  t>iL'j  1  >^u^  i'h.l»  »  »>  n<  .  n:!  is/i^Kaiii'U  f^SLiiLL ''il»  ~^-^  *  -  *! 
n  welchen  Werthe  von  y,  .Hift  jr*!fly.ftl- J^M*Aa^i.ifi=t*(ir-T»5 
die  cfst  näher  bestimmt  werden  müssen,  gehören ;  so  schlagen  wir 
fo%eoden  Weg  ein. 

m^M^iSS^^iBtTie^  WeHhe  \A^^  i^xA  'W^^^S^^- 
kdrige  jf  kleiner   und  nähert  sich  dem  Werthe  1.     Denn  wenn 

k=-z  kleiner  wjrc) ,  so  wM  aueh  \g^  klelber  i  mm  wird  aber  -- » 
we^i|,^i?=^+2  ist,  beim  WäehseiKiEOn  :^  um  c{a;=^c{;., verändert 

+   (e+x)«    •*-"     (e+x)«  •*^.'     ,,     ,,'.       , 

also  vermindert i. da  ffjirldic^  ii(**^)i^foW«^%l  B9l|i%,g«vni- 

neue  Werth  von  z  mdge  noch  so  sehr  gross  genommen  werden» 
was  also  auei^jd^np  m^  ^f^r^  M*  Wtpn  i^sIfVd^.^arthe 
«0  nähert. 


Es  wird  also  auch  y,  täi  x  =  e  bis  ^=qo  ,  stets  abnshmen, 

▼iniytol,444^-  bis^zi^VöS*  -^  Deb  Wcrth  g^V^  kdon 
aber  nicht  kleiner  als  1  sein»  denn  wäre  y<r  aüd  ^0,  also  ein 
acht  er  Brach,  so  konnte  nicht 

OD 

aus  y  =  V^  folget',  dkss  ^^"<=f  ^    i^t,  *wal  doch  ^^ch 
Erheben  beider  leiten  dieser  Gleichung  zur  Potenx  od 
folgt, 
sondern  es  wQrde  ^*<^*)»  also  um  so  mehr  noch  y*  <  1  aeio* 

Setzen  wir  aber  yz:zl+8,  wo  8  ein  ^unendlUrh  kleiner  Bruch 
=  äö"  *'**»    *®    ^'"'^  sicher   y*=i(I+d;^fc:ooV  also  Ist  y=Vao 

=  l-fd  =  ]-f55-;    da   aber  qö  S^g^°  ^  verschwindet,  so  ist 

OD 

y=:y"öo  =1  zu  setzen. 

§.  4.    Gehen  wir  umgekenft  von  !r=ie^  allmShIig  zu  kleineren 
Werthen  von  x  über«  und  zwar  zuerst  zu  den  Werthen  x<e....>i> 

SO  wird  dabei  auch  y^ya   stets   kleiner.      Denn   ist  jr=e— 2 


e— » 


und  t  <  «,  so  ist  y  =  Ve-^zv 


angegebenen  Grenzen  auch  /y 
dabertfücfajr stets  kleiner,  Uii'^ndKch,  bei^=:l»  attdi^=^&l^d. 

{.  5.'  Die-nftchsten  nd»  foigendett  Werthe  Toii'«liski3  Ichtt 
Brflche»  die  immer  kleine^' werden ,  so  dass  dabei  j?<l  upd  >0 
ist;iindiiian  siebt  leicM/dftsi2:^B.  "'      '  ' 

und  dass  allgemein  V  *=l  ~  J  =':r  i/st,  und  dass  dieser Wercn 
mit  dem  Wachsen  von  2>1  abnehmen  muss,  und/dfUM  eiralicB 


mu  ..'I  b  ^  ''  *  "y-  '"• 


,  I  Vä^or(«>)  ~P.T'  r 


also  VTF=0  sein  mussl 

x*  '         0 


173 

$.  6.  Ehe  wir  zu  ileii  iiegativeiy'¥Kerdi«n  Ton  x  übereehen, 
wollen  frir%ier  lidctt  B^i4ei4ift?/iliMA  s(n^Mdi<^r  bkh^lftenCote^ 
sochane  bloss  auf  die  positiven  Wenb6  von  y  RQcksicnt  genom- 
men haben,  dass  es  aber.aiich  negativcKWertne  vod  y  giebt,  die 
ra  positived  IWeHfaen^^to  j/^9r<to, Ji^V'delie^  ^tb  aber,  so 
wie  von  der  BerOcksichtigune  der  negativen  Werthe  von  x^  vor- 
erst noch  femer  absehen  wollen.  \y.^  ,i. ;;,. 

Denken  wirl'Wier'4ie«ev(Vorfans8etning,  dieCorve^  iil.wekher 
dK  fref^n  Enden  der.-f^ liegen,  die  zu,x=tf  bis  ;r^«>  geboren», 
filr  etil'  re'chtWibkltges  t:)[loi9rn>teiisy6fetn  itf^st^ulrt  and  linteräu-' 
eben  wir  4ieselbe> /noeh  Wieiten^nsu  ergidbt;  ei»h  4^  in  den^  (M-/ 
jeoden  Paragrapbei;i;£fitwicl^6)tf» 


jt 


I  1 


(.  7.    Fragen  wir  iußiv9t>  ob  ^  i^  yerbältniss  ^«^«l^^bes 

die  Tangentf  der  Neigung  des    El^ipentes  d^r  Carve   gegen  die 
Abdisi^axe  dfngicfbt,  etwaigi»  IWaxiina'vorkoihmen;  e|p  haben  wir/  dir 

nt,  falls  dieser  Differetttffitl^dMtettr^O  gesetzt  wird»  die^  Gleidiiftigt 

•der,  da  l=fc,  so,  dasä  fcr— l=ir^Ip  =  /r~J>  die  bequemere 
Gldcbnog:  **..,' 

(,0))%,-.(f)-,=O, 

»0,  dasf,  wenn  /f- }=— jr  J^  V  a:Hh ar*  i^t,  ein  solches  Maximum 
<fiff  haben  kann.  Beracksichtigen  wir  aber,  dass,  wenn  x<^e 
iit,  der  Bruch  -<1»  also  /T— J  eioe  negative  Zahl  ist,  folglich 
=— p  gesetzt  werden  kann,  und  dai^B,  wenn  a;>e  ist,  auch 
^>1,  aUo  '(f)>0*  folglich  positiv  ist,  und=  +  P  gesetzt  wer- 
den kann;  dass  aber  andererseits  di^  Zahl  +  Va:+;r^>j:  ist, 
gieiehviel  welchen  positiven,  ^erth  x  hat,  :dass  mithin 


*    t 


(teU  pocitiT  Mt,  also  =:-^7  gesetzt  werden  kaoo,  während 


1  f 


•tets  negativ  ist,  also  =  —  I  gesetzt  werden  kann;  so  ist  ersieht- 
Kck,  dass 


tti. 


.f    •  /      Ij'tll    i**'    ..     1.1       'u 


möglich  ist 
.  •    1>//Dfl  mm  np.*it<^y  heiBVf^aQhs^A.Aev  ^Mi^f  rmni'>«=0 

die  Zahl  <=  Vor +j:«  +  a:  wächst 'Von /i±iO  bb       ^         *  "'     ' 

SO  fojgf,  ^^sf^  ZW  iscbeq  a:=P  bis  a»^,i;  sipl^jfr  jM^.flfc^^flpfliUpt 
ein  einziger  rali  vorkommt,  wo  p^=^i  isf,  wo  also 


.A  ^f)=Ti^+y^^;^*f)' 


\ 


.) 


wird,.d^Jt>wo.^^Vi«  Maximuni  werben, -l^aw»  .  .    * 
Auch  Ondet  man  leicht,  dass  zwi^chcm 


'.).  .J 


\'^  1  A 

genauer  x=o    ""^  ^^^1?) 


„       .T=0^  und  x=0,5ö 

der   Werth  t^-^«"  .*"*    i »  durth  0,  in  ~  übergebt. 
Es  ist  dabei,  weil 

'      ".  .  il      ,  I      l       •    ,  *)  .    Ml      ■>    ■t'l 

t    '  .('•'''         li.       /     f'-^^^ 

/  •  \ 

untf       '••  '•■  '       •  '■  '         ,  ^i'''-'*  •  •'  ^\\]  ^-  "•■    '^''t 

•    '*  '    !        #    !      I.  -v»..^  .■:;!>;;     T'.!i:    r.   .        "7 .'  "■  ^ 


rüfln. 


alsoi^r=l— (or  +  V^^ist,     "^  '       '    ' 

auch     '' '  ■'■*    '       '""^      **•"    ''  .'..''•■    i  "^   ,    "  ^'Av.  ,\A  /i*,v 


'    f  I 


_  1— (x+ V"x+a:«>    X*  -;  ffl.g8~-f  V0,S8...  +  0;»...«) 
^~  ar  0,58... 


■       =^-o»w  ohngef&br 
*      =0,394... 

11)    Was  nuD  da«  fernere  Wachsen  der  Zahl  x  von  x=e  bis 
4;=Q0  anlangt,  so  ist  au  tbm^rkeb /-" dass 

l;  Die  Zahl  7=  Vil=^4-^  dabei  gleichfalls  stets  wächst, 
von  7'=  VeHh?—e= 0,46092^  bis  r=  ViT««— oo<|^. 

U)  Es  ist  nämlich  T  stets  wachsend,  weil  c?  7*  stets  positiv, 
d.  b.  >0  ist;  denn  wollte  man  annehmen,  es  g|ibe  einen  Werth 

rfr^O,  so  masste  fSr  denselben  '' '"'  v^      '        ^   '"'^'^ 

Bitbin,  da  r/or  nichts  sein 'soll  V".'   V     *^'    ^lo./    '  '  i  ilt    .r'.<i  in'jli 

'•*    i-ii    t\  — T.    i'i-     i.  '     •»j''ö'"*'^h*4/"''tlP^ ''''"'  "     "     '!'•••'»    iiJ'»  *' 
^^     ".  »!    -^  ..'.',  .11    l-'ilo  *'C  '•;•»  i!    '  n  »l-i  .fxi;  '  -  .    IiM  IIa  ilIJII    Uli 

1  i  4j:  +  4;r*^  4:r  +  4  jr«,  ^  .-nilf;)  •  -  / 

d.t 

1^0    ^  -.^^  ^\^^ 


*^,  iras  nicht  möglich  ist./  ^  _ 

1,2)  Es  ist  aber  ferner  T  stets  <^t  ^nn  wäre 


!r  stets  i;^t^nn  wäi 


alao 


»0  wäre 


fr^\rz^2     ~Ai^^  ^  *****  positiv  ist, 
^  -^  ^^^v"!"^-7^Mveil  7  positiv  sein  muss, 

»I  r    • 

.rl  •;;..! 


I       *  I  .       ■ 

also  I 


> »  1  * »  *  • 


da  nun  aber  x  positiv  sein  soll,  so  muss  2^—1  negativ,  also 

also  7  stets    <  5- sein.  ,,  ^     , 

Es  ist  aber  ferner  zu  beachten,  dass  '^ 

2)  bei  dem  Wachsen  der  Zahl    or«  i  vpn   0?=^  bis  x=cd  ,  auch 

die    Zahl   P=zlff\.^tetB^gAsikr  v^o)p=i'(j)=ObbP=aD' 

dass  also  noth wendig  wenigstens  einmal  P  so  gross   wird,  od 
dem  betreffenden  Werth  von  T  gleidi  zu  sein.».! .;  .  ,  1  .t;* 

Gesetzt  diess  sei  der  Fall  bei  dem  Werthe  xz=:B,  und  zwari 
wenn  mehrere  solche  Fälle  yorkompen,  so  sei  x=^B  innerhalb 
der  Grenzen  x=ze  bis  d=±db  '  der  Icfehiste  solche  "Werth  von  x, 
der  die  betreffende  Gleichheit  herbei£Qhrt. 

Um  nun  zu  untersuchen,  ob  noch  ein  zweiter  a.s.  w.  solcher  FsH» 
z.  B.  ßir  x=ß+x,  vorkommt,  kann  man  in  folgender  Weise 
verfahren:  *      :      *      i 

Es  ist  allgemein 

I 

dP=i--  dXfi     I 

X  ^ 


-=(^i')^ 


n      iv    I'!     t.t  .     I     - 1   '<        t 


< .  t 


I '.'     *  I  .    I 


mithin  da 


folglich 


.    ,V\lx^Wx\x^^^ 


.  I  1  j:  <2.V^  4-  x\ 


lfi^a:-^?V^+j:«<l 


( ' 


1T7! 


MiftiMb-.i      ..  i:"  I    '    . ,.-.() 


I. 


>.l 


I      ■ 


I ' 


'  '    '  '    *  f  ^r  vwm^   ,^'  J I        '1      1  i  n—     ^tw  <!      • 


rfi^.<;,*$(^?^.*^- 


Di  tber  ferner  V*  +  a:*>  x,  also  umso  mehr  noch  2  Va:+a:*>Ä', 

al<o  94/-     ■•  <-,  a^«<i  UD|  ^d  inehr  noch  dTK^-dx    i«t,    so 
fokt,  dass    allgemein  (fflr  led^n    unaerer  Werthe    von  x)  stets 

E«  ist  also  auch  filr  .:r>  j^  noch  Immer  dT<,dP.     Daraus 


fokt  aber,  dass  die  Summe  .der  ^^u  x^B  bis  x=B+Xi  gehörigen 
aar  tiiiaBtfer'fol^e^den  ^Wthe  rjom  dT  Meiner  ist  als'  die  SiuuDd 
TOB  eben  so  vielen  dazu  geborigen  Werthen  von  dP,  dass,  also 
Wm  feroeten  Wachsen  von  /*und'T'di6  Zahl  P  kein  zweites 
Utt  gleich  der  Zahl  2'  werden  kann ^  dass  also  «ueb  filr  ^r  >  e 
Mr  ein  bestimmter  Wertb  voa  4:,der  Gleichung 


/0)=r+V^Ff^— :if 


*  • 


6«i^  leistet. 

Aueb  findet  «um  leicht»  jdass 

i^wlsctaen  x:±4  un^  ^=36  •  - 

genauer  zwischen  x-=i  und  4;:^  4,5 

n  ,f       x=i^  und  x=iji 

,,        j?=4,3  und  a:=:4,4 

'a-=i'4,35  und'!:täsM'    '"*''^'>-' >-'  ^  ' 

^  .^^    :    :r=4,36  und  ar=4,4 

«b1  eadich  zwischen  as=4^undd;:=:4,37  die  Zahl  -73^  »<»    + 
feck  0  kl  —  (Ibergelik  .  .    , 

biber  ;r= 4,36...  und 


09 


../         •         *  „ 


,  « 


<Im 


mi 


<?)— -^v-^ 


fcc=l— jr+ V^+a^ 


*  \ 


.       1     .       1— ar+Vjr+j?« 


Thcil  XIT.  It 
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^.  8.  E»  finden  also  für  ^sO,85...  and  flir  x=iiM**»  dW 
IVlaxima  der  Steilheit  des  Cuntenelementes  statt,  bei  welchen  die 
Curve  eine  Wendung  Aacht,  d.  h.^a|is  positiver  Conveidtlt  in 
negative,  oder  umgäehrt,  fiberfteht,  indem  (bei  eonstantem  dx) 
bekanntlich  die  allgemeine  Formel  för  den  Rrfimmmigsradiiis 

de»  «weiten  DiffetsnüalquotienteB r^^lj  uls  Nesner  hat,  abo 
au/i".7|-  *P.  "^  Bbergeht,  ](venn  dieser  N(^nner  aas  —  In  +  dbergebt 
')  ^'f.  9.    Es  bt  also  did;  Cune  g#g»o  die  Abseisseoase  x  za 

zwischen  jr=0  und  ;r:irO,58...  conv^r,' 

zwischen  :r=0,58  und  ;r=4,36...  concav,, 

zwischen  :r=4,36...  uqd.j;:=fio  cf  nvex;|  '\  , 
bei  x^=0  ist  y=:0,  \  / 

bei  j?>0  bis  ,Jr<e  wächst  y  beim  Wachsen  von  d?, 

bei  j:=:e  erreicht  ^  das  MaxiiMiBi  V^2~  seiner  'GrOsse, 
bei  j?>  s  and  ,<  od.  aifnmt  j^  ab  b^jm;  Wachsen  von  x, 
bei  jr=oo  wir4  ^=i. 

§,  10.  Sabstitfii|ren  wir  überhaupt  in  die  bekannten  allgem«' 
nen  Ausdrücke 


•  .'  u    :.     .( 


ihr  das  Element  der  €anre'     ,        ds=sV^(dx)^+{dy)^, 
(ÜT  die  Tarnte  derselben         Tg.i=y^'^^^^^y^*> 


f. 


V   ' 


I  t 


«    ,  (       ,1 


mr  die  Sabtangente  8ubt«=:'^--9 

fttr  die  Normale  .       /  yocHi,t  4^  V^W'-K^)* , 

\  "^  ■'      dx 

fDr  die  Sabnormale  Subn.«=:  ^y^» 

dx 

far  den  KrflmmaDgsradius  'i^-         4^^^*^ 

*'        •  _; 

die  betreffenden  Werthe  von  g  und.  dg  und  d^,  so  erlMlten  wv 

nach  gehSriger  Veteinfachung: 


'^=(^)V*HKi-i^v5*' 


T«.i«V 
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1— ir 


Staut.  «=._^y'> 


_V^ 


srtn.«=(v-i:)4-L::^. 


■nd  wir  er^aheo.   das«  in  {edem   dieser  AuedrOoke  die  GrOeee 
1— £r  eine  wichtige  Rolle  spielt 

Da  aber  die  GrGsse  1  —  £r  eiofache  Fonnea  aimiiiiBit ,  wenn 
X  eine  Potenz  von  e  mit  einfacben  sanzeo  oder  gebro<ihenen  Ex*' 
pooenteD  z.  B.  ar=^®,  e*,  e*  etc.  «»,  «i...  «-^,  e-**.«.3j«^  wird, 
wdl  dann  lx=:Le^=^nle  =  n,  also  1 — /jr=l  —  it  wird,  wftbreiid 
dibei  zngieicb  die  in  mehreren  dieser  Formein  Torkommende  GiriSsse 

'  '  '?  (7)        ^ 

=€**  "  wird,  so  wird  in  diesem  Falle  jede  4er  betreflendan  For- 
nein  eiofacher. 

§.  IL  Der  wtcblicate  Fall  ist  der,  >vobei  n^Q,  jdso  U^^^O 
iiiidjr=l  ist.    Es  ist  dann 

Tg.lx^VT,  Snbt.f=l,  Sübn.|==;l;     .  . 
Ä^+V^"      =       Norm.  #= vT. 

|.  12.  (3ehen  wir  jetat  zur  Beriekslcbtteeng  der  negatiren 
Werthe  ron  y  und  auch  der  neeatiTeii  Wertne  ron  x  über,  so 
kommt  es  zunächst  wesentlich  darauf  an,  ob  jp  als  ^e  gerade 
•der  als  eine  aagerade  Z^hl  anfiritt. 

%.  13.  Ist  nftmlidi  op  eine  geriide  f^anze  Zahl,  oder  ein 
gerader  Bruch: (d.  p.  ein  Bruch,  d^r,  wenn  er  durch  Aufhebeh 
Reicher  Factoren  im  ZSmer  und  Nenner  auf  die  einfachste  Form 
gebracht  ist,  einen  geraden  Zfthler  und  einen  ungeraden  Nen- 
ner hat),  oder  ist  x  eine  gerade  Irrationalzahl  (d.  b.  eine 
Irrationalzahl,  die  das  Doppelte  ist  von  einer  anderen  Irrational- 
iabi)  s.  B.  =2%,  HO  n  also  ganz  oder  gebrochen  oder  irratlona- 
•ein  kann,  so  ist 
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so  daas»  wenn  ^2n  luögKch  und  positiv  ist,  sicher  y  iwei  Wertke 
haty  einen  positiven  und  einen  negativen  möglichen  Werth. 

Was  insbesondere  den  Begriff  Irrationalzahl  betrifft,  do 
ist  eine  Irrationalzahl  nichts  weiter,  als  ,,eine  ZahlensrOwe. 
»deren  Verbältniäus  zur  Einheit  nur  durch  unendlich  grosse  ^ibleo 
„genau  ausgedrückt  gedacht  werden  kann.    Z.  B. 


111) 


«:  1=3,14159....;  1,1 

=  314159  ....:  100000... 

Auch  ist  z.  B.  von  den  beidfiit  Irrationalzahlen  0,13113111311113.... 
und  0,mm'^12^tJf2!26...  die  letztere  sicher  im  Vergleich  zur  er- 
steren,  in  unserem  8inne,  gerad.  Die  Irrationalzahl  i^t  um  ako 
^n  Bruch  i  mit  u^iendlich  ^ross^iii  Zähler  und  unendlich  großen 
Nenner,  und  es  kann  bei  ihr,  sowohl  beim  Zähler  als  beim  Neo- 
ner,  ^frägt  werden,  ob  er  gerad  oder  ungerad  ist,,  gleich  wie  dieie 
bei  einem  gewöhnlichen  Bruche  gefritgt  werden  kiäiirt. 

•  §..  14j'iiWilrde  man  hierbei,  wie  wir  es  oben   stillschweigend 

Seihan  hdben,  annehmen,  dass  alle  Zahlen  x  (also  auch  alle  ge- 
rochenen 4U]d  alle    Irratiunalfi'erthe   x),  wenn  sie  in  Brocb^ 

als, --auä|g^4>'pckt' werden»  einen  und  denselben  (constanteo)» 

unendlich  grossen  Nenner  u  haben  *),  so  wfirde  dieser  ausdrflckeo, 
wie  viele  dx  in  der  Einheit  enthalten  sind,  und  der  Zähler  |  wfirde 
angeben,  wie  viele  tLc  in  dem  betreffenden  Werthe  von  x  eothat' 
ten  sind.    Die  Zahl  u  mtlsste  aber  dabei  entweder   nur  eioe  vo* 


als  ungerad  zu  denken.     Eis  käme  dann  nur  auf  die  Frage  am 

ob  I  gerad   oder  ungerad  ist,  um  in  entscheiden,  oh  g=^m  -^ 

^ 

=  V  (  — j     zwei  oder  nur  einen,  oder,  (alk  ^   negativ    usi  i 

gerade  ist,  gai;  keinen  möglichen  Werth  hat* 

Man     hat    nämlich    bei    constantem    ungeraden    Wertta  * 

I)  wenn  ar— +  |,  also  5=(|y  =  y  fiVbt: 

•)  Dai«    alflo  jeder  raöffliche  Werlh  viin  x  durrh  1  mit  cot»^^^ 

u 
onendJich  groctea  U  erreichbar  lei. 
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hl)  bei  MSeradenWertli^iivoD  j^  bloss  positiTe  >Vprtbe  von 
1*3)  bei  geraden  Werthen  von I,  sowohl  positive  al«  neea- 

i 

tive  Werthe   von  y^i^f^Y; 
V  irenn  J:=-|  >  wobei  y=(-.|j-|  =  ^pIV^,  also 

abo,da  k  ungerade  ist,  sodasKy^^V-  -lY-V  «t, 
%1)  bei  angeraden  Werthen  von   £,  bloss  negativ. ei  Werthe 


:»     t  •     • 


von 


y,  indem  y=--y  ^|V  ist; 


2,2)  bei  geraden  Werthen  von  $  keinen  möglichen  Werth  von 
y«  indem  danny=J:V  {  —  }    unmo<;lich   ist. 

$•  15.    Berficfcsichtigt  man  aber,  das^.liir  eine  Irrationalzahl 
X  recht  wohl  ihr  Verhältniss  zur  EMheit^ durch   einen  Bruch  - 

Wt  uaendlich  grossegn  Zähler -und  unendlich  grossem  Nenner) 
w|etteHt  gedacht  werden  kann,|  ohge  dass  darum  auch  fiSr  ver- 
■diieietc  matiotiale  Werthe  von  tc  die  Nenner  u  der  ßrüche  wie 

i  ^ 

^Oücfteo  sein  mfissen,  berücksichtigt  man  weiter,  c|aß|(  •;»  bei 

übm  stetigen  Wachsen  sicher  auch  W^erthe  erreicht,  die  als 
Mebemil  g^radenk,  Nennifer  (bei  ungeradem  Zähler)  äü^ziidrCisken 

W,  bdem  x.B.  x=o'  <>^cr  a:=ö"  u.  s.  w.,  durch  :^=^*^     mit 

Vigeradem  Nenner  u,  sei  u  au^h  noch  so  gross,  nie  ahsplut 
gMao  ausgedrückt  gedacht  werden  kann,  so  sieht  mati  lekht  ein, 
<Ut  San  Eier  nicht  nur  |,  sondern-  ättdi  u  als  veränderlich  den- 
^  muss.     Es  versteht  sich  dab^i  von  selbst,  dass  der  Bruch 

^  (durch   AuAeben   der  gemehiscl^aftlichen   Factoren   im   Zähler 

Bsd  Nenner)  auf  die  einfachste  Form  gebracht  anzunehmen  ist, 
(weil  sonst  ein  und  derselbe  Werth  von  x  in  unendlich  vielen 
vertchiedenfn  geraden  und   ungeraden  Formen    in    Betracht 

Itee);  dass^  also  in  dem  Bruche  —    Zähler    und    Nenner     nie 

gleichzeitig  (d,  h.  flir^inen  und  denselben  Werth  von  x)  ge- 
^^d  t^o  können. 
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Wird  dies  vorausgesetzt  9  so  sind  nur  folgende  Ptlle  inSglieh; 
1)  X  ist  positiv,  also  j?=:-|-— ;  dann  ist         , 


V?Ti 


1,1). I  ict  gera^.  also  u  ungerade  dann  ist 


=±vw 


\ 


} 
d.  h.  es  giebt  für  eio  gerades  £  sowohl  eineo  negativen  ak 
einen  positiven  Werth  vony. 

1,2)  \  ist  ungeraderes  ms^  dann  u  gerad  oder  nngerad  sein,  so 
hat  doch  y  nur  den  einen  möglichen  Wertb 


'=+V(t)" 


2)  X  ist  negativ,  also  jp= —  i  also 


Ist  nun  dabei 

Stl)  {g^ta^l»  ^OM  ungerad,  so  ist  (  — t)  =  —  rrTV»lwö6- 

gativ,  mithin  y  unmöglich. 
Ist  dagegen 
2^2)  \  angerad  und  es  Ist 

2,21)  auch  u  ungerad,  so  ist    . 


(-!)=-(!)•' 


also 


»=-V^*=-(l)5' 


also  ein  negativer  (aber  kein  positiver)  Wcrth  foi»  > 
vorhanden; 


18S 

%^u  geradwife  ist         /    \  , 
also  > 

folglich  ein  positiver,   aber  keifi'  negafiver  WeVtN  von 
y  vorh^Dden.,  i        .  Y  .     ' 

§.  16.    Es  giebt  also,  wenn  x  posiüv^  also  =:+  q  ist, 

I)  indem  Quadranten  ('f^JT'-f  F)  s^  jeäetn  Werthe  von  x=i-{-q 

doen  daza  gehSrigeo  Wertb  ^^^^^  V  {fv  And  idieifiertanmillieit 

i«h  die 
BiD  ^  ateti 


nnintbeit  der  durch 
ladet,  w41.  nur 
cbe  unterbrochene 
des  Corvenschenkel 


CUeichnng  y^  -f  V^^  ^estimAitj^il  PiAikte^  bildet ^.  wenn 

etigwacDsend  denkte  eine  ununternroctiefie  Linie,  einen 

exogenen  Curvenscbenkel,  den  wir  bereits  oben  beschrieben 

II)  in  dem  Quadranten  (-f-Jf— F)  nur  zu  jedem  geraden  Werth 

..  .  .    •  •        .        •  .  .     ,      ,  y  .    .    ,.     . 

^s=-f9  einen   dazu  gehörigen  Werth   y= — V^  ,  und  die  Ge- 

rch  die  Gleidiung  yrz'—Y^  bestimmten  Punkte 

£ecaden.l^rlbe  viOn  ^.bertickeidiii^fiheideb» 
inie,  einen  punktirt  i^ebildet  i0n  denheo- 
eea  uurvenscnenkel,  der  (als  ununtecbrocheii  ^^dacht)  dem  in 
tfem Quiduuit«n  i+XrfY)  |W;mIni.  gegefAildlicb. gleich  ist  Es 
tekko  aber  in  ihm  diejenigen  bilden dep  Punkte,  welche  zu  un- 
finden  Werthen  töh  q  (i;ehureiii" 

j.  17.    Setzen  wk  jetzt  a:  «kegativ,  also^  ar=:-^^rü  -*  *;  ^imlt- 

Vkff-y/  r-q,  so  gieht  es 

fli)  I»  dM  Qvtdr^lDtto  (—JX^Ji)  nu^tn  judemaolcl^n  Werthe 

VM  y:±-^y  bei  dem  sowohl  u  als  i  ungerad  ist,  einen  -tlazugehu- 
Hgeo,  möglichen  W^rth  Yop^y^iiiipUch^  ■ 

,     '  ;m'/      f.    '..'Hl";-,.     «:.(*♦  .•'     T-»'>     "r'li    "'/ 

•  r  "  '>  .  'I  '1'  i  1   1   (■  :     '("  \\    '  fA>   ' '       '^\ 

•.      '    /    u^r^ r^^{fUk^''k'  19*  Nr.  Wl);-  -. 


«'I 


nO  In  4em  (J^dranteq  (rr.X-H-  f)  «l^r  nur  zu  je4«m  so!chi)B 
Werthe  vopi,  g=:=  -^.  l^ei  4«ni  £  oog^rad^  ii  aber  gt^ad  ist,'  «Inep 
dun  gehörigen  möglichen  Werth  von  y,  nSmIich: 
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,=+(Dj=+a) 


1\JI.,; 
f 


=4-1-  (sfehe  $.15.  Nr.  2,22). 
}•  18./   Ha  wir  obei^  g^ohen  haben,  dass  am  uogeradeo  Wer- 


\.  i 


tben  voo  ^x  nur  poisitWe  Werthe   von  V^  gehören,   nnd  dass, 
wenn  ;p,d^e  W«rthe  bat:     .  .    ,'  .,i  .  .,, 

Mcb  V^  die  daira  gehörigen  Wevthe  bat^:  '• 


=  [V7],-(<V7und>l);(=^l)        ^  ,   ,..   ., 
und  da  das»  was  ron  einem  ungeraden  j;,und  dein  dazu  gehörigeo 
Werthe   V^äT  gilt,  auch   von  dem.  ungeraden  Werth^  von,  q  ond 

dem  dazu  gehörigen  Werthe  von  W^gelten  iMSsj^^sfo'M^  diffr 
wenn  f  die  Werthe  hat:  ..i  .  .dv 


I'  •  .. 


L«         " 


M4;h ^ie  Grösse  . — .die  Wertbe  faaben  imusc 

vT 

.*-y--xs(+«)^(<oottiid>l);(Äl)/<l«ifd>^^».^ 

[=-^l;(>.:^dni<:l);(=I);    '     '"      ' 

5.  19.  Wollten  wfr  dajier  in  dem- Quadihmten  (-J^-][L'? 
Werthe  der  in  (-— J^  ^u  nehmenden  Absctsse  7,  die  zwiidieA 
9=0  und  f  ==op  Hegen,  jene  ununtdrbroehen  gedachte  w^® 
construiren,    iSr  welche  Üel  jedem   solchen  Werthe  von  q  ^ 

y=--y— in  Betracht  kommt,  das  4Ut>  die  Grösse  5 —  W  n"«' 

In  der  Richtung  (-^  K)  liegt,  tio  würden  wir  d(e  M^'  M^^fT^' 
tieh  flauptwerthe  Ton  ^  und  von    r — benutzen.  kuiNieli/ 


L 


185; 

ün  aber  die  ip  dle0C|r  Gontie  ;i2Qrkomiueii4(ii>  Weodep«nkte 
n  bestimmen ,  hXtfe  iitui  z«  berOekiicbtigeii»  da««  , 

\ät  uDd  da«§;,aus  der  ideicbung     /        , 

(/,-l)«-2y(^-l)-|-,  =  0. 
ibo  aim  der  Gleidton^ 

der  Wertb   von  /(^J  gefunden  wird  als 


'(j)=+»±V^,  +  9«. 


•d^  iraa  im.  Wesen^bep  daaaeljbe  ,^t,  da«^|  wenn  dleae  Glet- 
cboog  gelten  soll , 

tdn  moss. 

Daraus  Wtird^  sicli  sogleich  ergeben,  dass  ftlr  Wertbs  von 
f>die>0  and  <1  sind,  diese  Gleichung  nicht  mos^lich  ist, (zu  an- 
B&pfidien  Werthen  von  Iq  Rihrt),  dass  also  zwischen  ^=0  und 
f =1  ftr  diese  Curte  kein  IVeiideputtkt  eiislirti 

Daraus  wflrde  femer  sogleich  ersichtlich  sein,  dass,  wenn 
f^J,  also  V  —9  +  9*  möglich  Ist,  nur  der  Werth       '    ' 


'  t 


ifnacbbar  sein  kann,  Ifidem  ohnehin  9>fa  ist  (w^il  e'f>fa,  da 
•>  V7:  MX  sisa  am  so  ine^rnoc|i  ^,.,;  I    ,   . 

(7  +  l)  +  V-»+9«>/v 

t 

iit   Daraus  würde  folgen,  däss  iwisch^  ^tsfünd  93=00  nur  ein 
WuMtpunlit  vsrkomml,  imd  dass  fkr  ihn    , 


*  I  _^ 


^=+(9  +  t)-V^9+9* 


'  .'   .m*.  .       .,■,..      ..     '  '       .  ;    •    • 


Miamss,  und- man  wir^  leip}it  finden. 


.     '4  '   •    .  1. 


IM 


dliss  Kwldcken  qsa4     und  q^^6   Y      J.     r*  ^ 
senaaeT  zwischen  ^:^ifi  nnA  gss6    l      ^"®   W«?®^..:._ 
^         .     „         y=4,6  und  ^=5    (      (q+D-^-^ 


„  „        9=4,0  und  7=4,7       aus  +   i^ — fibergeht, 

u.  s.  w.  ' 

so  dass  der  gesuchte  Wendepunkt  zu  einem  Wertbe  Ton.  q  gebSit 

der  zwischen  q:=iAfi  und  ^=4,7  liegt,  iind  dass  dabei 

« 

1  1 

v^      vi;«: 

In  dieser  Cunre  liegen  natflriicb  auch  ^aU^  jene  Punkte,  die 

durch  die  Gleichung  y^zSTw  (fir  den  Fall  W^mmt  werden,  io 
welchem  a:=  — ^  und  ^zp-  ^  bfsschaflbn  ,ist,  dass  sowohl  { 
als  u  ungerad  ist.  ^   ' 

C.  20.  Das  Bild  der  ununterbrochen  gedachieu  Corte, 
welches  in  dem  Quadranten  ( — X-^Y^  so  construltt  werden  kSnnte, 
dass  in  ( — X)  die  Abscisse  =7  fabgesehen  von  der  Richtong, 
also  vom  Vorzeichen)  >0  und  in  aer  Itiehliinff  (+  F)  die  Ordi« 
nate  y   senommen  würde,  wenn    zu  jedem  Werthe  von  7  fh 

y=-f.'^.  -  gehorte«  bedjEurf,  afs  ein  blosses  Gegenbild  der  im  to- 

,  '    ^T  ■■   '■'      .     ■     •'"■''■ '. 

1 

rigen  Paragraphen  erwftbnten  Cuifve,.wo.y=5-- -^;^7   wjirj  keteer 

weitern  £rlftuterung»  / 

'••.*-•;■     .  -    '  .■      j  .  '    .  j  * 

•1  • 

Da  es  alle  Punkte  umfiftsst,  die  durch  die  Gleichung  f=H^ 

^'    (*:■:-    •  ^ 

In  der  angedeuteten  Weise  bestimmt  werden,  so  umfasst  es  aocn 
alle  jene  Punkte,  welche  durcb  die  Gleichung  yz^VxOtienV^ 
bestimmt  werden,  in  welchem  ar^--^o'^-^--iftQf'  t^esbbdhn'M 

dass  §  ungerad,  ii  dag^eo  gerad  ist. 

I  \»  -    f    i     ;   *    ; 

i4'2U   Die  Curye  ^=1^0;  M  ^f\    . 

I)  in  dem  Quadranten  (4X+T)  eiiieo  geaogeneo  IJdiniijülv  ^ 
weichem  kein  bildender  Pimkt  fehltji 

II)  in   dem  Quadranten    (^A— F)    einen    punktirt  gebiMetes  ^ 

Schenkel,  in  welchem  die  zu  ungeraden  Werthen  von  ^^^^f  ^ 
EU  ungeraden  Wertben  von  |,  gehOrtgen  Ufd^nAem  Punkte  ftM^' 


J 
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llf)  in  dem  Quadranten  {—X — F)  einen  punktirt  gebildeten 
Scheokel,  in  welchem  diejenigen  bildenden  Punkte  derCurve  fehlen, 

1)  welche  bei  ar= zu  geradenWerthenvonf  gehören»  sowie 

2)  jene,  welche  zu  geraden  Werthen  von  u  gehören; 

IV)  in  dem  Quadranten  (-^X-i-Y)  einen  punktirt  gebildeten 
SdMiikel,  in  welchem  diejenigen  bildenden  Punkte  der  (ununter- 
brochen gedachten)  Curve  fehlen,  welche  bei  a:= 

i)  zu  geraden  Werthen  von  £  gehören,  sowie 

S)  jene,  weiche  lu  ungeraden  Werthen  von  u  gehören. 

* 

$.  22.  Die  SiCichnung  auf  Taf .  fli.  soll  dienen,  die  Curve  v  ==  V^x 
so  rersinnlichen.  Die  i}nterbrechungen  einer  Linie  durch  oooo 
•oH  eine  unendficbe  Erstreckung  anmtlSsiv '  '   / 

$.  23.  Merkwürdig  sind  die  verschiedenen  Ursachen  des 
Fehlens  bildender  Punkte  in  den»  den  verschiedenen  Quadranten 
angehörigen  Schenkeln  der  Curve. 

Im  ersten  Quadranten  (•{- J^+ F)jreklt  kein  bildender  Punkt. 

Im  zweiten  Quadranten  (A-X —  Fji  fehlen  die  zu  ungeraden 
Werthen  von  j^  J^ehOrigen  bildenden  Punkte,  weil  die  ungevade 
stt  Wurzel  aus  einer  positiven  Grösse  x  keinen  Werth  von  der 

s 

Ftnn   —  VV  hat. 

Im  dritten  Quadranten  (— JC— F)  fehlen 
i)  die  sugemden  Wertben  von  a  gehörigen  bildenden  Punkte  der 

Curve,  weil  die.  gerade  —  arte  Wurzel  aus  —x,  d.  b.  V*^, 
unmöglich  ist; 

%  He    zu  geraden  Werthen  von  *-  -     gebArigen    bildenden 
Pimkte  der  Curve,  weil  bei  geradem  Werthe  von  -^  -    eki 


Werth  -(^y    ßlr  V"-«   nicht  existirt 


Im  vierten  Quadranten  (^X+  F)  fehlen 

1)  die  zu  geniden  Werthen.  von  x  gehörigen  bildenden  Punkte 

\  — » 

der  Curve,  weil  fiirgerad|B  Wertbevon— ;r  ^ie  Grösse  V  — ar 
unmöglicb  ist; 

2)  die  zu  ungeraden  Wertben  von gehörigen     bildenden 

«2» 

Punkte  d«r  Curve,  weil«  bei  angeraden  Werthen  voti  — *  ein 


Werth  +  ^Jf  filr  \rZ5  picht  exhtirt. 


n'     t 


L  


13$ 


f     , 
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Ueber  eine  ipiomoiilselie  AuQrabe.«) 


Von 


Herrn  0r.  Benjamin  WitzAcheL 

Ldurer  der  ÜUtlldiiMUik  und  der  KatarwiMentchsfleii  am  GjrmiiMUia 

Zwickau  im  Jfi.  Sachsen. 


Auf  einer  Horizontalebene  stehen  in  drei  Punkten  A,  B,  C, 
von  de^en  g^enseitisen  Entfernungen  nur  eine,  z.  B.  AB,  bekannt 
ist,  drei  vertikale  Stabe  A'A,  B'B,  CC  von  gegebener  Länge. 
An  welchem  Orte  der  Erde  und  an  welchem  lage  des  Jahres 
wird  ^a  Mich  zutrapen ,  dass  das  älqbattenende  dea  Stabes  A'A 
durch  den  Fusspunkt  Ä  und  C  des  zweiten  und  dritten  Stabes, 
da«  Schatt^nende  des  Stabes  ffB  durch  den  Fusapunkt  C  und  A 
des  dritten  und  ersten  Stabes/  und  das  Schattenende  des  dritten 
Stabes  CC  durch  den  Fusppunkt  A  des  ersten  find  jBomit  aueh 
durch  den  Fusspunkt  B  des  zweiten  Stabos  jg^ht? 

I.    Aufids'ung. 

Der  Einfachheit  wegen  stelle  man  steh  vor»  i^^  idie  Sonne 
innerhalb  34   Standen    sich  um  die  Erde  in   einem'  Kreise  der 


>>  I  I 


■•»*■ 


*)  Za  dieser  schon  xiemllch  alten  aber  gewiss  nicht  unintereaiSil^ 
Aiilgid»e  hatSchooten  indenZnsatzen  stuc.Geometrie  d<>*  Carteiii> 
etne  namensche.  für  den  Jelttgea  6tand  dfe^  tVig^^schtft  weitscbweiig^ 
Losung  beigebracht.  Die  am  genanntea  Orte  gerel^ne  Fassunr  ^^ 
Aafrabe  ist  folgende :  Tempi^re  «vamo  eredis  ältcimi  £^rrarl9e%  •«  P^ 
peodicalnm  tribns  baealis  in  piano  horiionfaili  In  pttnoCis'  i4,  B^  C,  ^"^ 
mm  Is  qni  in  A  sit  6  pednm,  qni  In  B  18  pednm  et  qni  In  C  8  |>e4an, 
existente  linea  AB  33  pednm:  contiglt  qnodam  die  extremitat^m 
nmbrae  baenli  A  transire  per  pvnela  B  et  C,  bacali  antem  ß  f^ 
pnncta  i  et  C  et  baenli  T  per  punctum  A^  unde  8t,  ut  etiam  per  ponctom 
B  sit  transitara.  Qnaeritur  jam ,  quo  terrae  loco  atqne  aani  die  b>*c 
evenqrintt 


IM 


der  UimmelsHXe  und  entfernt  sicli  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel 
■■  d«n  iAnn«  der'  DcblinaKon  S  der  Sonne.  Der  Radio«  d«MeI- 
bu  Kreises  isl  dem  OosiwH.  der.Üekllnatibn  S  sleich  eu  Wtaen. 
E«  imdeu  demnach  die  RichtunRea  eines  inserbalb  24  StUndca 
durcb  ein  und  denselben  Punkt  A'  gehenden  Sonnenstrahles  eine 
KegelSliche  zweiter  Ordnung  beschreiben,  als  deren  Leitlinie  der 
*CM  der  Sonne  scheinbar  beschriebene  Kreis  angesehen  werden 
kxm,  deren  Scheitelwinkel  dem  doppelten'Complement  (ff — 24) 
der  Dekllnetlon  gleich  kommt,  und  aeren  Axe  wegen  des  Paral- 
MiMDDs  aller  an  verschiedenen  Orten  zu  gleicher  Zeit  einfallen* 
deo  SunnenBtrahlen  der  Erd-' oder  Himmelsaxe parallel  sein  raaes. 
Ob  der  Punkt  A'  nach  feiner  materiellen  Besenaffenbeit  die  Son- 
nenstrahlen uDgebrflchen  hindurchlfisst,  oder  dieHelben  sanz  unter- 
bricht, bleibt  sich  hierbei  ^snz  i^leicb,  indem  hn  letztern  Falle  die  er- 
wtliBteKe^elfläche  von  ihrem  Mittelpunkte  aus  zur  einen  Hklfte  als  rao 
Sannenstrablen,  zur  andern  als  von  Schattenslrahlen  erzeugt  gedacht 
werden  kann.  DerKürzewegea  wirdinderFol^edieeineUltlneflerSon- 
ncnkegel.dieanderederäcfaatteiikegel  genqtuit  >Terden,  wenn  sich  die 
Nothwendii>keit,  beide  Hüllten  von  einander zuunterscbeiden,  hcraus- 
ftcllen  sollte.  Das  Schattenende  einer  von  A'  auf  die  Horizon- 
taiebene  geßillten  Vertikale  A'A,  die  als  einer  der  in  der  Aufgabe 
erwihnten  Stäbe  angesehen  werden  kann,  muss  nun  in  der  Durch- 
«chnittslinie  der  gedachten  Kegelflüche  mit  der  Hnrisontalebene 
Gegen.  £s  ist  ferner  leicht  einzusehen,  dase  diese  Verlikale^'^ 
•der  der  Stab  mit  der  Axe  der  KegelflSche  einen  Winkel  bildet, 
itt  dem  Complement  xur  Polbfibe  9)  desjen^en  Orts,  in  welchem 
der  Stab  eingesteckt  ist,  gleich  kommt.  Die  Gleichung  der  er- 
ffibnlen  Kegelflficbe  ist  bezogen  auf  ein  rechttvinkliges  Coordi- 
ntHsysteni 

^'■  +  y*=»'«coti*, 

«oM  S  wiet  I  Axe 
dtri'Bilder  1  Mit- 
telpunkt de«)  nderb 
CMKÜnateoa.  e  der 
r't'  in  der  f  tau^ 
■it  dieser  Ci  n  die 
GleichoDgen  1  dM 
Schatten  ende  ,  und 
u  dessen  I  Weg 
s'Orde  aber  1  Ve^ 
«id^lvitsen  fl  kOn? 
Ko.  Man  drebe  das  Axensystera  um  die  Axe  der  y,  so  dasa 
fie  neue  lAxe  mit  dem  Stäbe  A'A  lusammenfällt ,  also  der 
Drebunga Winkel  dem  Coufplement  der  Polbübe  7  gleich  ist.  Ver- 
Bittels  der  dazu  gehürigea  Tagesformationsfoiraela : 

V  =  XSiB  9  —  ZAOS  7 , 

i'^islnfi-f  2C<»9 
geht  «big«  tileiditing  der  K«g«lflXch«  Aber  in 


1»0 

0a  nadi  dhßMm  neaen  Atensystem  die  Hoiiz«atiMieDe  nr 
Axe  der  x  normal^  «der  der  äty-  Ebene  parallel  MI,  eo  hat  nao 
für  dlesetbe  die  einfache  Gleicnung 

wenn  b  die  Edtfemai^,  der  Ebeue  vom  tioordiBatetianfang»  d.  k 
die  Läase  dea  Stabe«  bezeichnet.  Durch  einfache  Subtttitutioo 
von  b  iüT  t  \n  dtr  Gleichuog  der  Kegelfläcbe  erhält  man  die 
Gleichims  des  durch  die  Horizontalebene  mit  der  KegeiBäche  ge- 
bildeten  Kegelschnitts: 

:f«(sia9«---cos  d^ -hy^NB  d»^2Ajrsia9oes^ -t-'^^Cs'iO  d^^sin  9S)=A 

oder 

il#^  +  iVy»^i2ÄÄ+  06«=0, (0) 

wobei 

j»          cos2yH-cos2d 
Mzizslngr — co8  0'= — ^ , 

JV^=sin  d«, 

P=s8ln9»cos9)        =:       — 5"^' 

^       .    ••       .      ^           co829>— co82d 
Qssino*-— sin^)'  =      ^—q 

gesetzt  urorden  ist  Es  ist  also  (0)  die  Gleichung  des  vom 
^cbattenende  des  Stabes  ^6  beschriebenen  Kegelschnitts,  weoo 
die  Polhohe  des  Ortes^  wo  dies  geschieht^  :=i(p  und  die  Dekli- 
nation der  Sonne  zur  Zeit,  während  der  es  Tor  sich  geht>  =3  ange- 
nommen, der  Coordinatenai^fiBine  in  den  Kusspanlct  des  Stabes  nui 
die  Axe  der  x  in  die  Mittagslinie  gelegt  wird.  Sind  nun  bi,  ii, 
63. die  Längen  der  Stäbe  2<'^,  B'B,  CC;  di.d^^d^  die  Entferoun- 

§en  AB,  BC;  CA  der  Fusspunkte  A,  J?,  C  dieser  Stäbe,  von 
eiien  der  Aufgabe  gemäss  nur  eine,  z.  ß.  ABi^eL,  als  bekannt 
Torauszusetzen  ist;  Kegt  ferner  der  Coordinatenanfang  im  Foss* 
punkte  A  des  ersten  Stabes,  und  sind  die  Coordfnaten  der  Fo^' 
punkte  B  und  C  des  zweiten  und  dritten  Stabes  resp.  e^  ^  vnd 
«^f  hf  wobei  die  a  auf  die  Axe  der  x  und  die  ß  auf  die  dw 
jf  sich  beziehen:  so  sind  die  Gleichungen  der  von  den  Schatten' 
enden  der  Stäbe  A'A,  WB,  CC  beschriebenen,  und  auf  «io  ao^ 
dasselbe  Coordrnatensystem  bezogenen  Kegelschnitte: 

'J!fx«+2Vy«— 2P6iÄ  +  Q6i»=0....  (•) 
ir(^-«t)«+iV(y-.iS,)«-2P&,(ar-.a^  +  Q4,«=0....  («) 
Jlf(:r-«i)«  +  iV(y*-Ä)«^2Äi(^-.ai)+Ö4^«=0....(M<) 


Iftl 

I)  die  FuMpankte  des  zweiten  und  dritten  Stabes   lo  der  vom 
Sdlatten  de«,  ersten  bagchriebencsn  jUinie  li^en,  d.  h» 

>/«»*+ ^iJ,«-2/'6ll%+Q6l«=;0    .....  a) 
Jtl«^*-tNßi*-iPbia,  +  Qbi*=0 (2) 

3)  die  Sclattettfinle  de«  «weiten  und  dritten  Stalies  durch  deo 
FiHpoDkt  de«  er»teq  gelten»  d,  il.- 
J»««'+^fe*+el'4««i+e^»=0    (3) 

*«>*+^^^"+2l^«I+QV=o W 

3)  endlich  die  Schatteniiiiie  des  zweiten  Stabes  durch  den  Fnss- 
prah  des  dritten  eehen,  sowie  die  EntftROung  des  ersten  und 
iweiten  Srabes  ^«i  sein,  also 

Jf(«, — «^«+ iV(jS, -^j)» - 2/>6j(«, - oi)  +  QA,»=0. . . .  (S) 

«i»+f««=rfi> (6) 

Die  10  diesen  6  Gleicbungea   enthaltenen  6  Unbekannten  o«» 
k  ^t  ßz*  9  und  i  können  anf  folgende  W^e  besttmmt  werden. 

Dmrth  S^btnlktian  der  GU  (p  upd  (2).  von  resp.  (3)  und  <4) 
crhllt 


Q 

2P(Äi+6a)ai=(?(V-***);  «i=5^(6i— 6»)....  .  (7) 


Mdieh 


.   (» 


•%-«ii5=^p(**-A) 


■ 

Der  Werth  von  0^ — o^,  im  dritten  Gliede  von  (5)  eingesetzt, 
fWrt 

Jf(«,-a,)H^(«i-«4)«-Q*j(*j  «-65)  +  Q*««:=0, 

^/tfCtts  — «j)*  +  ^(tfi  — o^+OMs=0...M. (5)* 

Addirt  man  zur  letztem  Gleichung '  —  Q6,*-|-QA)*=:0  und  he* 
räcksicbtigt,  dass  man  (oft— 03)'  för  (o^ — o^^  setzen  kann,   so  er-  s 


•der,  da 


I  ■  t  1, 


»  k 


If3 


'M;.  .. 


woraus,  mit  Vei^eicbungr  rnh  (IH ),  hehwgebt  ;.  dafts  auch  iu 
Scbattenende  des  dritten  Stubes  durcb  deqi  Fiisspunkt  des  sw^ 
ten  geben  lüass/'  f .  .  -  <, 

Man  fahre  ferner  in  den  Gleichungeb  (3)  und  (4)  die  unter 
(7)  undiOS)  enthalte^n^pi  Wertbe  vpn.o^  und  ft$  ^^9  !^!^  '^^ 

Ma^^  +  Nß^+Qb^bt'^-Ö  . : : (3)» 

J*ai*+JVft*+OÄ|*y=i=0. (^)* 

Die  Somme  beider  Gleicbungen  von  (5)^  abgezogen,  giebt 

oder,  wenn  man  ^^Nßtß^  transponirt  und  hierauf  die  Gleichmig 
quadrirt; 

Versetzt  man  ebenfalls  in  den  Olelchurieea  (3)*  nnti  (4)*  resp. 
Nß^*  und  Nß^'*  auf  die  andere  Seite,  nialtiplicirt  dann  beide  Gl«- 
cbungen  mit  einander  und  Tervierfacht  das  Pradokt,  so  erbilt  nun 

Zieht  man  beide  zuletzt  gefundenen  Gleichungen  va  einander  ak, 
und  dividirt  den  Rest  durch  Q,  so  hat  man 

4ilf«,«i(6,*,-  6^,  +  6,6,)+Q(*,6i-  ÄA  +  Mi)* 

Nun  ist    . 

*.  I.        /    '   . 


«•**a*i  +  «i?*f  Äi 


•I 


Diese  Wertbe  »nbstituirt  geben,  naehdeik  man  das  Residtat  dnrcb 
Q  abermals  dividirt  und  mit  P*  multiplicirt  hat. 
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odmr 

wcBo  man  der  Kürze  wegen 

letxt  Ffihrt  man  statt  der  abgekürzten  Bezeichnungen  M,  P,  Q 
die  dorch  die  doppelten  Bogen  von  q>  und  d  ausgedrückten  Kreis* 
fool^tioDen  wieder  ein,  setzt  also 

sin29>^ — sin2d^  ^  ^    ___ 


•0  eilüUt  man 


4 

»Ittll    4»V^ 

~      4 

„  MQ-.P*; 

«D  2«,«=  *"'' 

sin  2^. 

OoD  Aüsdnicke  des  Faktors 

I'Sbmo  loch  einige  andere  Formen  gegeben  werden»  als : 

1       1    .    1  ~ 

I 

TW  XIT.  IS 


(T) 


von  denen  die  beiden  ersten  zur  Vereinfachnng  der  nnmerisdieQ 
Berechnaog  dienen  dflrften,  die  beiden  letzten  insbesondere  aber  bewei- 
sen, dass  der  Werth  von  ^  ■  ^  stets  positiv  sein  mass.    Es  soll 

daher  anch  in  der  Foise  dieser  Faktor  durch  C*  bezeichnet  wer- 
den, um  dadurch  zugleich  den  stets  positiven  Werth  desselben 
anzudeuten.  Somit  hat  man  als  die  erste  einfache  Beziehung 
zwischen  tp  und  d  die  Gleichung 

sin2^«t=C«sin2d« (10) 

Werden   in  der  Gleichung  (6)   die  aus  (7)  und  (3)^  gezoge- 
nen Werthe  von  o^  und  ß^  eingesetzt,  so  hat  man 

«1*=««' +P«'=  — ipijy     KO—btr—  ^0102, 

oder,  nachdein  man  eingerichtet,  för  M,  N.  P,  Q  die  durch  die 
einfachen  Winkel  od  und  d  ausgedrückten  goniometrischen  Funktio- 
nen gesetzt  und  die  Gleichung  durch  den  gemeinschalUicben  Fak- 
tor cos  9*  dividirt  hat, 

(*i  +*i)*Bin  9^— 2(6iH6t*-f  2rfi«)sin9Vma«-f  (6|-.64)«8in«*=ft 
Setzt  man 

6i+*.     -"*'     A,+A,     -^ 

und  bemerkt,  dass 

so  erhSit  man  aus  obiger  Gleichung 

(»in  v«-  (/<  +  Ä)«8in3^  («nv«  —  W— ^»sina«)  -0. 

oder  sin9»s=(ili:Ä)«sin«^ (W 

als  die  zweite  jeinfache  Relaßon  zwiseben  <p  and  d.  Hi^bei^ 
noch  zu  untersuchen»  ob  beide  der  unter  {l})  enthaltenen  WenBe 
ßir  sin  9)^  zulässig  sind,  und  welcher  Ausdruck  im  ent|e£enff^ 
setzten  Falle  für  -  die  ^weitere  Berdehnung  zu  benutzen  isi*  ^ 
dem  Ende  muge  erst  die  Entwlckelung  der  aus  (i)^  und  (4r  P[ 
Eugenen  Ausdrücke  für  ß^  und  ß^  vorgenenunen  werden.  Mao  bat 
nämlich 


IM 


Nm  i»t 


daker 


liSbrt  man  statt  7  und  p  die  oben  angegebenen  Werthe  ein ,  so 
bdet  «ich  nach  einer  leichten  RechMing,  dass  die  Zähler  vor* 
stehender  Ausdrücke  Tollständige  Quadrate  sind,  so  dass 


^=± (^n^l  'V  -IT' 

P»-±  (?— 1>)*~     ~lf  "TT 

Di  (^  +  J7)^  >  1  und  (^  —  ^)<  <  1  Ist,  wovon  man  sich  leicht 
^Wxeqgon  kann»  so  igt 

fMl  oder  iflia^är.  Je  nachdem  man  das  obere  oder  untere  Zei- 
cka  zur  Gelluog  Wmi^  «»d  datier  die  Gleichung 

sm<p«=(^-Ä)«sin«^, 

iBsofem  dieselbe  imaginäre  Werthe  fär  die  Ordinaten  ß^  ß^  he* 
<Gngt,  nicht  weiter  in  Betracht  zu  ziehen»  so  lange  man  alle  mit 

^  Faktor  ST-^^X  behafteten  Formen  als  unbrauchbar  ansieht.*) 


^)  B«i^Naniill|fh^dieQk(  nmti  jcrtct  den  imagtaärea  mi4  complexen 
^«Nit  mehr  jli|ifmprWmk«k,  «nd  hat  intbeaeadere  die  geemfliitclie 
■Wntang   and    Cbnttniktion    derielhen    dadurch  gewonnen»    dace   man 

^--i  alfl  nitclero  Proportionale  Ton  1  nnd  —  1  anzuteheo  and  bei  den 
<fc«<aba  Pillen  «nf  «lire  Teraltgefnefnerang  des  Problem»  hinzndeaten 
fi«l  <verg1.  m.  a.  #(ne  MllfheiTaflg  Orn^iflch'f  in  den  Berichten  d.  iL 
S^MMlIaeball  4^  Wieieneehafiten  «u  Leipisfg  II.  B.  5.  Heft).  Aach  hier 
^  der  Faktor  {A-^B)*  seine  Bedeotaog,  wenn  man  die  Aufgabe  erwei- 

13- 


1 
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Durch  Verbindung  von  (40)  mit 

sin97«4(^  +  fi)«8in^ 
erhält  tiBliQ  endUch 

Hiermit  kann  man  die  Aufgabe  als  gelost  ansehen.    Def  Tae 
^  nfimlich,  nach  welchem  in  derselben  gefragt  wird,  lässt  sich  durch 

sin« 
«''*^=sTS? 

bestimmen,   wenn  e  die  Schiefe  der  Ekliptik  und  A  den  Bogen 
bedeutet,   welchen  die  Sonne  vom    j  S^^JJ"^*'  j    NachtgleicheB. 

mmViA  sm     Ibeschriebeo  hat  ) 
punkte  an     j^escbreiben  wird)  • 

Ist  z.  B.  61=6',  b^r=W,  63  =  8'  und  dV=33',  so  ist 

""        61+AJ  +  65  32  192 


log.C»=9.40690=log^ 


VI25 


logsin^=  9.52247  =:logsiB  19^27' circ. 
log  sin<p =9.99432  =logsiB80^4$'cjurf:. 
log  sin  1= 9.92248  slc^sm  56P  46^^' 
iogX=9.99604\ 
+  log  365,21  =2.56254 1  =  1.76040=log57,6. 
—  Io22ä=0.79818' 


log2; 

Es  werden  demnach  am  57  und  58  Tage  J^^*"  |  Frühlings  An- 

fang.  oder^J^«'^^Herb8t.Anfang  auf  der  |2^^£«?^aa^ 
«er  einer  PolhChe  von  80<*  45'  die  Stäbe  von  angegebener  V^ 

1 

tert,  und  alt  CoDstruktiowiebeae^ nicht  die  HorisiMitiiklieiMf  ^^f"'?!^ 
auf  derselben  senkrecht  •tehenoe  Meridiaaebene  aooipivit.'  F«r  i*^ 
Fall  erhält  man  coe  9>»=3(A— if)«  cW*.  SioewaitereBetcaebte^rdiitf' 
Verbal tniMe  würden  za  weit  fähren.  . .  • 


lor 

digesletkt  werden  mflMeii,  wenu  die  erwaHete  OscH^inaof^  be*« 
(ifciffcfat  frerdeo  eoH. 


II. 

£ine  IcunDe  Diekussieii  der  in  vorstellender  Auflueung  vorge^ 
InameDen  deichiingen  u.  e.  w.  dfirfle  geeignet  eein,  daa  Inter* 
6Me  aa  der  Aufgabe  noch  etwas  za  erkdhen. 

Wenn  man  zuerst  fragt,  von  welcher  Art  die  von  dem  Schatten- 
ende  eines  Stabes  beschriebene  Curve  Ist ,  oder  da  dieselbe  >  wie 
schon  erwähnt,  ein  Kegelschnitt  fst,  welche  Linie  zweiter  Ordnung 
dorch  die  Gleichung 

irx«  +  %«— 2f*ar+ö6*=0 (0) 

bezeichnet  wird,  so  hat  man  nach  den  allgemein  bekannten  ana- 
Miscben  KoDuzeichep  die  Fraiy^  dahin  zu  beantworten,  dass  die 
Cvrre 

eine   Ellipse     )  '  >  >      , 

Parabel    {  ist,  wenn  üfATrzO  oder  8lti^*=  cosd*, 
Hyperbel)  <  < 

d.  h.  die  Ellipse  und  Parabel  kann  nur  innerhalb  der  Polarzirkel, 
anuerhalb  derselbei;  kann  nur  die  Hyperbel  besdirieben  werden. 


SCoter  den  Polen  uod  unter  dem  Aequator  zur  Zeit  der  Tag*  und 
(ichtgleiche  geht  die  Ellipse  in  den  Kreis  und  die  Hyperbel  in 
aie  gerade  Linie  Ober.).    Mach  (12)  ist 


Da  femer  (il  +  B)*>l,  so  muss  auch,  wenn  cosÄ  reell  sein 
««U,  (J+i?)*>C*,  und  ftlr  jedes  reelle  (p  auch  (^+i?)*>C*  seio, 
demnach  wird 

8'ui9*=  cos  d^,  weno  C*=l  ist,  oder  der  Kegelschnitt  ist 

<  > 

(Ellipse     )  < 

eine  { Parabel    }  wetin  C*  =  1  ist. 

(Hyperbel)  > 

Es  nUlt  aber  je  nach  VerhültnlSs  der  Grdsse  der  StSbe  der 
Werth  von 
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a^wlschtD  die  Grenzen  0  and  S9 »  werane  ebne  Wbilefed  Irarvonn- 
geben  scheint ,  dass  je  nach  der  Wahl  der  St&be  die  SokAlteii- 
endeo  derselben  üuter  den  in  der  Aufgabe  gestellten  Bedingungeo 
bald  Ellipsen  und  Parabeln,  bald  Hyperbeln  beschreiben  kOnneo. 
Dennoch  lassen  sich,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  soll,  hin- 
sichtlich der  Möglichkeit,  dass  auch  ausserhalb  der  Polarkreise 
die  in  der  Aufgabe  geforderte  Erscheinung  eietratee  könne,  einige 
Zweifel  erbeben.  Zuvor  jedoch  mögen  die  weilereit  JBedingnngen 
erörtert  werden,  unter  deoen  die  Schaltenlintoa  als  Kieiae,  Para- 
beln u,  s*  w*  hervorgehen. 

1)  Ist  9=  j>  so  ergiebt  sich  aus  (10) 

^"- .     '^  ^b^J^H^+bi4\i      -»' 

folgUch  6i7=;ib^z=z(^^uni  nach  <13)  ^'"^^JfXTj^  jS??^^*^ 

=  %,  wie  Im  Voraus  zu  erwai*ten  war.    Ebenso  Ut  leicht  einzo* 

seheoi  dass  die  von  den  Schattenenden  bescbfiebanen  liinien  an- 
ter  einander  gleiche  Kreise  sind,  deren  Radiilft  Tppcotd=d  ist. 

2)  Setzt  man  sin  9*=cosd^  oder  C*:^!«  so  ist 


ed^r 


7'» 


l_r_i_j.    '  T  *    r  t    .    1  ~i' 

Es  is^  demnach  en^r  der  drei  St&he  nicht  blos«^  ^^^"^^ 
sondern  auch  der  Grösse  nach  durch  die  '  übrigen  be^i^ilBt-  rV 
C*=l  folgt  femer  aus  (12) 


•""^=  J+B^li '  *v=^  +  *• 


Die  Gleichung  (©),  Insofern  dieselbe  die  einer  Parabel  f^ 
seil,  ^eht  filr  ilf=0,  iV=co89^P=:cos9s|n9»,  0=wsf*— «»^ 
über  in 

y*  cos<p*  —  2bxsm(p  coBip  +  Ä*(cosg)' — sing)')=:0 

oder,  wenn  man  den  Coordinatenanfang  in  ieh  Scheitel  der  Pa^' 
bei  setzt: 
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Es  ist  demnach  btsgf=:z6(A  +  B)  der  Parameter  der  vom  Schatten- 
oide  des  jStabes  o  be^cMebeneo  ParabeL 

kt  z.  B.  6a  =6^,   6s  =18',  d.:=zd3^  und  aacb    der   Relation 
V^j;*"  VT  "^  VH    '"■  l33,587...| '  *^  '*^ 


logt^+^=10,47I86=log  tg  7P2r2(y  (o)). 

=logcotl80;«'4(r(*) 


81'  8P 

Oder  sei  6i=:9',  69=  .^  »  6s=7g  «  <£|=20';  so  erhfilt  man 


log(il+Ä)  =  10,5I300=log  tg7ao86'a(r(<p) 

=Iogcotl7o  3'4(r(d) 

3)  FOr  Ci^l  sind,    wie    erwähnt»     die    fraglichen    Curven 

lEü'msen    ( '  "°^  ^°^  ^^™  Obigen  geht  auch  hervor»  dass  die 

Bedingungen  der  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  die  Curven  Ellipsen 

Rod,  nichts  Unmögliches  enthalten.    Ein  Gleiches  gilt  bezüglich 

des  Falles»  dass  Hynerbeln  entstehen,  in  so  fem»  als  aus  der  oben 

gegebenen  Lösung  nervorgeht»  dass  sich  drei  ähnliche  Hyperbeln 

mter  den  durch  Nr.  (1)  bis  (6)  ausgedrOekteb  Bedingungen  schnei- 

deo   können.      Allein    hier   kömmt  noch   die   besondere  Frage  in 

Betracht,  welche  Zweige  der  Hyperbeln  zum  Durchschnitt  kommen. 

Da  nämlich    die    der  ganzen  Entwickelung  zum   Grunde  gelegte 

Kegelfläche»  wie  schon  Anfangs  erwähnt  worden  ist,  von  ihrem 

Mittelpunkte  aus  einestheils  von  Sonnenstrahlen,  anderntheits  von 

Sdiatteoslrahlen  gebildet  wird,  so  wird  der  im  Lichtkegel  liegende 

Th^l  der  aus  dem  Durchschnitt  mit  der  Horizontalebene   hervor* 

gebeuden  Hyperbel  als  eine   imaginäre  Scbattencurve  anzusehen 

sein.    Wenn  nun  der  Fall  eintreten  könnte,  dass  der  reelle  Theil 

einer  der  drei  Hyperbeln  mit  dem  einen  oder  beiden  imaginären 

TbeÜen  der  Qbrißen  Hyperbeln  in  zweien  der  Punkte  A,  B,  C  zum 

Durchschnitt  käme»  »o  würde  fiir  diesen  Fall  die  Aufgabe,  wenigstens 

digpKMnoniscbe  betrachtet»  unmöglich  zu  lösen  sein.  Eis  fragt  sich 

■n,  ob  nnd  unter  welchen  Bedingungen  dieser  Fall  eintreten  kann. 

Fir  diese  Erörterung  mögen  durch  ±Ä»  ±^2»  ±^3  resp.  die 

Zweige  der  drei  durch  die  Stäbe  bi»  62»  69  erzeugten  Hyperbeln» 

welche  im    |sjj|.||ßn,   (  Kcg«I  Hegen»  bezeichnet  werden,    ünbe- 
•chsdet  der  Allgemeinheit  der  Discusaion  kann  man  ferner  anneh« 


mea»  dass  61  der  kleinste  der  gegebenen  Stäbe,  oder  6|  <^^b^  nnd 
1|<6^  sei.    Da  Q=sind^ — sin^^negativ 


sein  muss»  so  folgt»  dass 


Q  Q 

pofitfve  GWtoen  sind.    Werden  ferner  durch  ;?],  0*3,  0:3   die  Ab- 
seissen  der  Scheitelpunkte  der  drei  von   den  Scbatlenenden  der 


2eo 

St&be  bi,  bm,  bf  beschriebeaea  Hyperbeln  bezeichnet,  so  hat  mao 
nach  den  Gleichungen  (I),  (11).  (lU) 

^(«3— «%)*— 2/»ft,(:ira-«3)+<?«,«=0; 
und  hieraus 


*,  P±  bi  Sf  P*—MQ 
«1= ^ 

~  2PM 

_bi  (sm%p*—a\o2S*)  +  bi{8tB2<p±8m2S)* 

^  2PM 

48111 24)p(9iD9^—f-COs6^) 

^  ^b^MQ  +  b^(i^±\rp^^]gQ)^ 

6i(8in2y«— 8in2dg)+63(6iD2(pdb^t"^)^ 

""  48iliqE)2(8iD9^-^C08d^) 

Da   sui2^>8ia26s  weil  C*>1,  dagegen  sin  9»  <  cos  ^,  wie 
schon  oben  einmal  bemerkt  worden  ist,  miäin 

80  ist  hieraus  abzunehmen/ dass,  mögen  in  den  GleichQDgeo  iSr 
Xi,  X2,  ^8  von  den  DoppeJzeichen  (db)  (die  übrigens  den  feiges 
fHi,  T«a»  T^3  entsprechen)  die  oberen  oder  unteren  gcnoB* 
men  werden,  nur  die  nach  ein  und  derselben  Richtung  der  ^ 
scissenaxe  zu  liegenden  Zweite  der  drei  gedachten  Uyperbeb 
sich  zu  zweien  resp.  in  den  Punkten  Ay  B,  C  schneiden  können« 
Denn  gesetzt,  dass  —H^  oder  — H^  mit  den  Zweigen  i-Bi  oder 
4*  ffi  in  den  Punkten  Coder  A  zum  Durchschnitt  kämen,  so  mS«^ 

sein,  was  dem  Obigen  widerspricht.  Hiermit  ist  fedes  Bedenken 
bezüglich  des  Falles,  dass  die  beschriebenen  *  Scfaattenesrv^ 
Hyperbeln  sind,  geheben.    Ist  z.  B. 


t 


so  ist  ' 

l<^.C»=0,251d9;  log(il  +  Ä)=0,29*274 
lognn  ^=9,39963=:  log  sin  23027'  circ.  (Zeit  d.  Solstit) 
Iog8iii9>=9,89257=iog8in51o20'15''  circ.  (Polhöhe  v.  Leipzig). 

Im  Folgenden  ni«'lgen  noch  einige  beroerkens%verthe  Verhältnisse! 
welche  mit  der  Aufgabe  in  einigem  Zasammenhange  stehen,  Platz 
ioden. 

Verlegt  man  den  Coordiaatenanfang  för  jeden  der  drei  Ton 
den  Scbattenenden  beschriebenen  kegelschnitte  in  den  Mittelpunkt 
destelbeo»  so  erbSit  man   aus  (I),  (I^  (HI)  folgende  GImcbuQgen : 

****'     «In  i»  CO«  dar- ^+       Msd»      V~ 

__jW?;^L_  .  _J»^V_ 1     (Ul). 


,      (giny**-^cogy)*  a:^    .  «iny*— cosJ^  ^*  —  i 
"***'       siodacosd*     6^+        cosd«  '"^V" 

E<8ind  also 

^grosseo  Halbaxen, 

nbg,  «Äa,  »lÄs  . 

&  kleinen  Halbaxen  der  Ellipsen   oder    die    balben  Nebenaxen 
der  Hyperbeln,  wobei  absolut  und  reell  genommen 

'      _    sin^cos^    ,    V  (A+B)*^.\  (A+B)^-^  1 
"*""sin9^os^^  (A+ß)ii  —  C^)         ^  ' 


u«  cos  J    •      _  ^^^ + ^)*^ ^ 

Vsin^*— cosd*      (^+if;vi-- O 

H«  ^«  11*       ' 

oöd  ---Oi=6|Cotd, — ÄjssAaCotÄ,  — 6, =65 cot Ä die  Parameter  der 

K^gtbdtnittey  gleichwie  obeo  unter  2*  CHr  dUe  Parabeln,  und  wie 
überhaupt  zu  erWarteo  war. 


Bezeichnet  man  ferner  mit  yi,  y^  fg  die  EntfemimgeD  der 
Punkte  A,  B,  C  ¥on  dem  Mittelpunlcte  reep.  des  ersten,  zweiten» 
dritten  Kegelschnitts,  so  hat  man 

P  P  P 

und»  wenn  diese  AusdrQcIce  durch  die  entsprechenden  grossen 
Halbaxen  dividirt  werden: 

ji &_-.J5l  — -     ^       _  ^''°  y<^ogy ._  Q 

mbi      mb^      mb^        V  P^—MQ       sindeosd 

Verbindet  man  also  die  grosse  Halbaxe  und  die  Linge  y  unter 
einem  rechten  Winkel  und  zieht  die  Hypotenuse ,  so  ist  C  die 
trwonometrische  Tangente  des  der  Seite  y  gegenObersteheiideo 
Winkels. 

Hinsichtlich  der  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  C  oder 
der  Grosse  von  BC^=d^  und  CJi^sid^  h£t  man  zwar 

wodurch  man  mit  Hülfe  von  (3)^  (4/  und  (5)*  d^  und  d^  als  Funk- 
tionen von  6|,  62*  ^  v"^  ^  bestimmen  kann:  doch  dürfte  folgen- 
der Weg  kürzer  zum  Ziele  föhren.  Es  muss  sämlich  *sind*  und 
sin  9^  doch  immer  denselben  Werth  bebalten»  wenn  man  d%  oder 
dj  statt  dl  als  gegeben  annimmt    Setzt  man  daher 


ebenso 


und 


VV+^  +  t^Wlnle  oben  =.A  +  B. 


so  mnss 


oder 


^+«=^'+*Ä'«^'  +  Ä'=Sf 


sem. «  Nimmt  man  mm  di  als  gegebene  Länge,  also  A-^^B  ^^7* 
kannte  Grösse  an ,  so  hat  man  zur  Bestimmong  von  d^  und  ä$  ^ 


90S 

Ai.Jt= ^--^ = ^^^ 

■ad  biermos 

IKe  auf  Iholiche  Weise  gebildete  identische  Gleichung 

redoflkt  md$  Mfb  Etofthnug  foö  )C^S^+^ßd±hl  statt 

i-|-£,  wie  natOrlich,  sadi^di* 

Die  betrachtete  Aufgabe  bietet  noch  mehrere  interessante 
Verhältnisse,  welche  bei  einer  weiteren  Untersuchung  derselben 
mn  TheU  sich  von  selbst  ergeben.  Ich  begnüge  mich  nur  noch 
tioige  dersellien  kurz  anzoffibreD.  So  ist  für  den  Inhalt  ^  des 
DreSedw  ABC 

Ferner  bat  die  durch  die  Spitsen  der  drei  Stäbe  A'A,  ffB,  CC 
tdkijtt  Ebene  A'B'C  die  Eigenschafl»  dass  sie  stets  normal  auf 
mf  Meridianebene  steht.  Dieses  merkwürdige  LagenverhSftniss 
iknt  logtetch  cor  Bestimmimg  der  Lage  des  Dreiecks  ABC  In 
der  florizoDtalebene. 


1 
t 


aoft; 


Heber  die  ^Firkungr  linearer  electri- 
sGher  Rinf^e  auf  die  mafpietisclie 

Flüssigkeit. 

Von  dem 

Herrn  Docjtor  Haedenkamp, 

Oberlehrer  der  Mathematik  and  Phjsik  am  Gymoatiain  «o  Uatt«. 


•  %   ■  *  ■  ■ 


•      t 
^  ^  Der  electrigcbe  Strom  übt  aaf  ein  maffDetifiche»  Element  eine 

Wirkung  aus,  die  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  pro- 
portional ist»  aber  die  RicJktuag  der  Kraft  liegt  nicbt  in  der  die 
Yvirkenden  Kräfte  verbindenden  ^eradeii  Linie»  sondem  sie  ist 
senkrecht  auf  der  durch  die  Richtung  des  electri^cben,  Stromei 
und  den  angezogenen  oder  ab^^estossenen  nagnet^s/^^jen  PonU 
gelegten  Ebene;  überdies  ist  diese  Kraft  noch  proportional  afi)! 
^inus  des  Winkels»  den  die  Richtung  des  Stromes  mit  der  von 
dem  magnetischen  Punkte  nach  dem  Stromelemente  gezogenen 
Linie  bildet.  Nennt  man  daher  die  Entfernung  eines  Stromeie- 
ments  df  von  einem  magnetischen  Elemente  r,  die  Intensitäten  des 
Stromes  und  des  magnetischen  Elements  i  und  ^ .  und  den  Win- 
kel >  d^n  r  mit  der  Richtung  des  Stromelements  os  macht,  ^»^ 
wird  die  Grosse  der  Kraft»  nitt  wdcher  sich  die  Elemente  amie- 

hen  oder  abstossen»  durch        g       ausgedrflckt 

Ich    werde  im   Folgenden   die  Wirkungen   untersuchen,   «i^ 

Kreis-  und  elliptische  Ringe ,  durch  die  electrische  Strome  ^®,^ 

auf  ein   in  der  Ebene  der  Ringe  gelegenes  magnetisches  Tn^"* 

chen  aoBüben»  wobei  die  Querdimensionen  der  Kinge  v0|pachlS^ 

^igt  werden  sollen. 

(       leb  bemerke  auch  noch,  dass^man  bei  Beobachtungen  selbst  iiir 
das   magnetische  Element  eine  Magnetnadel  von  geringer  Ll0g^ 


Wi 

mkMamn  köntle.  Zuerst  n^hnneQ  wir  aA,  doss'^r  iw^irkende 
Ring  ein  Kreis  sei  und  das  magnetische  Theilchen  ansserbalb 
dieses  Kreises  liege.  Sei  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  C  das 
nagnetiscbe  Element  von  der  Intensität  ft»  welches  von  dem 
Kräse  EGBE,  durch  den  der  electrisch^  Strom  geht,  angezo- 
gen oder  abgestossen  wird.  Der  Halbmesser  dieses  Kreises  sei 
6,  die  Entfernung  ilC  =3=  er,  die  Entfernung  eines  Stromelements 
Siiofi  von 'dem  Punkte  C  oder  AC=::rf  der  WhikeU  den  das 
Stromelemebt  mit  r  macht,  ==90—'^.  Die  Kraft,  womit  das 
Stromelement  In  B  auf  C  wirkt,  wird  nun  ausgedrückt  durch 

üiSiCostf; 

Die  RichtoDg  dieser  Kraft  ist  auf  ^er  Ebene  des  Kreises  senk- 
recht Nennen  wir  die  Kraft,  womit  irgend  ein  Bogen  dieses 
Kreises  den  magnetischen  Punkt  C  anzieht  oder  abstGsst,  R,  so 
ist  also 

j,    .   /*a«cos^ 

Wir  wollen    nun  zuerst  die  Variabein  unter  dem  Integralzeichen 
ivcb  den  Vl^inkel  AEBsszq)  ausdrücken.    Es  ist 

r*=  a*-^b^  —  2ab  coa(p* , 
nd  wenn 

getetit  wird ,  erhält  man 

.r=(a+6)^(*,9); 
bncr,  da  rcosif/^acos^'— 6,  wird 

'         a+b    if'-J^k.tp) . 
cost=-2j-.      z/(*,9)      ' 

.' 
wwin 

Dan«  dfr=^3da>  Isty  so  erhalt  man  für  die  Kraft  des  Stpsm 


» 
* 


u»nmi  o$rs'^)iCiD  iBty-  80  er 
vtf  das  magnetiscne  Element: 


^»(it,9 


29e 

Dieae^.fetegiyil  ißi  ein  elU)4mM0 »  ^^^  m«i  4ie  ywpfihilMrln 
n^sBiohiiiifig  desfcelbeo  heibealiit»  so  wird«  da« 

Dieser  Ausdruck  stellt  die  Wirkung  des  Bogens  FGB  dar.  Fdr 
die  Wirkung  des  ganzen  Ringes  einält  man»  da  dann  die  Inte- 
grale von  9=0  bis  9= TS  genomflueo  werden  niü8«en: 


Man  kann  diese  elliptischen  Integrale  auch  noch  leicht  durch 
eine  andere  Variabele  ausdrücken.  Drückt  man  nämlich  q>  und  tp' 
durch  den  Winkel  t/;  aus,  so  wird«  Wie  man  leicht  aus  der  Figur 
entnehmen  kann, 

a^9'=Mn^y    rco8t(;=«co8^  — 6,  ' 

Hieraus  ergibt  sich   leicht»  wenn  ~=^X, 

z/9'=l  — 2Xcos9'  +  A«  und  J\]L,^)=l--lHin^^ 
gesetzt  wird: 

(i4'k')s\nipco9tp  .      A;'sin*a)— cos^ 

.frit^'.  ^-^  _a$_  _  (l+*03s? 

Durch  diese  Transformation  wird 

Nimmt  man  dieses  Integral  von  t/'=0  bis  tf=^,  so  erhSit  ntf 
i»  d#t»  vorheigebtnd«n  äusdmcfce  die  Wirkung  des  BogeM^* 
Für  die  Wirkung  des  ganzen  Ringes  :«st 


7M 

Dte  Uer  geiMchte  TrMsfiimiiitlon  dem  elliptiadieD  Intagnih  mit 
itm  ArgumMito  (p  und  dem  Mod«!  i  io  ein  anderes  mit  dm  Af* 
IfMente  t);  und  dem  Modul  i  i»!  die  Laadensche  SahsUtu« 
tion,  die  sicli  hier  unmittelbar  durch  eine  einfache  geometrkche 
Betrachtnnf?  darbietet.  Legen  wir  jetzt  durch  C  einen  Kreis  und 
lochen  die  Wirkung  des  hindiirchgehendeii  electrischen  Stromes 
tof  ein  innerhalb  des  Rinees  befindliches  magnetisches  Theil- 
eben»  z.  B.  in  B.  Ffir  die  Kraft,  Homit  in  diesem  Falle  der  elee- 
trische  Strom  auf  das  magnetische  Tbeilchen  wirkt»  findet  man, 
wie  aus  der  Figur  leicht  ersichtlich  ist,  den  Ausdruck: 

/dtp'cosSCA  P  d(p'co8(^—(p') 

— ^— =v  — "^ — ' 

4ao  wir  durch  R,  bezeichnen  wollen.  Mit  Hülfe  des  obigen  Aus- 
dnieks  flir  f^  findet  man  leicht: 

Ä,=  ^(£(l,if;)  +  lsinif;). 

Dieser  Ausdruck  stellt  die  Anziehung  des  Bogens  CK  auf  B  dar. 
Man  kann  auch  das  vorhergehende  elliptische  Integral  durch  9 
aosdriicken,  und  man  erhält  leicht: 

Ditt  ist  der  Ausdruck  für  die  Anziehung  des  Bogen»  LK-  Ffir 
ieo  guzen  Ring  erbfitt  man 


Ä.= 


«ler  auch 


a(l  +  A) 


Setit  man  6=0,  so  wird 

l        ^'-     a    ' 

Heher  Ausdruck  bekanatHch  die  Wirkung  des  Ringes  der  Tan- 
Mtenboussole  auf  die  im  Mittelpunkte  des  Ringes  befindliche 
Magnetnadel  darstellt. 

•  

Es  ist  leicht  die  geAindeaen  Resditate  durch  Beobachtunffen 
>«  prfifen.    Es   liege  der  Rbg   in  der  Ebene  des  magDSti^eS«» 
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VleM\m&i  die  Abwetchongen  d^  Magnetnadel  in  A  und  B  unter 
der  BlnWWkung  des  Stroms  seien  n*  und  u)  die  GrOsse  des  Erd- 
magnetismus in  der  horizontalen  Richtung  T.  Es  ist  dann  be- 
kanntlich 


Ä,=fi«g».    R.^t^Tigu' 


und  daher: 


2£(i,f) 

Wir  wollen  jetzt '  die  Wirkung  eines  elliptischen  Ringes  anf 
ein  magnetisches  Element  bestimmen.  Zuerst  liege  dieses  Ele- 
ment innerhalb  des  Rinces.  Seien  in  Taf.  IV.  Fig.  2.  x, 
y  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  des  Ringes  ^  a,  ß  die  des 
magnetischen  Elements  S,  die  halben  Axen  oes  Ringes  seien  a 
und  6.  Es  sei  auch  hier  wie  oben  in  dem  Ausdrucke  för  die 
Grosse  der  Wirkung 


«=.>/ 


Sisinif; 


r« 


r  die  Entfernung  PS,  ^  der  Winkel»  den  r  mit  dem  Bogenele* 
raente  ds  macht  Nennt  man  /  das  auf  die  Tangente  ift 
P  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  aus  geföllte  Lothi  dann  sind  die 
Cosinusse  der  Winkel^  die  dieses  Loth  mit  den  Axen  der  Ellipse 

macht:  -^/,  p/;  ferner  sind  die  Cosinusse  der  Winkel,  die  die 
vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  nach  5  gezogene  Linie  mit  densel- 
ben  Axen  bildet:  -= •  ^ — -  ;  daher  ist 

T  T 

-\a*  +   6>~Vr' 


al«o  ist 


f  lds( 


Setzt  man 


M^Vfhi 


[(a-<r)«+(^-y)«]» 


x=acwip' ,     jf=sbiiMq>'; 


tlao 


Um  diesen  Ansdruck  auf  eine  einfachere  Form  zu  ,bf^^gei[^  ,,^^t^e 
maa 


=:;?eoa^^  S^^saio^ 


r 


irod  setze  die  Wertbe  iär  x  wtüdy  iu  jlie  fifeichoDg  4^r  Ellipse: 

f 

.    •  ..  '     ..     '      ;     ÜL  J.  J.  3-.|.      ■  »-  .  )       ..:./•->.-•. 

SO  crhfilt  man  zur  BesHmriiUiig  ven  n  die  in  Beziehung  «n  r  qwa« 
dntisehe  Gleichang 


wonn 


' :  f  >  ■  • 


An  dieser  Gleichung  .wird:-         , 

•der  auch»   weiA      f  ' 

iorch  jlf*  bezfliobliet  vird; 


1^  I  «I    *i  ^ 


t 

On  Don  dies  Integral  durch  ^  anszudrOcken,    bsisriie  Jcl^  d 
Then  XIV.  ^* 


'UtO 


.\ 


und  '     (i-      :  .  ^      \ 

r  m, 


11 


Fflr  die  Wirkung  des  ganzen  Ringes  muss  dies  Integral  von  i^ 
bis  ^^29r  genommen  werden»  und  ili  diesem  Falle  rerschwindeC 

düH  Teimui/      ^*^  *^'>  Es  wird  daher  •••■•  - 


«=!/"0«^H-1S)t 


Man  kann  verschiedene  Wege  dtnschlag en»  diesen  Ansdrackaof 
eine  einfachere  Form  zu  htingen.  ^  Der  folgende  Weg  scheint  am 
einfachsten  zum  Ziele  zu  fuhren.  Um  aber  die  Constanteo,  die 
bei  der  Transformation  vcirkomili^«  leichter  geometrisch  deoten 
zu  können,  lege  ich  zuvft^er^t  dorch  den  Punkt  <S  eine  EUip^ 
und  Hyperbel  y  die  dem  anziehenden  oder  abstossenden  eledri* 
sehen  Kinge  confokal  sind*;  Die  halben  Axen  desselben  seien 
Otf  hl  voii^Q^y  b^.    Die  Wutzela  Jl  ubd  t|  der  Gleichung 

bestimmen  die«»  A^en*    Es  ist  nemlicfa: 

i\i   I      '      •         ■ 

fli*=a«— X,    6,«=6*-X;    a««=a*— Xj,    6g*^6«^X,. 
Ich  bdiMfkMi<HA,  da(*^  X<A  |irtd^X^>*-  A. 

Ans  der  vorhergehenden  Gleichung^ JMgtiKfdi:     '  S^'   ''  ' 

Legt  man  in  S  an  die  bt^ltien  confokalen  Curven  Tangenten,  io 
sind  die  vom  Mittelpunkte  aus  gefällten  Lothe ,    die  wir  dorch  ^ 

<  t  '  /  I*  - 


Sit 


^.     .    .  •  . ' '    ^4   'T'1^^4 1    'tilt     '-'11  '    i.i  I    Js  »i 

Fener  ist  noch: 


etM  5  macbt,  >ÖDf  9«««  duicV  ^  »od  i) 'I^«räW(>t  .Werdek.  kM 

■.  ■      ^■'•S'  ■■•*»!=45' ■■""'•■"!    '  ■  "'  ■■■' 

to  MU^';  setze  tnsfA  i^=rM'-f  v  iind  Tiedtfiditf^  'ij  so,    daisd  ikM 
Gied  a^^cost/;  in  if,  verschwindet»  W(ld6rc&  ittWdfd  ßiedingdlg 

^w.  Dadurch  wird 


Mhr  *         ■■     - 

Jf«=A,(l-^J^8inV)=itiJ^*^);  ^       * 

^^  "T—  =**  gesetzt  wird, 

.    Ich  bemerke  noch,  dass  cosv=f,  siny:=i7  and  9  der  Winkel 
*ti  den  r  mit  dem  Lothe  p  macht,  purch  diese  Snbstitation  wird 


«'lieh  nir  die  Wirb^g  des  ^inge)/«da 

o*6*ilf;=:piiCos9— \%lt^hi^ : 


14' 


31S 

Die  Integrale 

/  CO  Apdtp  .       ,    /*slo*®3© 
__ —  ^ij  ___ 

sind ,  wie  bekannt »  ettiptische  Integrale  erster  vnd  zweiter  Gattimg. 

Liegt  das  magnetische  Element  im  Mitteipimkte  der  Ellipse, 
so  ist 

*      o 

Wir  wollen  j^tz.t  die  Anziehung  anf  ein  magnetisclies  Theil- 
chen  sücfieo .  waches  ausserhalb  des  elßptisclien  Ringes  gelegen 
ist.  Es  set  ii&^  magnefisehe  Theitchen  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  m  S 
mit  5  in  derselben  confokalen  Hyperbel  gelegen  und  der  anzie- 
hende elliptische  Ringaerjenige,  dessen  Halbachsen  wir  oben 
durch  Ol  und  6|  bezeichnet  habenr  -  Die  Coordinaten  des  Strom- 
elementa  ki  P'  s^ien  ir'»  V;  die  Coordinaten  des  magnetiaclien 
T1ieitc6en  in  £':  o'.  jS".  FOt,  diö  Wirkung  B,  irgend  einebB^gens 
haben  ivrir  i^ucn  Bier  «wie  oben: 


'  t 


worin  os  das  Element  des  Ringes»  /  das  Loth  auf  die  Richtonfl;  too 
ds,  und  r^dm  Entfernung  S'fi'  bedeutet  Wenn  man  nun  ai^iuDiBt, 
dass  /"  vßH,P  auf  derselben  confokalen  Hyperbel  liegt»  so  habe 
ich  im  3.  Bande  S.  397.  dieses  Archivs  gezeigt,  dasn 

Ol      a  *  6|      4 
und  r^^r, . 

Hierdurch  wird   nun 


Da  nun 

"^ —  »         3^' d 


rClilL-')!!; 


-2.  —  —  ?Ö?    ' 
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nd 


N  wild,  wenn  weider  ^=9-1- v  gesetzt  wird. 


ax      & 


C0S9 


■d 


rJU, 


C08^9>. 


Ffir  dk  WMrang  des  ffanzen-Ringes  ftllt  der  algebraiscbe  Theil 
im  Ini^^rals  weg»  and  ibher  wird  endlich 

Ihtt  kann  die  hier  sefiiiideiien  Formelii  leicht  dareb  die  ge»r5hn- 
Ub  TaDgenteDlNiiMeoTe,  deren  Ring  in  Form  einer  Ellipse  fl^o- 
foi  iil,  prflfen. 


:       ) 


I 


m 


\mü 


.Im../   I-..*.'»'         1    ■  •    T'»!»   ,.     UM')//    ,^^i//  im 


bnu 


w 


•5^^*^. 


I  i 


Theorie  der  losen  Bolle. 

Herrn  Dpctor  ^.  Diene  er, 

Vontand  der  hoh^rn  Bürj^rtcBole  %f^  Ette«beiin. 


n 

(                                 .  ^          ■■»   -     ■»■       » — %     ' 
t         .  .  ••  '     , 

\      -  -  '       \     f       , 


..." 


RMkr  |>tl<ks>  Oe#l<4i4  tier  fWliesrnrat«  de» Maanm»:bfiiiieft^ 
Crewtchte;  A,  ß  die  Endpunkte  des  Seiles»  desaeil  hf^uki  stas 
«ei ;  M,  N  die  BerOhrungspunkte  des  Seils  mit  der  Rolle ,  so 
1DUSS9  wenn  die  gezeichnete  Lage  die  des  Gleichgewichts  sein 
soll 9  Q»  0*  die  Spannungen  der  Seilstficke  AM  und  BN  sind, 
Gleichgewicht  sein  zwischen  P,  Q,  Q*  und  zwar  dauerndes. 
Die  Kraft  P  wird  in  ihrer  Richtung  durch  C  j^ehen ;  verlegt  mao 
daher  dorthin  alle  Kräfte,  so  ff  hält  man  drei  Kräfte:  P,  Q,  W 
in  C,  und  zwei  Kräftepaare«  ^(Ilibelaiiu  r),  Qf  (Hebelarm  r) ;  als» 
moss  zunächst 

Qr=Q'r, 

d.  h. 

Q=Q'  (1), 

sein,  d.  h.  die  Seilstäcke  AM  und  BN  sind  gleich  gespannt. 

Sollen  femer  die  Kräfte  P,  Q,  Q*  in  C  im  Gleichgewicbt 
sein,  so  muss  die  Richtung  von  P  den  Winkel  der  Ricntangen 
von  Q  und  Q'  halbiren,  was  offenbar  darauf  herauskommt,  dass 
die  Tangenten  AM,  BN  an  die  Rolle  sich  in  einem  Punkte  D 
schneiden  mässen,  der  auf  der  Vertikalen  CP  liegt  Ist  also  BG 
horizontal  und  man  verlängert  PC,  so  ist  CH  senkrecht  aaf  BG 
ond,  wie  mao  leicht  sieht,  nun: 


.11«  r> 

ZigMch   ist  Z>iir=l>iVi:i3rtgOc^€).    fti^dem  Dreieck  ADB  ist. 

Ah         A^Shii    )-J=  Ärsin (f4-^2g)- J   .     •:      f 
"■^^  sin(fi  +  X)  -    siD2(|ii— £)  • 


^^         Asiofi  Arsiiifi 


abo  ,;  »^ 

Zar  Bestimmtibg  des  Wihlceti8'"}iV*^l9o  auch  X,  bemerke  roao» 
M^AM-i-BNA-  fiogen  MN^a  sein,  muss.  Ist  nun  u,  sowohl 
.lUiljrtlscU,  d.  1l%  Tl^en'Ws'PilHttJ<^8^i%  V^\bsi&^iÄrikkt 

hMMef  1  iMj\  M'gtf^bf  di^fte^B^guog;  >da  AcM^i^-f^ 
=i|i-4f  ist:  .^ 

•der  auch: 

A«os«— 2rsin(tt— 0  .  ^^r       x  /«, 
^JTjar  ^•i-»^fcV-<)g=^a>    .  _        (3) 

Tennittelstdiesf^EnARrirUqQgen  igt  ^  nup  leicht.  diefGleich- 
gevicfatolage  der  losen  ^dlfezO^fititneD;  ^Mäit^iKH^^'^ftmliai 
ABt  sodann  dorch  B  .einft*Uofizoi^tal^^,  bestimme  den  Winkel  ^ 
darch  die  Gleichung  (3)  und~zie1ie  Ai)  so,  dass  BADz^fn;  rer- 

Äff  and  siehe  ifC  *wi|iffo»<.w<^^K^i|i,^ 
ao  Begt  der  Mittelpunkt  der  RoUe  auf  dieser  Linie»  rorausgesetst; 
ius  ausser  der  Schwere  kiitiiii^  aMeAi  KritfleMf^^i^  Ac4le''wir- 
kes.  WSren  noch  andere  Kr$^  vorhanden,  so  würde  fibri^ns 
&  sanzs  Entwicklung  gelfett,  ^eWA  'nur  BG  senkrecht  auf  der 
Richtaog  der  Mittelkraft  mfixf. 


21« 

^^^beolPonkt  C  selbdt  fiüäet  nsii,  t^eira'nia^  in  t^d'^Ät^m 
Punkte  5  der  Linie  AD  di^  SF  fepkrec|ft  wf  ^^  rieM.  S¥^ 
miacht  und  durch  F,eine  Parallele  mit  Au  ziebt  ffirBurcli- 
sebnittspunkt  dieser  Linie  mit  HC  g^^t  d^  ,^age  des  PuoktM 
C  an. 

Oebrigens  ist  auch 


VAi8in*(^--2c)      2rA:sin(^i — 2g) .  sin  (jn — g) 
sin»2(it-£)  sinÄu— £)  "*" 


r* 


sin*2(ft-g)  sin?(f*-g)  "^  cos^O^-e)' 

(4) 


I  ■ , 


a/"    A;*sinV  2rA»injn.sin(jn— g)  f^' 

—  \  8in«2(f*-.e)  ""  ^      sin2(|iirT<$>  \    "*"   cos*(|*— g)  ' 


Vi 


wodurch  die  Lage  von  C  ebenfalls  bestimmt  ist. 


'.;  -^ 


i\\ 


Was  die  Grosse  der  KrjUle  Q  l)etrift«  so  M  bekanntlich: 


^""S2V""2sio(f*-."i)'  ^^^ 


lir 


* 
4       • 


In  dem' besondem  Falle,  da  '       * 

.  •  ^coses2r,  ;      .;      (6); 

ä^d  die  Seile  4^  und  jSi\r  peraUel;-Vlsdann  also  ist  dei;Pfinl(t 
D  nicht  vorhanden  und  die  vorstehenden  Ef  .tw|cjk[]ung9.n  !(ejN 
nicht    In  diesem  besondern  Falle  findet  n^  a^er  l^icntf ,  .wi 

p 
e=~,    2?iV=4üf+Ä8ing.        .     .  (7) 

C  I  1  I 


I    '■  >    '  ■     I 


also 


: dm . 


«— rjr— *A»ln«     a— nif 


AM= 2 ==  — 2^**^*'*** 

isjt,  WShrend  t  ib  der  Mitte  der  Llnli'  AiV'  St.       /^  ''*  '  V 

'.'   i)Ä  das 'ölfeicTigii.widit  daiijMtid  sehif^soll/ sö'nlniiÄli»^*^ 
Ftilen' die  llolie  die  md^lichst  ti(Bf/i^  Btldliidg^an.  '      v  t" 

Aus  der  Glekhung  (3)  Iplgt^.  d^;iSQ,#flge      ^f!  ;,,.,. ,. 

,  .ÄC0S«,>4r^j,,.,  ^nMl;?,.rtfrT    -jN;  f^  -> : 

was  wir  im  Obigen  vorausgesetzt,  auch 


'    (,> 


■* 


sar- 


*  •'■  t\ 


ist;  deon  BOIUJS,  d.  h. 


T. 


\ 

1^ 


kooBB — 2r8iD(^~-e)>0; 
mm  ist  aber  SrO»— e)  <^a,   also  raus« 


jtcosg  —  2r«in  (p^g)      ^ 

.    .,    .      ,.;,,,.    .  C08(|i-«)_      ^    ^<,     ',,^_;       _^^_^^     :,.;.      ^,._.^ 


d  b. 


.  '♦     M  .' 


co^O*— ir)>Ö  od€fr>— «<g^ 


1     ','.•'/' 


'  ^    'm'  »'  '     ,•      •  '.,.  I..       •'•:.■>»#        '"  t'  I'  •*//*>. ., 


seni. 

Ffir  den  Fall^  daas      .  ,  > 

'        '  Jcos^<2r,     ^^ 


gritindMselbtatFiMntolta;' «wie  ^ben;  (nrilr:ii8l filier  :  ir    :; 

MaD  sieht  also  aus  deo  vorstehenden  Entwicklangeo,  dass  für  eine 
iMetiminte  Last  P  und  bestimmte  Endpunkte  des  Seils»  Q  mit  von 
o,  d.  h.  von  der  Seillänge  abhängt»  und  sich  mit  ihr  verändert. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  (3^  |^— c=o)y  so  ergiebt  sich 


da      8iDio(Acose — Srsino))  * 


Da  mm  diese  Grösse  fihr  A;cos<>2r  positiv»  f&r  Acose<3r  nega- 
Cr  ist»  so  folgt  daraus»  dass  im  ersten  Falle  f,  mit  a  wächst  ond 
aboimmt»  nnd  im  streiten  Falle  das  Gegentheil  statt  hat 

Die  Entfernung  HC  des  Mittelpunkts   von   der  Horizontalen 
tndet  sieb: 

cos(fA— e)  ' 

«ie  wächst  also  mit  wachsendem  a  und  nimmt  ab  mit  abnehmen- 
dem  a.    Zugleich  ist 


So  lange  f*  <  o»  i«t  immer 


..  .f.  ./    .  -;>■.. 


:w    •■/-  --^    'U'i  .\ 


o 


für 


^=5^+5  ist  BH=^;^ 


t  r 


auch  sieht  man,   dass  BH  zuntmin^/Hireiin  f*  ahnimmt  and  rnn- 
gekehrt.  i  ( 

Lest  man  also  ein  Koordinatensystem  so»  dass  B  (der höhere 
der  Endpunkte)  der  Ai)iapg8|^ufilit,  i^£? /die  .fU^tung  der  positiven 
Axe  der  x,  eine  Senkrecbte'in  B  hu(  BG,  nsich  unten  gerichtet, 
die  Axe  der  y,  so  sind  die  Koordinaten  x,  y  von  C: 

- 1     «'°f*  _     i^sinfi      -'"'^  2r''-^   =••»'•  •    ' 

^  ""  2  8in(fi— e) '    ^  7~  CQsU^i)      cos  (f* — e)  ' 

Eliminirt  roan'^  kwisolMn  :dieirfen  äwei  CHeidiinimil;  W  cffUlt 
man  die  Gleichung  der  Kurve»   welche  der  Punkt  C  beschreibt 


y\ 


i  /-'-'»•) 


%---  .- 


V,   • 


[;'>fi;l. 


(;'>u;itH»M  I' 


«  1  i  .•   ••    »j, 


r —   i '  . 

■  M,      !.,;  '                 '  r,       )    i».  '/    1 

• 

1       > 

1 

-    1 

■    11*. 

*     |.- 

'A**i.   Inr.  f!»fm  ncm  ..CV  />  sUuii*!  9hi7  oi/r  .:!i'j  \)i:'<  ToaoiU 

!••»<  T,[i  finiKMiK  io'>   fi''K  if  i'»!:»  Ini//  ....  j  v\"A  J  *A*\    .)•  .».cI   i  >fi 
i^r«/.      .a\.i.    oini.l    rut    \hW--j    i>'-'>i[»    'wiu    |  \».\   •  .   W     ij«r.i 

•  'f.iii*<  «iiii  s\  I  *v'Af;\;\  fiMi:i;ri  -.'ji,  ou!.!.;*  •«;{»  /  i^r'. 

Heber  dlekfirze^IeJßiilfemiiiigr  zweier 

.!•;  i  T»i>  i^  )i;i:  Inf?/  :> '•^"Ä£i||^pel*:d'Ji. //  •i(ln*llii!')it  j   ^.ni  iVi':\M 

(Nach  Thomas,  aus  den  Mout.  Anoates.  Jailletf  1^'49.1 '" 

Herrn  Dostos^-U  Oieilgililr^'w  a  «d^-mI)  .i,/. 

Vontand  der  höbe^U^^^ff^  pa  Ettenheim. 

"    r»i,'i  liliiXti;     ; -hij')' tl'i;^/ JLüjjJiilZlT»!' if"  '    f'H''    ^     -<\\.l .    jl    .fi 

Es  ist  bekanntlich  der  B<jl^^^}^s  grussten  Kreises  die  icd'r- 
ic«te  Linie  auf  der  Kugeloberfläche  zwischen  zwei  Punkten.  Der 
tticlifolgende  Beweis  dieses  Satzes  scheint  strenge  zu  iMinl^'dli^ 
L  B.  <^r  Legendre*sche  B^eis  »efayon  voraussetzt,  dass  es  eine 
^iBnge  kürzeste  Linie  gebe,  Vi»  '^icht  cbr  Fall  ist,  wenn  man  die 
Endpunkte  eines  Durchmessers  verbindet,  da  alsdann  unendlich 
^'eie  gleich  kurze  Linien  möglich  sind.  Der  eigentliche  Beweis 
kmmt  darauf  hinaus ,  zu  zeigen,  dass  ein  Bogen  eines  grössten 
Kreises  zwischen  zwei  Punkten  kleiner  ist,  als  jede  andere  Linie 
vwisehen  denselben  Punkten,  die  man  auf  der  Kugeloberfläche 
kann. 


Seien  in  Taf.  V.  Fig.  %  A,  B  die  zwei  Punkte,  AMB  der 
Bogen  des  grCssten  Kreises  zwischen  ihnen.  Sei  AJB  eine  an- 
'ere  Linie  auf  der  Kugel ,  und  man  will  beweisen ,  dass 

AMB  <  AJB. 

Seien  C,  D,  E  Punkte  auf  AJB ;  man  ziehe  die  Bogen  gr5s«ter 
Kreise  AC,  CD,  DE,  EB,  AD,  AE;  so  ist 

amb<:ae+be 

AEK.AD'i-DE 

^0<^C+CD 
also    AJtlB<,BE  +  DE  +  CD  +  AC. 


39a 

Dieser  Satz  gilt,  wie  viele  Paolcte  C,  D..  man  ancb  auf  ÄJB 
anneiime;  er  gilt  also  auch  noch,  weno  man  uoendlldi  viele  an« 
nimmt,  so  dass  sie  unendlich  nahe  bei  einander  liegen. 

Tbat  man  diess  aber,  so  ist  die  Summe  aller  B5gen  BE 
+  ED +,.,..  gleich  zu  sebsen  der  Linie  AJß;  deon  die  Summe 
der  Bogen  HE+EDi-,...  wird  gleich  sein  der  Summe  der  Seh* 

nen   BE+ED-i- »  und  diese  gleich   der  Linie  AJB.   Min 

kann  diess  auch  so  ausdrücken: 

Sei  S  die  Summe  der  Bugen  BE^ED+ ,  R  die  Summe 

der  Sehnen  BE-i- ED +  ....,  so' wird  der  Unterschied  <S—Ji  immer 
kleiner,  je  grosser  die  Anzahl  der  Bogen  wird.    Ist  also 

so  wird  W  der  T9ütl  sich^uheDdlicb  nShern,  wenn  die  Anzahl  der 
Bugen  ins  Unendliche  wächst'  XUüftz  dasselbe  wird  mit  ß  der  Fall 
sein^,iTftnn,     •    ,     _   ^^,^       ^.^  ,^.^     -t   • 

AJB^B^ß. 

Aus  diesen  zwei  CMeidiangen  folgt,  daw 

AJB^S=^ß'-a; 

d.  b.  AJB — S  wird  sich  der  Null  mit  wachsender  Anzahl  Diben. 
Da  aber  immer 


so. ist  auch  , 


i 


>    <  » 


4MB<S. 


AMB<AJB. 


•  t 


♦    ; 


V      ."1  -   •>     •      ;     *    .  ■  f 


* 


*  ••.  ,  *'|  'l#»  il'^ 


\  '    '  *       -^   l 


-^^        l  >     . 


4     f". 


i 
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Klne  Aufgahe  i^her  ein  JHaximmii. 

,  ,    Von  dem 

Herrn  Boctor  J.  Dienger, 

Tontand  der  hohem  Bnrgertchnle  in  Ettenheim. 


Die  folgende  Aufgabe  über,  ein  Mazimanij  die  Herr  Professor 
Decrae  an  der  Acad^niie  in  Genf  im  Schntjatbre  18^4i  üfü^ 
peo  Schülern 9  zu  denen  ich  damals  auch  geborte»  stellte,  habe 
idi  noch  nirgends  veröffeotHcbt  gesehen,  halte  sie  jedoch  der 
Veruffentlicbung  werth,  ioden  ich  zugleich  die  Auflosung  beißige. 
Sie  lautet: 

E8«tdlea^irundSJ(Taf.:V.Fig.  3.)2wei  Häuiervor,  welohe^sriA 
fiM  Strasse  Ton  der  Breite  ili?  getrennt  sind.  Man  will  den  Balken 
D£  ZBT  Thüre  ßC  bineinbrin|ren;  davaber  die  Strasse  enge  ist» 
80  sieht  man  sich  geoothigt;  Inn  an  -AG  aufzurichten  uncT  dann 
D  fdas  Ende)  an  oer  Wana  AG  herabgleiteo  zu  lassen.  Wenn 
n»B  nun  die  Breite  AB,  die  Höhe  BC  und  die  LSnae  des  Bal- 
kens DE  kennt,  so  entsteht  die  Fra^,  ob  man  den  letztem  zur 
Tküre  hineinbringen  kann? 

Es  ist  Uta,  dass  der  Balken  9icl|t  wird  in  das  Haus  gebracht 
ircrden  kOnnen,  wenn  es  sich  ereignete,  dass,  indem  er  sich  an 
die  Wand  AD  lehnt  und  in   das  Haus  BJ  hineinreicht,  ec  zu- 

2 eich  die  Thflre  am  obern  Ende  C  berührt,  Dapit  er  somit  in 
IS  Baus  hinfin  gc^b^c^i werden  kann,  muHS  keine SteHunj^ mög- 
lich sein  von  d^r  genannten  Art.  Man^  Iriit  also  Als  ^bedingung 
der  Möglichkeit  des  Hineinbringens  die,  dass  das  Maximum  der 
Erhebung  des  Balkens  nnter  der  Thflre  kleiner  sei  als  die  Höbe 
BC,  oder  allerhöchstens  gleicb  BC 

Sei  nun 

AB:=a,  DE=l,  BC—h,  BE=x,  BR=y\ 
•o  ist 


BE'.ER=:JBA:ED,  d.  b.  x:ER=is+o:li 
also 

Ix 


ER 


=^'      BÄ  =  V  Ä£»-ÄJ5«=y=^  V/»-(:r+a)» 


Da  DUO  das  Maximum  von  Jf  ^h,  so  muss  man  znn&chst  die« 
ses  Haximom  snchen.    Es  ist  aber 

Setif  man  dieses  gleicn  IVuiU  so  ist 

(x+a)tP-{^+Ä)?l-lrrp::^'(a+^)*)-a:(;j;+a)«=0, 
d    h  ' 

a  (P  —  (a+ar)«) — or  (a+a:)^  =  0 , 

ii.i  ...         ..  .  'II* 

..   ■.  •  ".    ..   "    •  ji  '  '  .w   ■       ',1'»  *i'..!..       •      '  1^^  «jt.  :        ',     '.(• 

Der  entsprechende :>yerit)i,yan  ^. ist:,,      .,,     •    ,  [,  ..„    .    ,    m 

>-  .   ■        ;i     .       *';..m''»    j'    Ii  l-er  W  !-j|  Jj  ..    .  il: :  , /'   v.'iutl'tl'i.'    •"    ' 


Doidk^jlMo  dar  BaUmAj  i9'^4  Ha««  Uio«iki|;^Ub^,  üj^«  Unner: 

'  •»    I    .1  '    I  i  'i  1'.     .(>'!.»-.   !       '     .s      .*.  ^        .  '••'     II«. 7 '1--    j.   i'"   • 


'     .    .1!    In)  'l   «j'>'t    .  '.'      ili»    .'*'    ri    '»if»    1    ',,-•.;  I  «v    ,'!.••/.    \v.   *■( 


V  '  P  .      V   .1*'  >',  .j        M-..ii..f   r.  '    -%i    11»'/    iii't- 
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lJebiiii9saiifsal»eii  fOr  Seliftler. 
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VoB  dem  Herfs  Doctqr.J.  Dienirer, ,  Vor«taii4  der  böhem  B^rirertcbal« 


li      'l'-l      '.»•<»  I.«      I  .  •  '         J         ■  •• 
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M  ist  die  mittlere  Eotfernung  des  Panktes  (a,  ff)  tod  der 
ElUpse: 

Für  den  Fall»    da^s   ß^sOf    erhSU  man  als  mittlere  £ntfer 
miog,  wenn  a>«: 


i  I 


*    •   j 


2(a«— 6«) 
1 1  /  g»-6*— 2o«+  (g— g)  Vä«^^  j 


3)  Der  Körper  A  habe  zwei  geradlloige  Beweraigeii  nach 
AB  aod  AE  (Taf.  V.  Ftff.  4.),  beide  so,  daiia,  wenn  2)  und  C  die 
Orte  am  Ende  der  ersten  Sekunde»  B^Edm  Ende  der  Zeit  i  wiren, 

AB=AD.<p({),    AE^AC.^ifi, 

worin  9  (i)  irgend  eine  Funktion  von  i  ist.  Für  diesen  Fall  be- 
weist er  sich  auf  der  Diagonale  des  Parallelogramnis  ADGC  über 
AÖ  und  AC  und  zwar  so,  dass»  wenn  G 9  F  die  Orte  am  Ende 
der  ersten  Sekunde  und  der  Zeit  t  sind,  auch 


AF:^yAG.9<(>' 


ABI"!  !■■  ■  ■   /  r.i  *' 


Von  dem  Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe,  Gymnaciallehrer  an  CasteL 

Werden  aber  den  drei^  Seiten  eines  rech twtnkeCgen  Drei^b 
gleichseitige  Dreiecke  beschrieben,  so  sind  bekanntiich  die  Drei* 
ecke  Ober  den  beiden,  Catheten  zqsapumen  genommen  so  gross 
als  das  Dreieck  Ober  der  fl^rpütenuse.  Geradlinige  Fieuren.  ab<^, 
welche  an  Fläch^rauni  gteidi  »ind ,  lassen  sich  auch  immer  11 
Stacke  zerschneiden,  welche  beziehungsweise  congruent  sind. 
Solche  Zerschneidungen ,  an  den  genannten  Dreieckea  ▼oretoom- 
men,  sind  hier  in  den  Figuren^  Taf.  V.  Fig.  6.,  Fiif.  6.,  Fig.  7. 
bereits  ausgeführt,  und  es  wird  fieb^n  Feststellung  der  Constmc- 
tion  der  Beweis  för  die  RicMigkert  ievUngt  Taf.  V.  Fig.  6.  re- 
prSsentirt  die  Fälle.,  in  welchen  die  Differenz  der  beiden  spitsen 
Winkel  des  rechtwinkielig^  Dreiecks  <  30<>;  Taif^;  V.  IQgv  ft  dea 
Fall,  in  welchem  sie  =30«^;  und  Taf.  V.  Fig. '9.  ditf^raley  wo 
dieselbe  >  30^  ist  In  jeder  Figur  sind  die  entsprechenden  Fii' 
chenstü^ke  mit  derselben  Zahl  l^zeichnet. 


1    •    / 


Druckfehren 

Auf  S.  113.  und  S.liV*  unten;  links  neUe  mAip  nTli«il 
statt  „Theil  XVI.«' 
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Heller  dl«^  nähermisswelge  Simittte- 
IVBflT  der  fVeriihe  besIteiDiter' 

.  Integrale*       .  . 

Ti  ... 

on 
*  *  * 

dem   Heraa»ffeber. 


.  i. 


§.  1. 


•    M  : 


Bei  allen  AiKfendtrogeH  4er  Jüathemadlc  kommt  num  llktfft|( 
m  4eft  Fall  9  die  Werthe  bestimintet.  Integrale  nftbemngftwelae  er* 
niMt  xQ  mOaseii,  wefOr  iob  als  ei»  eebr  bi  die  Aiwen  falleodea 
itimA  nur  die  ScbiÜBbankonst  aof&bren  will,  hidem.  mim  bei 
<ir  Mrtimniunfl;  der  Schiffarttume,  der  Sehwerponkte  i  der  Stabil!- 
tM  md  der  frSgbeitiaMnneote  (letzterer  naroentlieb  wegen  dee 
Mlingems  und  Stampfens  der  SohiffeV,  der  Beetimmut1|g  den 
Verstandes,  welcben  die  Scbiffe  bei  der  Bewegung'  Im  Wasser 
nkiden,  o.  s.  w..  immer  anf  die  nibet uilgswelse  firmittelnng  der 
Wtrtbe  bestimmter  Integrale  Mngewiesen  ist  leb  balte  es  dalier  för 
pveckmftssi^,  diejenigen Metbodeii»  welche  mannacb meinerMeiming 
b  der  Praxis  am  ▼ortneilbaftesten  in  Atiwendnngzn  bringen  bat,  in 
fcr  yorliegenden  Abhandlung  mit  mGgttcbster  DeutlicbKeit  und  In 
Mglicbst  elementarer  Welse  zu  entwickeln ,  ohne  dabei  eine  toNI^ 
enchOpfende  und  gana  al%enieine  Darstellimg  dieses  bOchst  wich^ 
^en  Gegetistandes  su  erstreben,  bidem  teb,  wie  gesagt,  mein 
An^eamerk  Air  Jdtat  baupt^äcblich  auf  die  praktiifche  Anwendung 
gtiiobtet'babe^  Ifir  welbne  es  nacb'melni>r  Meinung  weder  noth- 
^«Mig  aocb  uweckmäsdig  sein  diirfte,  die  ■  Darstelbing  bis  au  vM^ 
tttadiger  AttgeimeiBbeit .  m  erbeben.  Wemi  auch  die  Torliegendel 
^aiMiloo«  notbwendl«^  manelies  Bekannte  enthakeb  mnss,  so 
^We  doch  aocb  manchee  Nene  in  derselben  i^evkommen ,  indeM 
>•  fi«  das  Prlndp  der  nadb  meiner  Meinong  iNMentllch  audi  prak^ 

TlieU  \IV.  15 


fisch  sehr  wichtigen  CorrectloDSfonneln  ran  Stirling  noch  nicfct 
so  klar  wie  hier  aufgedeckt  worden  sein  möchte,  indem  ich  mich 
bemOht  habe,  einen  ganz  allgemeinen  Beweis  dieser  wichtigen 
Formeln  zu  geben.  Auf  einige  specielle  Anwendungen  werde  ich 
vielleicht  späterhin  zarOckkommen. 


{.  2. 

Wir  wollen   also  annehmen,    dass  y  eine  beFiebige  Function 
der  unabhängigen  veränderlichen  Grosse  ;r  sei,  und  dass  der  WerHi 

des  bestimmten  Integrals 

•   •  • 

WO  a  ifl4>t:k»kaiftHitAJietib^lMmtW'GrflMwd«]|^ 
a  die  untere  und  6  die  oberje^  GxÜJqaie,   sind,    durch  Annäheraog 
bestimmt  werden  solle.    Hferbfer  kOiltlfen  tiun  zwei  Fälle  eintreteo, 
jenachdem 
der    unabli 

oder  unbekannt  „., .^^.   ,,._ ^__  

jenige,  welcher  z.  B«  in  der  Schiffsbaukuust  am  Häufigsten,  eigentnch 
nur  allein,  vorkommt  Mag  nun  aber  der  eine  oder  der  andere 
dieser  beiden  Fälle  vorliegen,  so  wollen  wir  doch  immer  anneh- 
men ,  dass  eine  Reihe  zusammenstimmender  oder  einander  ent- 
sprechender Werthe  von  x  und  1/  bekannt  oder  gegeben  sei.  IH^ 
wir  zu  dieser  Annahme  stets  Berechtigt  sind,  und  nur  die  Art 
und  Weise  verschieden  ist,  wie  man  m  den  beiden  in  Rede  «te- 
bi^l^4^;FlillQa>sii  dekir  gewissen  Itfstimmten  Werthe«  der  unab* 
I^gigCi^^^^ändeciicfaen  Grilsjie  j?»  welche  batifriich  stdte  '^^^" 

K^^HQP  ,der>.gan&  jmfiHktihrlidhen^Atinafame  anheira  gestellt. m- 
,  ei^pre^benden  Wertben  1  der  Function  y  dieser  »eniad^Hpo^ 
QfiifiFfle^^  Miaugt;.  wird  äogleich  erhellen,  =  und  kann  aai.ki^taw 
Art  likm  d^lieh  ^macht  Hierden^  We&ii  nänich  w€i^Jj^ 
Ali  d^r  Ahkäotgigk^it  ,der  Fanctiön  ^  y  yoo  der  ..vierändeffHw* 
(^rr«fi^^/ 'T  voUslandig  bokaüuit,  d.  h.  if  eine  ft^^ebene  Ftt»ff 
von  üB.f\^U  BO  M  dMiireh  Belürlich  sogleiobv)en. selbst  dieMfir 
liebkeit  gehote^,.;(Ue  deo  wUlküMioM  aiigenoiiimetien  Wertbcai* 
a;a;\ve|^^t4aan  4<)i^gafizenl  Rechnubg  izum  Griinde  ku  legen  kflt^ 
«icbtAgt  j  «»«-«prjeirbeo^ien  Wiertbe  dser!  FiitootloB.  y  ▼^iBitteM*^ 
49rch  die  form  4'ieser„  ihrer  Abhängigkeitf  von.::r  naiih,  volhi^y 
bakafinten  Flunction'  unmittelbar. und  gatia  Von. i selbst  vorgesA*' 
beneii  ßecbnung^eratlonen  zu  ÜeseckäciKCi  Wton  dhg^P^die 
Fort^ji  der  .von  w  ablulBgigpeat  Functidn>^iaicbt  bekannt  *^»jff*?[! 
dei« :  dofib ,  a»  Aw  nchmk  vdüher \ (gebratMihte  BelspM^ 
Scbi^sbauk^inat  beteitbelMÜteil tm  a>  niidl-.  5  jedeslalls  WNT 
4^ ,  aligDineinw  /ütal^ischfi»  ^  Symbolik  zweier  aa  '^ 
Si^biffsk^ruer  ...selbf^t  «*ch  v.wfihdfeftdeat,!  &  «iiier  Ä^*"** 
AJtihängigike'^.irpiii  einander  stttbemdeB  CSrusato  «eiii^  die  elnff  ff* 
9ßimf^  m^ßmm  n»tr  d«^^ge•lgMtett  Instmhienlen  •^'^'^iSlSIer 
uilerz^fW  »wdwiikftn^ena  man  wir*  lilaQ  an  dm  SAMi»'?^ 
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adhtteniige  Wettiie  der  an  «leiicaUbeD  sieb  IMendeii  und' darch 
iflütlhcB  imidttelbar  daigel^ten,  im  Allgemeinen  dnvch  das* 
Symbol  x  bezetcboeten  Grosse  genau  messen ,  ferner  die  an  dem 
ScfailskSrper  sieb  ebenfalls  i^oäsdenden,  und  durch  denselben 
immittelbar  dargelegten,  den  angenommenen  Werthen  von  x 
estftj^recfteadeo  öder  davon  abhängenden  '  und  durch  ätesel- 
ben  bestimmten  Werf  he  der  Im  AH^melnen  dhi^cb  y  foezeichne- 
tCR  Grosse  gebMg  aufsuchen  und  gTefchfalls  eiber  ^etiaue^  Mes- 
smlg  unterwerfen/  und  whd  steh  siso  auf  diesö  Weise  atich  in 
de«  vorliegenden  Falle,  welcher  in  d^r  That»  wie  schon  bemerkt' 
worden  ist,  derjenige  ist,  welcher  z3ß.  in  der  Sefaiflbbankunst  Vorzugs-' 
webe  und  eigentiicb  nur  alleiB  vorkommt,  in  den  Besita  einer 
Reibe  zusammensthnmeiider'  oder  einander  entsprechender  Werthe 
TOB  4P  mid  y  zu  setzen  im  Stande  sein. 


$.  a 


t ' 


Nachdem  hierdurch  gezeigt  worden  ist,  dass  die  beidea  oben 
liber  bezeichneten  Fälle  im  Wesentlichen  durchaus  nicht  von 
«Moder  verschieden  sind,  dflrfen  )ik\x  uns  atse  hnmer  berechtigt 
yten,  eine  Reihe  zusammenstimmender  oder  einander  entspre- 
dnder  Werthe  der  unabhängigen  veränderlichi^n  Gr9sse  x  und 
iltfer  Function  y  als  bekannt  anzunehmen,  und  k5nnen  unter  die- 
Nr  Voraussetzung  nun  das  Prinoip^  welches;  der,  approximativen 
Ivlegnitionsmethode,  dereu  Entwickelung' den  Gegenstand  dieser 
Akbodlang  aosmachen  wir4  Mki  AUgenieiiieB  zumCTrnnd^  Hegt»  auf 
binde  £ii  ausspreoben,  wenn  avch  weitere  Ergänzungen  und 
Emiernngen  desselben  im  Laufe  unserer  Uaterauchoiig  selbst 
A«d  laehrere  vorbouimeQ  werden*  • 

Dfm  Obigen  zufolge  wollen  wir  annehmen,  dass  den  n  gege«* 
«i  Wertben 

«1»  Ä«>  «I»  a4».—  a« 

^  lübhäneigen  veränderlichen  GrSsse  x  die  gleichfalls  gegebe- 
■ei  s  Werthe 


ifl]  y     '^%»    -^8  »    ^M^$»»'»  Au 


.1' 


fo  Function  y  dieser  veränderlichen  GrOßse  entsprechen.   Femer 
vallea  wir  grosserer  DeutKchkeit  oder  vielmehr  Ansicbaulicbkeit 

ata  uns  die  n  gegebenen  Wertjbe  der  unabhängigen  veränder* 
Ni  GrOsse  x  als  eben  so  viele*  Alisctssen ,  una  die  n  gegebe- 
*M  Werthe.  der  Function  y  als  die 'dieses  A()scissen  entsprechen- 
^  Ordinaten  der  Punkte  einer  Cune  denken,  deren  Natur, 
^coo  wir  den  Buchstaben  f  wie  gi|)vuhnlich  als  ein  al^meines 
Fnctionszeicben  gebrauchen,  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

y-fw 

»wgedrackt  oder  charabterisirt  wird.    Nach  dieser   Vorstellung»- 
«tise  sind  uns  also  n  Henkle  der  dureb  die  vorstehende  Gleicb- 

I5^ 
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Qlig  charaMerisiitM  Curre  gegdbeD,  unA  web*  wir  im  MA 
diefte  n  gegebenen  Punkte  eine  in. Allgemeinen  dnreh  die  Gleieliwy 

Jf = «0 +  «i^  +  <%P*+ «»«•  +  •..  + «•-i«'*-* 

ckaräkterbirte  parabolische  Curre  de^  (m — IWen  Gm4eakUi4nrcb 
legen,  so  werden  wir  uns  a^n  der  .^hiinanme  nerecbtigt  bakeo  d6^ 
fen,  dass  diese  parabolische  Curve  im  Allgemeinen  sich  desto 
^n^er  oder  inniger  an  di^  durch  die  Qleichung  ^=/'(a:)  cbarakis» 
rfsirte  Curve  anschliessen ,  oder,  wa^  augen^heulkh  dasselbe 
ist,  dass  durch  die  Functien 

die  Function  fr=f{x)  desto  genauer  dargestellt  werden  wird,  je 
mehr  Punkte  die  beiden  Curven  mit  einander  gemein  haben/d.  d. 
nach  dem  Obigen,  je  mehr  einander  entsprechende  Werthe  top 
X  und  y  als  gegeben  angenommen  oder  zum  Grunde  gelegt  wor* 
den  sind.  Da  es  nun  aber  hierbei  natürlich  darauf  ankommt,  dit 
Gleichling 

'  '  ■*         .  < 

der  durch  die  n  gegebenen  Punkte ,  deren  Goordinaten  «aeb  den 

Obigen  > 

4],  ii|;  a.2,  A^;  «3,  ^3 ;....;  an.  An 

sindr  welche  in  der  dutch  die  Oleiebuii^  p:srf(st)  cbarakterisitteR 
Curve  liegen ,  hindurch  gehenden  pambolisohen  Cnrte  ^naa  Iren-' 
neu  zu  lernen^  sa  hannelt  ee  sich,  eben  weil  diese  parabollscbe 
Curve  durch  die  n  gegebenen  Punkte  gellen  soll,  oflfenbar  dämm, 
die  CoefScienten 

in  der  allgemeinen  Gleichung 

der  parabolischen  Curve  so  zu  bestimme^,  dass  den  n  Glei- 
chungen 

-f<3  =  «ü  +  «ifla  +  «2fl3*+  »>fl3*  +  -  +  «'--ifls'^  S 


I    ^ 

U.  8.   W. 


A= «?o + «1«« +«ia«*  +  «3Ö«* +  ....  + a«-,««»- » ; 
welche  in  Bezug  auf  die  onbekannten  Gnlssen 

•b»  ßi»  «i»  *J^s*f«« 


;   .* 


•imifich  rom  eisten  Grade  sind,  gemüet  wird.  Hitoaas'^ sieht 
AAo>  dmm  ee^  Weno  diese  Bestiromanf^  mit  vuHigef  ßestimnitfidit 
jB^rfieb  0€in  fioll,  keinesness  der  (veieo  WilUcObr  anbeim:  «estlBlIt 
UeQit«  wie  gvoes  man  die  &n  Grad  der  gesuchten  paraboTisohen 
Cunre  bestimmende  Grosse  m  annehmen  will,  indem  man  offenbar, 
damit  man  immer  gerade  eben  so  viele  Gleichungen  wie  zu  be- 
stiramende  unbekannte  Gr^sBenod,  ai,  ct^,  OsV*-**»  erlmlte,  nur 
mzzzn  setzen  kann,  wodurch  man  die  n  Gleichungen  des  ersten 
Grades 

^i  =  «©  +  «1 0«  +  «ao»*  +  «^  «3  •  ^+ •  4  •  +  «it-I  «3*"*  1 

n.    s.    w.       i' 

Bit  den  n  unbekannten  Gr5ssen 

^»    ^i$    «tf    «If.'Cfn-l 

erldQt,  welche  letzteren  sich  also  mittele  dieser  n  Gleichungen 
iet  ersten  Grades  im  Allgemeinen  immer  ohne  Zweideutigkeit 
kfÜBunen  lassen. 

Hat  man  nun  aber  die  Cnefficienten 

f^»  «i>  «»>  «f>....«fK-i 

ut  diese  Weise  bestimmt,  so  wird  im  Allgemeinen,  wenigstens 
ii  ^  Intervalle,  welches^die  zum  ätunle  gelegten  Werthe  der 
n^hin^gen  verftnderlichen  Grösse  x  umTassen,  mit  desto  gr5s- 
•erer  Geoauigkeit,  je  mehr  Werthe  von  x  in  fiesem  Intervalle 
ttrf  denselben  entsprechendes. Werthe  trQn.y«  ^i}i  (Grunde  gelegt 
'^•fden  sind,  oder  je  mehr  Punkte  in  diesem  Intervalle  die  durch 
tt  Gleichung  y^f{x)  charakterisirte  Curve  und  die  durch  die 
thMhwig  '   '  ■'  .  .••.•.'!  't  >*iT  ii  : 

3r=ao  +  «i«  +  «r"?*  +  n%a^  +  ....  +  On^iOi^^ 

charakterisirte  parabolisclie)^uiVe  d^s  (n-*l)sten  Grades  mit  ein* 
ttder  gemein  haben,  ^ 


i»  .  M 


.    .    '  '  -'    .'    . 

gtietat,    eier  die  EunctiMi'  ytz^/'Cr), durch  die  .gan^e   ratioaale 
«igabrabdie  Fanctisn  des  (ft*-l>teiri  Grades 

Ivgestellt  werden  können^ 


SM 


Nimmt 'man  noo  die  siim  Oroofle  gelegtefi  WeHhe  tfltt<a  k 
dem  Intervalle  tod  x=^u  bis  xazb,  m^  wM  ioMrbalb  diOMs 
IntervaUft  mit  desto  grfiaiierer  Genaoigkmt,  je  mehr  Weiiheifon 
X  und  denselben  entspredieMde  Werthe  von  y  man  mm  Gmufe 
gelegt  hat,  .       >/.  ^ 


II«'. 

also  auch 


*  r 


In      ' 


y8ar:==/(ar)Sa?==(oö+ii^ar+oi|a:*+tt^a:'+M.  +  aji-|ar7-*)8;r, 
und  folglif:h  offenbar  auch 

'  *  j  •  .  \ 


y*^y8ir»=yV(«)»* 


I ' 


+U(i^ai^^9nf 


d.  i. 


ydx  =  /     /*(a:)  dx 


1 , '  ."I 


a  a         ■    "  •  •    •         ■      •  .    '      ^    t  J   M 


also  I   »  ' 


I 


y^j»8«=y*V(*)&t 


I   I 


gesetzt  werden  können  9  und  hierdurch  folglich  deir  gesucbltiW«^ 
des  bestimmten  Inteirrals 


■(ll*>  .  Ol,       I 


nähemn^siveis«  gbfonden  sein,  ho  AHgenteiMB^<)idilier  init  de^ 
grösserer  Genauigkeit,  je  mehr  Wertbe  von  x  in  dem  dorcli  ^ 
ffftegmtioDSgriBzeii  bestimmteii  InterveMmid  ditoselhsn  ütsp^ 
chende  S^erthe  von  jf*  bei  der  Bestimmubgu^l^nCietfeiflsMiAi 
«p  «t»  tu,....  o»-^  zum  Grunde  gelegt  worden  sind,  oder  v<^ 
einem  je  böhereh^  Gnide  die^duidildf»  OldMiimi  „'*> 

y=^OQ  +  aiX  +  a^'^  +  a^x^'i''\iy4^'a»^i^^ 


fibarakterialrle  piikbiBwbe  Ourv)rf  Ist,  .  MlftJie  nMui>  Mitditaiiill 
Rede  «tefaenden  Intervalle  mit  der  durch  die  Gleichung  yz^flx) 
dutfakterisirteo  Curre  io  UebereinstimmuDg  s^^racht^  hat 

Dies  ist  im  Allgemeioen  das  Princi^ .  der  NaKeiiongsmethode  zur 
Ermittelung  der  Werthe  bestipifut^r  rlntegrelfr» :  welche  mr  nun 
weiter  entwickeln  wollen»  iodem  wir  jedoch  vorläufig  bemerken,* 
dass  wir  bei  dieser  Edlwickdua^  nlcUlrgaihs'  xUeii  Im  Vorhergehen- 
deo  angegebenen  Weg,  welcher  sich  Qbrigens  allerdings  auch 
dllschlagen  Hesse,  verfolgen  wetäeiS^,  weil  eine  etwas  andere  Ent- 
wickeloDgsweise ,  wie  wir  ,sp^(^ic^  ^ben  werden,  in  mancher 
Rflcksicht  dichter  iind  seh  nein  er  zum  Zwecker  luhrt.  Hier  kam  es 
108  Ar  jetzt  nur  darauf  an,  den  Geist  der  Methode  den  Lesern 
m  Allgemeinen  mit  möglichster  Deutlichkeit  vor'df»  iUigtii  c« 
flibren,  und  dazu  schien  uns  der  ^n  Vprheirgehenden  eingeschla- 
gttie  Weg  der  geeignetste  zt^  sehir  ^*-     i^ 

•■''•       "    '    §. '4.  ■'     \^    n  0    ...  '   '   I.    (T.'.f    tui'tft 
''  '  ■     'li'    •     ..  ■       ■         '  •'  -^  :  ,'>     '.'.><;•■  L.'.', :iA    tmI» 

.Es  MSg.j^Ut  wMer  ..  ,.)  ^  ,'»  r-.,  .:'>.i-»;:i-i(;  .i- 

nM  Reibe  von  n  gegebenen  WerAen  ^er  unabhängigen  veränder- 
fickcQ  Grösse  x,  und '  j  *'*  •  ;;*-  •  t^-^  '  i^ 

&  Reibe  der  diesen  Werthen  von  or  entsprecnenden  ^  gleicnfaÜs 
fiH^benen  n  Werthe  der  Function  y  der  veränderlichen  Grosse 
'  Nil.  Unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  uns  nnn  die  Auf- 
9^itelleDy  die  Function  y  so  zu  bestimmen,  dass  sie  die  Form 
dier  ganzen  rationalen  algebraischen  Function  des  (n — l)sten 
Axief  von  a  habe  und,  wenn  man  flir  x  die  Werthe 

^l»  ^t»  ög,  04 9 ••••o« 

iB  lie  einführt  9  respective  die  Werthe 

«Aalte.  Um  diese  Aufgabe  aber  mit  Leichtigkeit  aufzulösen,  wol* 
^  wir  die  Function  y  nicht  in  der  gewöhnlichen  Form  der  gan- 
>n  rationalen  algebraischen  Functionen  des  (n  — l)sten  Grades 
MMbnien,  wie  dies  im  vorhergehenden  Paragraphen  geschehen 
iit,  sondern  wir  wollen,  nach  einem  schon  von  aem  scharbinnl- 
^  eoglisdhen  Mathematiker  Jacob  Stirling  in  seiner  selbst 
jtCit  immer  noch  wichtigen  Methodus  differentialM:  sive 
T'actatus  de  summatione  et  interpolatione  serierum 
(»finitarum.  Londinl  1730.  4P.  p.  139.  Prop.  XXIX.  be- 
Ugten  sbnreichen  Verfahren,    die  ganze  rationale   algebraische 
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FnnettdDjy  des  .(si*Tfl)0leii. Grad Ai  qn»  unteiidM  Fmü^ 
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1  * 

*  f  *    1  *      »     ' 

tro  die  Symbole 

Sil»  21t»  Jt^f  71^9'^'*'*^^  •' 

gewisse  Ton  x  unabhängige  Coefficienten  beseicbnen»  dargestellt 
enken,  wobei  zugleich  auf  der  Stelle  in  die  Augen  ftllt,  dass, 
wenn  man  die  Function  y  unter  dieser  Form  den  Bedingaogea 
der  Aufgabe  gemäss  darzustellen  im  Stande  ist,  daraus  dano 
immer  auch  leicht  die  gewöhnliche  Form  der  ganzen  rationaleo 
algebraischen  Functionen  des  (n— l)sten  Grades  abgeleitet  wtrdeo 
kann. 

Zur  Bestimmung  der  n  von  x  unabhängigen  CoefBdenteo 

2li>  3li9  %,  Tl^j,„.Tln 
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liefern  uns  aber  die  Bedingungen  der  Aufgabe  unmittelbar  die 
folgenden  Gleichungen: 
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-  SluM^Hoiren  wir  Äese  Gl^cbunge^  naär^tft  R^b*  ^t  len 
Bijtclifn       .,  "  J^      ii     ■     ;    I'         I      V 
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und  addireil-lidie  <|^dur<3i  ^h  eimgefi  ganz  leichten  /KeduetioDeo 
entstehenden  Gleiäiungen  zu  -einander^  so  erhalten  wir  uneben 
den  CoefBcient^n  ^^       ^     \,     i        l!  :-=  i 


::  1.    2^,   1%,  %,  3lf,^..3(ft  ^   \ 

die  folgende  Gleichung^      r     ^  J     • 

"*"   («l-«tf)  (fl^^«t)  (Ot^Oft)  (Ol-H^....  (Ol— €») 

■ -4.   ; 

(<%— ft)  (o»— ««)  (o»r-«4)(«i— <%)  ••••  ("•—«) 
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(«4— fl|i)(fl;i-ö«)(<v'-fli)(«k— <^--(<»4— «*) 
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(a,  —  04)  («i — «5) ...  (flj  —  a*) 
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(«r* — üg)(ak — «4) ....  (a*— a*-i) 
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Wenn  man  nun  nach  einer  aus  den  Aofangsgründen  der  kto. 
RralrechnuD^  allgemein  bekannten  Methode  (m.  9*  z.  B.  meiDea 
Leitfaden  für  den  ersten  'Unterricht  in  der  hOheio 
Analysiis.  Leipzig.  1838.  S.  150.  §.  14.)  die  gebrocliene  ntio- 
nale  lügehraische  Function 

1 

' ^__^^-j^— 

in  sogenannte  einfache  o4«r  Partifdbrüche  mit  den  ?^en|iem 

tt— «i,  u — a^,  «— Og,  i«-^«4,  a— «5,...«— ff/i   * 

zerlegt,    so -erhält  man  nach  der  erwähnten  Methpdd  als  Zähler 
dieser  Brüche  nnmittelbär  die  folgenden  GrOssen^ 

m 

I 
1       _. 

'  ■  \ 

j-  («1— «l)  («1-fl^  («i— «4)(«2--«6)  ••  («1—4«)  'i 

(«•-«i)(<%— «a)(ö8-^4>(»3— 05)  -.(<%— fi^)' 

(i^-^«i)  (04— ai)(a4— e^)(o?4--tfi)  ....(«4— «^) ' 
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und  es  ist  folgli^ 


(u— «iXu— €^(i«— «^)(p— fl^4)(a— a^)...(i«— «^ 
"  («l— «»)(«li-'"-«5)(«i-^(«l^«»)-  («l— ^)(«»— «^> 
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(«1— ai)(«i-«s)(öi— i4)(«4^*^)*->-<<4— «/*)  (tt— €^ 

•/    .-     i'l  .7/  .se   .11 
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(«4-ai)(ö4-a,)(ff4— «,jf(«4— 0^)4.  (^4— «^)  (if— lO 
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lifo,  wie  man  hieraus  «f^^leicl)  fcblieMl: 
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0= 


1 


1 

(«»-  •»X«!-«!  )(«2— «^Koa— «4^«»— «5)v-  («1— rt/i) 

t 


u.    s»    w.  • 

1 

■    . , 

oler,  wenn  man  grusserer  Symmetrie  wegen  ^tatt'  de«  Sfymbols 
«dis  Symbol  ce'  in  diese  Gleichung  rinRibrt: 


.»      '       -^ 


0= 


(o— a,)  (o— «^  («—«%)  («—«4)  •••  («— «/u) 
1        ' 

■*■  («,— «)(«!— «8)(«i-«8)(«l-«4)..(«i-a^) 

(o«— «)(«%— «i)(«i—«^)(o>—«i)..(««-«^) 

*■     1 

1         

(«/i— «)(o,,— «,)(«^— «^(ajB— «%)  .(«^— «^-i)  ■ 

Wendet  man  den  in  dieiKT  allgemeinen  Gleichung  aosgespro- 
cheaeo  Satz  auf  die  zwischeo^  den  06efBcieitten 


3li  >  «la  >  3t »  214 » •••  3fc 


eadene  Gleichung  an,    so  ßillt  auf  der  Stelle   in  die   Aogen/ 
die  Grossen,  in  welche  in  dieser  Gleichung  die  Coeflficienten 
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multipUcirt  siod,'  sKmintrich  TerdcbiriDdeD ,  äo  dasi  sich  alao  ait 
dieser  Gleichung  fiSr  den  allgefiieinen  CoefBcienteD  2k  der  fol- 
gende gani  independeote  Anranick  erglebtr 


+ ^ 


.  f«! 

U«      8»      W..' 

Ak 

j .' 

0er  W^rthwVon  2ji  l^ann  aas  dieser  allgemeinen  Formel  aidit 
abgeleitet  werden ;  aus  de^ii^  Obigen  ergiebt  sich  aber  ganx  ton 
selbst»  dass  immer  .    <    • 

t  *  1 

X  •  I         - 

ist 

Fährt  man  die  hieraus  sich  ergebenden  ganz  independeDtm 
Aosdrficke  von  i        .       .  ■ 

in* die  oben  zum  Grunde  geibgte  Gleichung 

i 

+  2C3(a:-fli)(^— «?) 

u.  s.  w. 
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ein,  so  erbSlt  man  auclr einen  rolhtändig  entwickelten,  ganz  hi- 
dependenten  Ausdruck  tiir  oie  gesuchte  ganze  rationale  fugehrtH 
sehe  Function  des.(it — l)$ten  Grades  1/  von  x. 


^99 
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Man  kaQQ  aber,  wie  wir  jew  ^ei^en  w^ITen,  die  ganze  ratio- 
nale algebraische  Function  des  \n — l)sten  Grades  y  von  ^  noch 
aof  einen  von  dem  aus  dem  Vorberg(ehendei^  sieb  ergebenden  yer- 
tebiedenen»  viel  einfacheren  Ausdruck  bringen.  Cm  jedoch  nicht 
aa  ireitläafig  zu  werden ,  wollen  wir  diesen  Ausdruck  nur  fiir  it=Ö 
entwickeln,  werden  aber  die  Rechnung  sq^iubren,  dass  die  All- 
gemeinheit der  Methode  aus  der^lbe^  ganz  v^n  p^^st  erhallet. 

■      ■•  '    ■  ij 

l  ■  ,    '     I 


Fflr  11=5  ist  nämlich  t 
9=  31.  ' 


+a,(«— öl) 
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+  Sf  (ar— iii)(a:— 0^)13:— äs)  (^—«4) , 
nd  folglich,  wenn  ni&h  för  '    '  ' 

die  los  dem  vorherg^bendläti  P^rajgtlapbbfi  sich  erg^bei^den  Aüs- 
Mie  dieser  CoeflQcienten  einfährt: 
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(««— Ol)  (a —fl,)  (0,-04)  (a,—a5)j 


(Oa— Ol)  (Ol— Oj  (0,-04)  (fls— 0^)1 
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(«4— «iK«  — «a)(«4— O,)(04— ttft) 

A^ 

(05— Ol)  (05— Oa)  (05--O] 
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»)  («5—««)/ 


Ordnet  man  nun  diesen  Ansdrock  111^ 

A\*  A%9  Sny  A^^  ^A^% 
80  ist  ^1.  in  die  folgende  GrOsse  miiltiplicirt: 


'   fix:.    •» 
■  * 


Xt^L:Z^\,  (^-"«i)(^— ««)    I  (JT  — Oi)(x-o«)(ar  — o,) 
*"*"  Ol— o.  "*■  (Ol— o«)  {oir^^t)  **■  (Ol— at)(oi— a,)(ai— oj 


(g  -  Ol)  (or— flt)  (J?— g ,)  (Jg  ^jjl 
"**  (fli— o«)(ai  —  «»)  (oi-r-04)  (oi-tf») 


1^'  '  1 

_,^  — fl«       (JT— Oi)(a:— Ot)      (x--Oi)(ar^dO(ar~g,) 

Ol  — fl,  "■"  (Ol— Oa)  (Ol  — O,)  "''  (Ol— o,)(oi-rr«,K«i-'-«4) 


(j?— Ol)  (g— o«)  (jT— a,)(s:i;i/ 

_(a?— o,)(a?-o,)      (ar-ffi)(jc— oO(ar— fl.)  . 

(Ol— Ot)(oi— fl,)  "^  (oi— Ol)  (Ol  -^di)"(ai-Hi;)     ^       ^ 

(ar — Ol)  (a:  -  o,)  (ar  -  g^)  (JT — o  J 
■*■  (oi-a,)  (fli— o.)  (Ol— 04)  {fl\—a^) 
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,   (Jg  —  flj)  (x— Og)(jr— tta)  (x  —  «4) 
(«1  -  <4)  («I  —  «3)  ißi-^  («fi— «5) 

_       (.T—  Oj)  (ar  —  OsKa?-— fy4>(^—  «5)  _ 
""      (Ol— fl«)(iii— a3)(ö|--'*4)(«i-«6) 

Ferner  ist  A%  in  die  folgende  Grosse  multiplicirt;. 

V 

(fla—«i)K—«s)  («'»-«4)  («•-*"«•) 

(JT— Ot)  (a?--gt)      (ar—  gQ (ar—  aa)(ar  —  a») 
(as— Ci)  («»— o.)  "*"  (o^-ai)  (oa-flif)  (Ol— fl«) 

j^(^— g|)(^-g«)(^-«s)(^— «4) 

_  fa—  gl)  (a?— gg)  (or  —  04) 
(at~«i)  (g»— Ä3)(<'a— 04) 
(ar— g|)(ar— g»)(ar— ^gQ  {pe—a^ 

^  (a»— gi>(g»— Oa)  (öa— g4)  (g«— gft) 

(x — gi)(ar— g,)(ar— q4)(ar  — gft) 
(«•— gl)  («a— g«)(tf  — g4)(«t-fl*)  ' 

Auf  ahnliche  Art  ist  A^  in  die  folgende  Grosse  mnltipUcirt: 


(s—ax)  (x— g«)      (or — g|)  (at— gi)(x.— gy)      • 
(«i— gl)  (g»— gl)      (gB-gi)(ai— g«)(«»— ö«) 

"Og-gi)(ar— 0«)(a:— gs)(ir*-g4) 
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_  Cr—  gl)  (jr-^gO(ar->  g4) 
""  («^— gf)(gi— gi)(gs— «4) 
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+  (g,— gi)(gi— lig)  (gj— g4)(ö8— «#) 


(jr  — g|V(3r-  ga)(jr  — g4)(j?— gft) 
(Os-giVCgj-  g»)  (g3  —  g4)  (<»3— ^4) 

fibeo  so  ist  ^4  in   die   folgende  Grosse  multtplicirt: 
TTwil  IIV.  *« 
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(«4— «i)  (fl4-fla)  («4-^)  (^-fl«)       -  .      1^      i 


Endlich  ist  /i^  in  die  GruBse 


muUiplicirt 
Also  ist 


(a: — fl|)  Qr  —  a^)  (x—aj)  (x  —  O4) 
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*        (%  -o^  (Ol  *^  Ha)  (ai^-^4Xoi-^«»)    ^ 
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(fla-"Äi)(a2— «3)tfla^fl4)(a«— aa)  ^ 
(ö8-ai)(as— 02)(«3— Ö4)  (08~Wä)    • 
"*"  (a*-— «i)  (a4— Oa)  (a*— cia)(a4— «J    *' 

.    ■    ,.    n. :  •  .      '        ■   ,      •!     n-  <     ,  . 

Dass  diese  Rechnung  in  Jedem  andern  Falle  anf  ganz  ibn- 
icbe  Art  aasgefährt  werden  kann,   erhellet  auf  der  Stelle,  umI 


liebe 

es  Ist  daher  aügemeiii  för  jedes  n: 
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^      («4— aft)(«t— fliXfJi— ai)(«fi— a4)-.».(ai-flii)    * 
■*"  («1— «i)  (fl«-fls)  («•— a*)  (^aT-<«A> .-  (S— V    * 

(^-^)  («•—<*«)  (^a7-«4)  («>r-ö,).^,  (^-".<if>.>  .    • 

(j? -  qi)(j:— fla)(jr-^ff,)(4?— 4y>).^(ar-^ 0«)  . 
'■'  («4-«i)  («4— ^a)  («4-H»i)  («4-^»)..-(«f-T^^ 


u.    s.    w. 


^m^ 


Cebrig«M  ßMt  ftach  auf  der  Stelle  ki  die  Augen,  das«  dieae 
one  ratioaale  algebrakicbe'  Futictlefi  dea  (n^l)Bteii  Gradea  den 
BediagiHigeD  anserer  Aafgabe  v^dllatindig  genigt»  indem  dfeselbe 
•feebar,  wenn  man  fbr  ir'die  Wertbe 


1  I '  1 1  . 


<^i  j  a<i|  Aa  9  fl« » •<•  a« . 
letit,  reapective  die  Wertbe 

erhält,  wie  eefordert  wurde.^  Düe  obige  Betrachtung  aber  zeigt, 
wie  man  aa  aieaer  merkwürdigen  Formel ,  welche  man  nach  ihrem 
Erfinder,  dem  berühmten  Lagrange,  die  Lagrange'sche  In- 
t«rpalationaformel  an  oenpen  j^flegtn  aiobt  darcli  Zura||,)son- 
4«n  mittelst  eioer  metbodiaclien  aaalytiachen  Entwickelung  gelan- 
gw  kann. 

Daaa  es  überhaupt  nicht  zwei  verschiedene,  die  Bedingungen 
UMerer  Aafgabe  erfiUlende  ganze  rationale  algebraische  Functio- 
Mt  des  (n  — l)8ten  Grades  geben  kann,  und  daher  die  obigen 
Mi  dct  Farn  nacl»  veniofaieJenen  Functionen  die  c^nzn^n  auidp 
wtelche  oiwere  Aufgabe  aafltoen^  läset  sich  leicht  KuffdgendB 
Alt  teige«.  Gübe  es  aämlidi  zvrei  die  BedHiauasenr  unserer  Amt** 
1^  vollatladig  erfilAeaöe  ganze  rationale  a1igelrraisciie>  Function' 
MO  des  (ft — l)sten  Grades  y  und  F,  so  würden  diese  FtfUcMeviea^ 
Wfmi  man  für  x  die  nWerthe 

ai>  09»  ag,  a«,..«.  a«, 

v^dcbe  natürlich  unter  einander  sämmtlich  ungleich '  angeiloaiawäi 
werden,  setzte,  beide  die  gleichen  Wertbe 

triititen,  und  die  Qiflerenz  y — F  ivrürde  also  verschwinden,  wenn 
■M  f^r  j?  nach  und  nach  die  n  sämmtlich  unter  einander  unglei- 
ckeo  Werthe 


01  f  03  »  a*  >   04  » **••  0n 

r 

*etite.  Daher  würde  nach  einem  bekannten  Satze  der  Theorie 
^  ganzen  rationalen  alaebraischen  Functionen  oder  der  Theorie 
^^  Gleichungen  die  Differenz  y~  F,  welche  offenbar  im  AUge- 
■leinen  eine  ganze^' rationale  jedgebMifsdie  Function  von  einem  den 
(«—leiten  nicht  jObeisteigenden  Giltde  tst ,    durch  das  Product 

16* 


kr 
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far— Ol)  (jf— o,)  (ap— a,)  (ar— aj  ^.  (x— o#), 


welches  offenbar  eine  ganze  rationale  algebraische  FanctioD  des^ 
Mteo  Grades  ist,  ohne  Rest  theilbar  seia,  i^a«  jediNi&dls  eine 
Ungereimtheit  ist,  die  nur  dadurch  beseitigt  frerden  kann»  dm; 
man  stell  zu  der  Annah|ne  bequemt»  dass  die  Differessif—r 
der  Null  identisch  gleich ,  oder  dass  für  Jedes  :c  die  FuncoDMa 
fi  und  F  einander  gleich,  d.  h.  dass  diese  beiden  FanctiooeQ 
überhaupt  gar  nicht  von  einander  verschieden,  und  daher  In  der 
That  beide  nur  eine  und  dieselbe  Function  sind,  was  eben  dit 
oben  von  uns  ausgesprochene  Behauptung  war,  deren  Richtigkeit 
also  hierdurch  vollständig  bewiesen  ist. 


$.  ». 


Um  den  Werth   des  bestimmten  Integrals 


J    ydx 


n&hemngsweise  zu  ermitteln,  wollen  wir  das  Intervall  oder  £e 
Differenz  6 — a,  die  der  Kürze  wegen  dnich  a  bezeichnei  wer- 
den mag,  in  n— 1  gleiche  TheHe  eintbeilen,  und  wollen  im  Vor- 
hergehenden, indem  wir  nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  die  for- 
her  darch 


0|  ,  Os,  a^,  04, ....Oa 

bezeichneten  GrOssen  innerhalb  des  in  Rede  stehenden  Interfailf 
UegtA.mfissen,  . 


Oi  =  a  z=za. 


f 


u.    s.    w. 


2A5 


oder,   weao  der  Kfirze  wegen  noch  Q  tOx r-  geacbrieben  wird. 


IL   8«  W. 


a«=a+(ii^l)o 


Eio   aUgeneineB  Glied  voo  y  ist  nach  dem  rorhergehenden 
ParagrapheD: 

Der  Nenner  dieses  allgeroeinen  Gliedes  ist  anter  der  so  eben  ge- 
machten Voravssetxnng  rflcksichtlich  der  Grossen  Oi»  a%,  a»^  a«, 
Sb  ofeabar: 


=(— 1)»-A«.1.2.3..(f*— l).1.2^..(n— f*).5^>; 
itr  &hler  aber  ist,  wenn 

IMedt  wird: 

•I  • 

i<ti— 1q)  (ii— 2ö)  ..  {u — (fi—  2)  5)  (u— fiö) ..  (tf— (n— ])c5) . 
Abo  ist  das  obige  allgemeine  Glied  von  y : 

* 

/   ,w^  m(«-15)(w— 2S)..(tt— (>*— 2)S)(M-^ft8).^M— (n-Däi)  , 

Weil    nun   dx=dtf  und  fflr    x=.a^    x=6   respective   tt=Ot 
«si^a=tf  ist«  so  ist«  wenn  wb  der  Kürze  wegeo  ' 


*  h 


''*"^  i.ia.(/*— i).i.25...(ii— f*) 


I7^==y  V«*-iö)(tf-25)..(tt— (^*--2)5)(ii— f*S)..(iiH«^l)ö^ 
setzen 9  das  allgemeine  Glied  von* 

I   ySx 

offenbar.  ■  ^  -     >' 

.  ^  Ifilii  is.t.^ef^  wiß  n^tn  leicht  findet: 

u(u—lQ)  (ti— 25) ..  (ii— (fir— 2)5)  (ii— fA5) ..  (ti— (n— 1)5) 

also»  wenn  man 


I  M  " 


=  =(||— 1)f>;     t(=:(f^-*I)C^=:iiCDÜ 


•         *     ■ 


setzt: 

ti  (tt— 15)  (tt—SS) ..  (II— (f*~2)5)  (ti— fiB) ..  (ii— <I4— 1)5) 

_  ^^,  (n-l)t>((n--l)i^l)  ((n-^)ü-2) »  ((n-^1)  tMn-1)). 
-^  (n-l)ü-.(^-l)  • 

und  weil  nnn  du=iodv  und  (är  u^O,    tt=o>  respective  9=0i 
v^l  ist. .so  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 

0 

g^ietst  wird,  offenbar  '   /       '  .     \'- 

'•     .     •  .  -   i. 

Also  ist  naob  dem-  Obigen  tqii  .  i  (»^  . 


•  • 


T^' 
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das  allge«WM  Gfieüt 


I        •• 


t      —  I 


Setieii  wir  jetzt  feroer 


bt 


t  « 


.    '.1 


*". 


/      mv^     1      (*^-l)w  +  (n— 3) 


.l)ih-9l 


o.    «.    w. 


r  > 


and 


*  * 


'    i:     •  •     '  X 


I  A  t 


(«— i)t>— 0»— 1)=^ ^"  '  T  '   • 

Wma  abo  n  gerade  ist,  so  ist 

(n— 1)  t>(  (ii-l)tH-l)  ((tt-l)e-2)  -  ({«-l)r— (ft— 1)) ' 


'/     .     m; 


•  1 


I  •,  ./ 


(ii-l)ic+(n— 1)  (it-l)«p+(n-3)  '.(»— l)«'-K»-6)     (»— 1)»+1 
= 5 J— 1 2 5 

)«,-(,^l)(n-l)«^(n-3)(n-l)«>-(n-tt)»-l>»,^l 


1  ' 


wU  weui'«'  mg«fade  My  so  44  - 
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(n— l)i>((tt-l)i>— l)((n— l)c— 2)..((n-J^tK»(«m4»     . 

__  (ii—l)tH-(n— 1)  (n— l)«»+(w-3)  («4-l>H-(«— «)  (n— 1)«>+2  (n-pie 
2  2 2 2        '     2 

^^(n— t)w-(n->l)  (n-l)ti>T(n— 3)  (n~^)t^^-(n— 5)  (n— l)to-g 

^       2         rr^t       %  ---  i  3"  2 

Setzen  wir  folglich  ^er  ll^ü^e  wegen^  jenachdea  n  gerade  oder 
ungerade  ist:  ''■ 


V.~    -      !     V.    '       -i 


((n~  l)«to«~(n---l)«)((n-;i)*tg^-(yt-^)^..X<[>«^l)*«g*— t*) 

(n— l)«tü«-(«-2fi+l)«  "^         ' 

so  ist  offenbar 

(n— l)p((n— l)c— l)((n— l)p-2)..((w-^l)t>— (n-1)) 

(«-!)• -(f»-l) 

1 

=  -^I^  ((n-l)ip-(ii-2^+l))  W^  i 


S.  '"        ., 


imd  weil  nun  dv=^dw  and  fSr  «=0,    r  =  l  respective  «p=— i» 
«o=:-|-l  ist»  so  ist  nach  dem.  Obigen  offenbar 

F^=  ^J*^  *  ((•i-lW--(n-2^+ i))  F^ate . 
Also  ist  das  a)lg9.meine,  Gl'^d  von  ,    r 


/    3f3ar 


1- 


nach  den  Obigen:    ,      '  t.  ^^ 

—  I 

Die  beiden  Fällen  wenn  f*=l  lund  ffttststfrlistynitisAeB^i  »wov^o 
leicht  die  Nothwendigkeit  aus  dem  Vorhergehenden  von  iwst 
erhellen  wird>  nun  nodi  besonders  betrachtet  werden. 


Das  erste  Glied;  vem.y  tiit  nach  den: voilieigebeDden  Para- 
grapheo 


Der  Neaner  dieses  Gliedes  ist 


— lo.— 2o.— 3ö.— 4tt.^— (n— 1^  ü 
=(— 1)*-».  1 .2 .  3^  (n-lj  5^» ; 


ad  der  Zihler  Ut,  weno  wieder 

gesetzt  wird: 

'  (H— lö)(ii-«c5)(ii-3S)..(i«-(n-l)S). 

Abo  ^it  idfui  obige  erste  GHed  yop  y; 


>        1     •  1  I '  1 


(«—15)  (tt-25)  (m-3c5)  ..  (M-(n— 1)5)   . 
^~*^  •  L2.3.-(«-l)5-»  „    ,^»;  ,  ,, 

Weil   nun  8a?=dti  widP  YiEir  ars^a»'  j?=6   respectiFe    ii=:0» 
«s6 — asstobt,  so  bt»  weno  der  Kfirze  wegeo 

(-1)-' 


^»-1.2*3..  («—1) 
«ad 


üi  =  /**(ii-15)(«-25)(ii.-35)  ..(«—(«-1)5)31« 

%J  •  I        •         1 


]     • .    *    •, 


.  t-  ■         :      '        •     '  '    .,         .        .  ., 


gesetzt  wird»  das  erste  Glied  vöo 


•     .        .   .       ■ 


/^^ 


oSenbar 


t "    ' 


"»  ^' 


Nsa  ist  aber»  M^ie  mao  leicbt  findet: 


'  1     1«    t. 


«SD 


.1 


also,  wenn  man 


*  •  t  • 


SClZl  •  ''Vif 

(tt— lö)  (11—25)  (u—So)..  («—(«—1)0) 
^  -..,  (n^l)p((ii^l)tH-I)  ((n~I)f^-2)..((n^l)p-(>i-l)) 


(w — \)v  :.    .     .? 


t'».     V 


und  weil  nun  duy=imäp  u^d  filru^t^Q,  f^=s4»  lyspeiptiTe  v=Q,  9=1 
ist«  80  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 

^  _   /»I  (n-l)c((it^l)tf>-l)((il-l)fr^^..((«->-<)b-:<ib^))--'^ 

9  ■  ,.  -  ''         •  1       \v; 

gesetzt  wird ,  offenbar 

Also  ist  nach  dem  Obigen  von 


_     t  -• 


das  erste  Glied: 


•'■■''^t^ti'A^,     ■'-■■       \/i^ 


wo  Kt  seinen  obigen  Werth  hat  ,      , 

Diese  Rechnung  noch  weiter  fortzuföhren,  ist  unn5tfaig,  weu 
die  fernere  Rechnung  ganz  untei;  dem  obigen  allgemeinen  Falle 
enthalten  ist  . 

Das  letzte  Glied  von  y  ist  nach  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen 


(a?— a|)(g"-flt)(^— a8){a?T^gO'"(j?— g«--i)  4 
(o«— Ol)  (o.— II,)  (a«-7fis),(W^a4)  ...(om^-On-^)  ^ ' 

Der  Nenner  dieses  Gliedes  ist 

(«— l)o.(n— 2)o.(ii^-3)ö ...  1q 
= (— 1)«.  1 .2.3...(n— 1)S«-M 


-k 

1       Hl*. in 


981 


ood  der  Zt^Hpr  i»t,  w9nn.,vlMm 


ifaex — a 


t«(»-15)(ii-^'26){tt-35]i..(ä-(«-i)b):*  ' 


_.—    1 


ü^o  ist  das  kug^  tetste^Iied  ion^:  ' 

,     tt(w-15)  (M-2t>)  («-35) ..  (u-(>t— 2)pi  , 

Weil  Dan  dx^^Su  und  f&r  arzza,    a?=:6   respective  tt=0, 
11=6  — a=iD  ist«  00  ist,  wenn  dar/Kfin^  tregda  J^<  m  i^i  '^  /. 

»^  •..'.*  t'i  .1  .. :. 

I7ii=  r*t«(ii— I5)(te--2c5>(if^--35)..(i«--(n— 2)ö)8ii 


f«    r    <  '  •  ..■  "  -l'     «,-        >-*    •  A    «'  •' 


gMelil.  irifd^  dM  lelirteCliedi  ven, 


1.»    :>ii 


/    jfdx 


!  ' .     1 

(  I     *      k  •  I  ' 1  ),,  ,  (   *   J 


i  j  .    'li    i;;.\    ti- 


\n< 


ofenliar 

Ä«  Um '  »I 


Nun  ist  aber«  me  man  leicht  findet: 

<;■    ■-.   Ml..'; 

u(u  -  lö)(tt—?p)(i<--35)..(tf— (»1—2)5) 

■l(g-0^(t-^:-^7<--"), , 

"i  I'     '\  'i' )  -..ii'i  •:  ,1m.  "It/lll'i  »   '!(        v/  ■,    j»,i')r»fr»f  ,<tHni   »»vj-ix 


abOkiwe^Y»-  pan 


setzt:  *^'-    "•    t 


2S2 

ii(k— IS)  (n— 2(3)  («»"-So) ...(»— (»^9)S) 


_  -,_,  (n-l)p((n-l)i>-l)((ii-l)o-g)..((ii-l)t>-^n-l» 

(„_!)«  _(„_!) 

I 

und  weil  doq^  dtf=o)dp  und  ffir  ti=0,    u=:io  respective   vssOl 
9=:l  ist,  so  ist,  wenn  der  Kürze  weg^n 

/>»  (n-l)r((«-l)r-l((n-^l).s^2).(fa-l)r~{n^l)) 
"    t/  (n_l)p_(„_l)  ^<* 

0 

gesetzt  wird,  offenbar  , 

t 

AJso  ist  nach  dem  Obigen  von 

/    jfix 

das  letzte  Glied: 

wo  Kn  seinen  obigen  Werth  hat 

Von  jetzt  an  ist  die  Rechnung  wieder  gam  unter  dem  -obeo 
betrachteten  allgemeinen  Falle  enthalten,  und  dieselbe  braucht 
daber  nicht  weiter  fortgeführt  zu  werden. 

Nehmen  wir  nun  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  eq^lebt 
sich  zur  Berechnung  des  f»ten  Gliedes  von 


/ 


h 
tfix 


die  folgende  allgemeine  Kegel: 
Man  setze« 

^^T"  1^2.3  .^(^-^  l).lw3)a..(R — (I)  , 

nod  le^  in  den  F«I«B^  wenn  ussl  iin<rtt='N''^üit,'  dem  Neaaer 
dieses  Bracbs  jederzeit.,  dep .  Wbrth  1.2.3  ..(n — 1)  l>ei.  Bieranf 
setze  man,  jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine  angerade  Zahl  iatf, 

((n-l)««)«-(»-l)')((n— l)««>^-(n-3)«)..((n-l-ll)%>«;-l«) 

(«— l)Vi»»— (n— 2^+ 1)» 


|((ii-l)V>«-(>t-l)«)((n-l)<M>»-(»-3)«)..((w-.l)«tp*~2«)(it-I)«> 

(>i_l)«io*-(»i_2p+l)«  :       ' 
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nmi  bereekne  4m^  b^Bfimrote  Integral 


J"^  *  ((n-I)fc-(n--2f*+l))  W^dw, 


—  i 


nie  die  geringste  Scbwierifficeit  bat,  da,  wie  ans  dem  Obi- 
gen sich  ganz  Ten  selbst  ergiebt»  Wp  immer  ;eine  ganze  rationale 
alnbraiscne  Function  von  w  ist.    Dann  ist 

i  »  «i.  ^y ^ '  ((f»-l)fc-(ii-2fi  + 1))  Wpdw 
—  l 

> 

gesuchte  fite  Glied  des  bestimmten  Integrals 


f'ydx 


«od  folglich 


m  — l 

+  ^mK^ ^y*"*" \(ii-l)tü-(n-3))  W^dw 

_  t 

+  ^  CO  1^3  A^J*^  '  ((n-l)tr-(n-6))  W^dw       . 


—  1 
u.    s.    w. 


wodwcfa  also  der  Werth  nnsers  bestimmten  Integrals  nfthemngs- 
*Te  geiiinden  ist 

Wir  wollen  jetzt  die  beiden  Glieder 

55«  Kf,  ApJ"^  \(Jt-l)ti»-(ai-2fi+l))  Wpdw, 


1  /*+  > 


tu 

betrachten,  indem  wir  anneby^iiii.daas  f».-t-«^^=i^?M  sniy  ^^  d|M 
diese  beiden  Glieder  gleich  weit  vom  Anfange  und  vom  Ende  ab- 
stehen. 

... 

Weil  «=fA+v— l'ist,  so  ist 

Ji— 'ÄV+lnafi  +  v — 1*— 2v+l=i=fA-*•V• 
und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 

Also  ist 

((n-l)fo  -  (n— 2v+i))  JF,^tr  =  ((it-l)tr-(fA— v))  Wfidw 

=  ((n-.l)to+(v— f*))  W,,Sw, 

d.  i. 

((it— l)«c-(n-2v+l))  JFraiu= ((w—l)to  +  (w-2fA+l))lf^. 

Setzen  wir  .nun  ti7=— tc|,  also  &w  =  —  dto*,  so  ist,  wie  leicht  ans 
dem  Obigeh^  Erhellen  wira, 

((«— l)to-(n--2v+l))  Wt8w=c  i  ((n-lX-(«-2f*+l))»V»', 


-1 


wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt ,   jenachdem  n 
gerade  oder  ungerade  ist,  und  folglich  überhaqpt 

((n-l)io  -(n-2v+l))  JF,^  =  (— l)«((n— l)io'-tn— 2ft+l))  W,JM^ 

Weil  nunifa^to^-^l,  ir*=+l  respective  io'.a=s'  +  |,  to'=— 1  •»*» 
so  ist 

r^  \(n-l)io-(it— 2*/^l))  Wvdw 


-*  *   \ 


.1'     '■  -        ^^i 


=(—1)"  r      ((n— l)fr'-  (n-2^+l))lF^atü' 

oder,  was  dasselbe  ist, 

/*"*"  \(n-l>r  —  (n-^2r  f  •!))  »Fr  8w 


-1 


- 1 

Daher  sind  die  Cr^s^t»  *>  li^  weiche  in  dem  fttea  uftd  vt«n  &\^^ 
AfA  und  A9  rouitiplicirt  sind,    nach  dem  Obigen 


^»^ 

»^ 


1 
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- 1 

I     .  ;  i         '  , 


}» » 


Fifr  fA=t  und  y=:9t  ist  nach  dem  Obigeo  bekanntlich 

,   _  .1  Hl)»-*.    ■>■!  :■••.,•. 


SO  dass  also  im  ersten  vnd  letzten  Gliede  von  /    ydx  die  CoeflI- 

denien  ron  At  und  i^  nach  dem  Vorhergebenden  offenbar  einan- 
der gleich  sind.  \       • 

AUgewein  ist  bekanntlich 

(_l)-M.     . 


•  I  »       ^ 


*^—  1.2.3..0i— 1).  1.2.3..  (n—ft)' 

^'"^  1.2.3..(v—l). 1.2.3  ..(n^ 
md  folgUqh»  «ei|  nach  der  Vomussßtznng  ^-^^v^n^  +  l,,  abo 

n — (»=»» — 1,    n — v=j»  — l 


M 


K.= ^^>'-^ 


1.2.3. .(|*-Ti).  1.2.3..(v— 1)' 


•     .    r*i' 


dafer  ist 


'  ■   '       /       r 


\. 


f 


■'  ^ 


\ 


':i-- 


■  _     (~i)tcu~i).(,i)i>-i Or?)!ii__, 

'  ""  1.2.3..(fi— l).1.2.a.(v— 1) ""  1 .2.3..(fA— l)J.2.34v-l)  * 
d.  i.  nadi  dem  Vorhergehenden  wieder 

woraas  nian  also  sieht,  dass  unter  den  gemachten  Voranssetzon» 
^         gen  überhaupt  in  dem  fit^ n  und  vten  Giiede  von  /    lydj?  die  Glos- 
sen Aft  und  Av  gleiche  Coeffieienten  haben. 

Man  gelangt  also  hierdurch  sa   dem  allgemeinen  Resultate, 

dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  /    ySs  die  Chrösse  Aßki^B 

vom  ersten  und  letzten  Gliede  gleich  weit  abst<|henden  Gliedern 
mit  gleichen  Coeffieienten  behaftet  ist,  wodurch  natfifHch  die  nu- 
merische Entwickelung  der  Coeffieienten  von 

Alf  A^t  -^s»  A^f ••, An 

in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdrucice  von  /    ydx  weseatlieb  ^' 

gekürzt  wird,  und  daher  das  in  Rede  stehende  Reifnltat  ab  ein 
nir  die  numerische  Bereohnun^  dieser  Coeffieienten  sehr  irichti* 
ges  bezeichnet  werden  muss. 

§.7.  ,■ 

Wir  wollen  jetit  noch  eine  s^hr  he'tnerke^swerthe  gana  alige* 
meine  Methode  zur  Entwickelung  des  bestimmten  Inttgnds 


/V 


i 


angeben,  indem  wir  natürlich  wie  frifher  auch  jetzt  inner    * 

■  I 


• 


■  • 


« 


t 


L 
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U.      6.      VT. 

.  ■*■  (««-«i)  (««-^^  («•—«»)  («ir-fl4)  -  («»— tf«-i) 

setxen. 

Wir  wollen  zuerst  eine  neue  verfinderliche  Grosse  ü,   welche 
durch  die  Gleichung 


tf= 


6-II* 


woraus  sieb  Asza-l'(b — ä)u  ergiebt»   bestimmt  wird,    einführen. 
Betseo  wir    der  Kör^e  wegen 


«i~« 


"»  =  6^::^'  «^=gtri'  ^=ö^ra 


«»  = 


l 


» 


^ 


•0  frhtiten  wir  nach  leichter  Substitution,   wie  sogleich  erhellen 
wiidj 

.^'"     («1— «%)(«! —«8)(ai—a4)(«i—«6)-(«i—«i»)    ^ 

(tj-tfj)  (tf- %)(«—«>) ("'—«a)-"("—o^ii)j 
(«a-«i)  {«»-«s)  (««—«4)  («a— «4)  -  («a— «J»)     ■ 

(«— «i)  (u  —  «s)  (tt  —  «4)  (»<— gjt) »«»(«— ««)  j 
(^— «i)(«3— «a)(«^— «  J  («8— «4)  "•  («»—«•)     * 

"*"  («4— «i)(«4-«a)(a4— «^)  («4-"«*)  -  («4—««)    * 


il.    s.    w. 


{ 


■*"  (on— «iXa»— aaXa»— tf;»)  (ffir— «4)—  («»—««-1)     ■  ' 


•Air  4  i^enn  wir  der  Kflrze  wegen 


% 


IVj = («i— «.')  («1—«,)  («i— «4)  («i  r^») ...  («1— «iO* 

-  iV,  =  («,— «i)(tf *—«,)(«,— IT  J(«t—«ft)  ...(«1— «■>, 
*•=  («.*-«l)(«S— ««)(«% -«0(«»— «6)  •••  («3— «»). 

il  XIV. 


IT 


r 


'    i 
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U.       8.       W. 

An=(««-«i)(«»«--«J(«ii-«i)(«ir--«4)^.(a.r-«^ 

und 

Vi  =z  (i<--a,)(i^-«,)(ii—«4)(M— «»).••(»— «•) ' 
Vt^iU"  ir|)(t«—«4)(ti-a4)(ti— «>)...(»— «-). 
t7»  =  (u—«i)Ctc—««)(i<—«4)(«<— «»)••.(«-«»)» 
174  =  («— ai)(M— «,)(a— «aX«— «ft)...(t*— «•)» 

n.    8.    w. 

setzen,  wo 

ZV,,  iV,,  N,.  N^,...Nn 

die  Werthe  sind,  weiche  respective 

Vi,  üi,  ü,,   t74,..  t7. 
erhalteo,  wenn  man  in  diesen  Grossen  fiSr  «  respective 

ttl,    a%  ,    0|  y    tf  4  >  •••  fffi 

setzt: 

also,  weil  nacb  dem  Obigen 

8ar=(6— Ä)att 

ist: 

Weil  nah  aber  nach  dem  Obigen  für  x=ta,  a:=zi  respeeti?e  «=*» 
tissl  ist,  so  ist 


239 


'  o 


a.    s.    w. 
» 

Setzen  wir  aber 


so  tisat  sieh  die   vorstehende  Gleichung  auch  auf  folgende  Art 
aasdrCeken : 


Ik       8.       If. 


An    pt     Vdu 
^  NnJ       U^an' 


und  der  CoefEcient  Ton  Ak  in  der  Entwickelung  von 

a 

ist  daher  im  AHgemainea 

6— a   Pi    üdm 


?/ 


Denken  wir  ans  nun  das  Product  ü  absteigend  nach  Poten- 
zea  Ton  u  entwickelt,  und  setzen  demzufolge 

M 

IT* 
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r 

WO  die  Bedeutung  der  Coefficienteo 

Ml»  Vi»  ^»••»  ^4i— I  »  ^ 

nach  einem  bekannten   arithtiietiachen  Satse  von  selbst  erhellet, 
60  ist 

und  folglich»  wenn  man  sobtrahirt: 

also  nach  einer  bekannten. Dt visionsreg^l: 

ü 

u — Ok 

U.  8.    W. 

und  folglich 

Vdu 


r 


1 
1 


U.  8.  W 
I 


1 
+  i(«»^'+(\«»"-"+Ci«*"-«+Cia»»-*+..+a--,«»HGi-i«+ft-iJ 

oder 
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1 
|(«»^'+Ci«f»»-*f<i«»»-HQ«i»-S-...+G,-,at»+Gi-»«H-G.-,) 

1 

U.  8.  W. 


+  ^ 


Wem  wir  nun  die  Function 


I7=(if--«i)  (tf — cxaXtf-Os)  (<<'-<>^«) '••(v— an). 

^MMk  tn  ibr^r  «weiten  entwickelte«  F<»rm,  mit  der  anendBchen 
Bdhe 

Badi  bekannten  Reffein  multipHciren,  das  Product  absteigend^  nach 
Potemen  von  u  oranen»  und  den  bloss  Potenzen  von  «  mit  po- 
sitivtn  Exponenten ,  Mull  eingeschlossen»  enthaltenden  Theil  die- 
*^  PnKlncts  durch  ü\  den  bloss  Potenzen  von  n  mit  neeafiven 
Expoiesten  eathaltenden  TheU  desselben  durch  D'  beseichbeti, 
^eiicafolge  also 

1*^9  so^  finden  wir  auf  der  Stelle»  dass^  der  oben  entwickelte 
Verth  des  bestimmten  Integrals 


f'^ 


1    Udu^ 


tti  V  kerForgebt,  wenn  man  darin  cot  fiir  ti  /setzt;  und  bezeich- 
>^  wir  also  den  Werth  von   ü'  (är  u=or*  durch  v' ,  so  ist 


/ 


1   C78ii 


o 


=^'. 
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Um  folglich  das  bestimmte  lateral 

n    VBu 


f 


u — ak 

9 


EU  erbalteo  «-««i^eketn  wir  durch  gemeine  Maldplicstion  den 
lil^m^  ro^Bsen  von  ti  mit  positlten  Eb^oneoten,  Null  eingesclilo»* 
8en,  enthaltenden  Theil  des  Products 

•  * 

und  setten  darin  u^^sau* 

Noch  kann  man  Folgendes  bemerken.   Wenn  man  io  dem  oben 
entwickelten  Ansdrucke^on 


u  —  ak 


ihr   u  den  Werth  ak  setzt,  so    erhalt    man   als    entsprecbeoden 
Werth  von  Uk  die  Grl>sse 


naif^i  +  (it— I)  Cla*»-*+  (n^2)  Ci«if^»+ ...  +  2CiH.t^  +  Cm  » 
und  weil  nun  nach  dem  Obigen. 

SU 

Ist»  so  erhält  man  offenbar  den  Werth.  welchen   Uk  ftr  s— «t 

Btf 
erhftlty  aas  dem  Differentialquotienten  V->  wenn  naa  darin  ss« 

setzt    Bezeichnet  man  also  diesen  Werth  des  Differentialquofi^n* 
ten  *g-  der  Kürze  wegen  durch  -^  9  so  ist  nach  dem  Ofaigeo 

-^»  =  ■85-' 


und  folglich 


1  n  mu     ..     , 


Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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n 


wodurch  i««  der  Wecfli  unsers  bestimmte»  Integrale  volUtändig 
entwickelt  ist  . 


5,  a 

Wem  wir  im  Verhergehendai 

ti=j(e+l),  t>=2i<— 1 


md 


abo 


Q.   8.   W.  ' 

setzen ;  «o  ist,  wie  loao  klchl  findet: 

(,-&.>  fv-g.)  (t.--g4^  fa  -g.)  •;-  (^fr»)     -1^ 

/.,— g.')  fa-g.)  (P-g4)(f— g>)-  i'-ß»)  A 

+  (g,  -ft)(Ä-g.)(ft.-<*4)  (Ä-W  •"  CÄ-P«)  ^ 
f  ,-ft  >  r»— g.^  fa-g^)  («>-g«)  -  (0  -ßn)        ^ 

i:^)(g,  -  g.)(A.-g4)(g.-g6)-(P3-/»«) 


"•■(g» 


(,_ft  ^  r«-g.^  fe-fa)  (0-g») ...  (o-g.)     ^ 

+  (ß*-ßl)(ß*-ß^)^ß*-f^)  (g4-g»)-(^4-^ 


u.  ft.  w. 
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oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

»> = (ßt-ßi)  (ßr-ßz)  (ßt-ß*)  (A-A) ...  QJ,H^) . 
n, = (ft-A)  (/J,_/j,)  (A  _^^)  (^_^^ ..,  (^_^)  ^ 

»*=0»4H»i)  Q>4-/J»)  (|J«-A)  o»4-ft) ...  (A_/j.), 

a.  8.  w. 

^=(ß'-ßi)(ß»-ß,d(ß»-ß,)(ß»-ß^..(ß,-ß^) 

und 

yx  =  (f  -  A)  (r  -A)  (p_/J^)  (p_A) ;..  (,^,) , 
'^.= (r-A)  (r-Ä)  (p_A)  (p-A) ...  (r-^.) , 

'^ = («^A)  (»-A)  (p- A)  (c-A) ...  (e-A), 

F4  =:(r-A)  (P-^*)  (r-A)  (0- A)  •••  (o-A) . 

U.   8.   W. 

r.=(»-A)  (f-A)  (»-A)  («^/J«) ...  (»-/?-i) 

Mtxen,  wo 

tZi,  Vt%,  Vtt,  VI^..,)(Ih 
die  Werthe  sind,  welche  respective 

^i»  Vt,  Fs.  F4...  F« 
erhalteo,  wenn  man  in  diesen  Grössen  för  »  respective 

ßl*  ßt»  ßs»  ß^»"*ßm 

setst^: 

ftlso,  weil  nach  dem 


ist: 
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Woil  non  aber  Mcb  dMi  Obigen  für  xs^a,  xts^  respactive  «=0, 
■=1,  also  o=— 1,  e=+l  ist,  so  ist: 

-1 

U.   8.  W. 

Setsen  wir  aber 

»^=(«^51)  («>-«  (t^A)  (t^W ...  (t-W. 


■0  lisst  sich  die  vocatehende  Gleichaog  auch  auf  folgende  Art 
aosdrdcken : 


+ 


A 

Hl 
— 1 


-4,    f^lVBv 
u.  a.  w. 

.  ^ /M^i  rap 

nod  der  Coefflcieot  von  iijk  Id  der  Eotwickelang  von 


iit  dahtf  im  AUgemeiAen 


^-1 


ri  rag 
e-/J*' 


Denken  wir  ans  nun  das  Product  F  absteigend  nach  Poten- 
<^  von  t  entwickelt»«  und  setzen  demzufolge 
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wo  die  Bedeutung  der  CoefBcienteo 

« 

€i,  €%,  Cif  — C»-i9  €m 

nach  einem   bekannten  arithmetischen  Satze  von  selbst  «rbellet, 
so  ist 

0=  ßi^  +  Ci/Jt— » +  €WJa»-«  + ...  +  Ci..i|}*-f  C, 

und  folglich»  wenn  man  snbtrahtrt: 

also  nach  einer  bekannten  Dlirisionsregel : 

V 

IL  S.  W. 

und  folglich 

p¥l  VBv 
J       fi-ßk 


-1 


=i(+l)--<-l)«) 


n 


+  i=i  0»»+«i)l(+l)"-»-(-i)-»l 


+  j^iTa  OJ»H€,|J*+CJt(+l)^*-(-l)-*l 

+  ;^  OJtH«i^**+«./J*-HC)t(+l)-»-(-l)-»l 

u.  s.  w. 

+  5(^*»-H€i/J*»-*+Cii»»"-*+«3P»*-*+-+<&.-4l»*+<C»-») 
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alM»,  jenachdem  n  eüie  getwim  oder  eiüie  tm^erade  ZAl  i«t: 

•+»  rar 


./ 


p — ßk 

-1 

+  3(l»»»-HCi^*»-*+..+C«-^^*»+€»-»/»t*+<6i-4^H-C— «) 

U.      8.      W.  ' 

+  ^30»*»+«i(J**+  Cil»* + €,) 
oder 

+  5aJ*»-»+C,^»— 4  + ... +«■-,/»*•  +  €— 4|Jt+<C»-,) 
Wenn  wir  nun  die  Funotloo 


Datörlich  In  Hirer  zweiten  entwk*kelten  Form »  mit  der  unendlichen 
Reilie 

* 

nach  belcannten  Regeln  multipliciren,  dasProduct  absteigend  nach 
Potenzen  Von  v  oriuien,  nod  den  bloss  Potenzen  von  v  init  posi- 
tiven Exponenten,  Nnli  eingeschlossen,  enthaltenden  Theil  dieses 
Ptodocts  durch  F',  den  bl^  Potenzen  von  v  mit  negatiivon  Ex- 


20g 

ponenteD  en Aidteiideo  Tbeil  dessdbM  durch  V  lieanidiiiM,  dan« 
zufolge  also 

setzen»  so  findeo  vm  auf  der  Stelle»  daas  die  Hälfte  des  oben 
eotwickelten  Werths  des  bestimmten  Integrals 


/ 


+»   Vdr> 


V—ßk 

-1 


aus  V  hervorgeht»  wenn  man  darin  $k  fär  v  setzt ;  und  bezeich- 
nen  wir  also  den  Werth  von  P  för  ti^ßk  durch  P»  so  ist 


r^='^'- 


-1 
Um  folglich  das  bestimmte  Integral 

©—/Ja 


— 1 


zu  erhalten»  entwickeln  wir  durch  gemeiae  Holtiplication  den 
bloss  Potenzen  von  v  mjt  positiven  Elx^onenteo»  Null  eiogeschlM- 
sen»  enthaltenden  Theil  des  Products 

setzen  darin  v^ßk»  und  nehmen  das  Resultat  doppelt 

Noch  kann  man  Folgendes  bemerken«     Wenn   man  in  dem 
oben  entwickelten  Ausdrucke  von 

tär  V  den  Werth  ßk  setzt»  so  erhält  man  als  entsprechenden  Werth 
von  Vk  die  Grosse 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

8V 


5i 


=nt^»+(n— l)€,ü—«+(ii-2)Cii^»+...+2€«-,e  +  C^ 


ist»  80  erhält  mau  offenbar  den  Werth,  welchen  Vk  Rir  v^ßk  ^^ 

dV 
hält»  aus  dem  Differentialquotienten  -^>  wenn   tta»  dario  f>i^ßk 


289 

sedt    Bezeichnet  man  al«o  diesen  Werth  des  Differentialqootien 
ten  -g-  der  Kflrze  wegen  durch  -^4  so  ist  nach  dem  Obigen 


ood  folglich 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 


^ 


n 


Dass  die  hier  entirickelte  Methode  vor  der  im  vorhergehenden 
Paragraphen  entwickelten  Methode  rficksicfitlich  der  Kürze  der 
Berechnung  der  CoefBcienten  von 

<«!»  «z»  4l>   i»4»..«Ä« 

in   dem  Ausdruck  von  /   yda:  Vorzöge  hat,  wird  sich  späterhin 

« 
letgen;  Rir  jetzt  wollen  wir  uns  darüber  nicht  weiter  verbreiten. 

5.  9. 
Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  den  Werthen 

Of^  0|,   Of»  Ogy  0^f..,am$  On^i 

von  'X  die  Werthe 

^0>  ^l>  ^%»   ^%*  ^4»  •••  ^«-f ;| 

entsprechen,  so  dass  wir  ans  also  die  beiden  vorher  betrachteten 
Reihen  einander  entsprechender  Werthe  von  x  und  y  um  zwei 
Glieder,  jede  der  beiden  Reihen  am  Anfange  und  am  Ende  um 
ein  Glied,  vermehrt  denken,  und  daher  diese  beiden  Reihen  zu- 
sammenstimmender Werthe  von  x  und  y  etwas  grössere  Intervalle 
wie  vorher  umfassen ,  und  setzen  demzufolge  jetzt 
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(x—  o,)  (j?— Oa)(j?— a3)(a:— 04)...^j;— Oa-t-i) 


*m  m*      -y^^i^^i^^y^^ 


(«o— «iK^'o— fl»)(fli)— <»t)(öo— o*)  •••  («^0— o»+i) 

I    (ar—qoXar— ffa)(ar—ga)(a?— <i4)..>(jr— flü-f-t)    ^ 
r<ii— Oo)(oi— o«)(<»i-fl8)(«i— ^4)— («i— «H-i)    * 

(a?— flo)  (;g—q|)  (ar— IIa) (JT— 04)...  (qr—OH^i)    ^ 

U.      8.      W. 

'  irodurch  im  Alleeroeinen  natfirirch  eine  etwas  eriissere  Genaoig- 
keit  wie  vorher  bei  der  Bestiimnane  von  x  erreicht  werden  wira. 
Indem  wir  nun  aber  unter  dieser  Voraussetzung  uns  wieder  nit 
der  Ermittelung  des  Werthes  des  Integrals 


y 


ydx 


beschäftigen  werden,  nehmen  wir  ganz  wie  vorher  bloss  an,  daw 
nur  die  Werthe 

<t|,  a%9  a^9  a^<t*'»an 

von  X  innerhalb  des  durch  die  GrSnzen  a>  b  misers  Integrals  be- 
stimmten Intervalles  liegen. 

Auf  ganz  ähnliche.  Art  wie  in  %.  6.  setzen  wir  jetzt: 


»' 


u.    s.    w. 


r 
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>  \ 


oder,  wenn  wir  wieder  q  ©r  •.  schreiben: 

«—I 

a4=ra4-3Q, 
u.  s.  w. 

Ein  allgemeines  Glied  von  y  ist  nach  dem  Obigen: 

Der  Nenner  dieses  allgemeinen  Gliedes  Ist  nnter  der  bo  eben  ge- 
machten Voraossetzung  riicksichtlich  der  Grössen  a^  a^,  a^  Os»  - 
•*<a»fi  offenbar: 

fü5.(fi— l)S.(fi— 2)c3..1c3.— IS.— 2o.— (n — (»fl)€5 
=  (— l)»-/'+i.  1.2.3 ..  |i,1.2.3..  (n-fi  + 1)  0"+»,     . 

«mI  der  Z&hler  ist,  wenn  wir 

u^=x — a 

seilen: 

(tt-fl5)K(tl-.lQ).(ll— (^-S)  S)  (m--^)..(m--i»S). 

Abo  ist  das  obige  allgemeine  Glied  von  y: 

i    i\»-ii4i  («+ 1 <5)  tc (11-^15) .. (ti— (fi— 2)  5) (at— ftS) .. (tt^^g) 
l-ir-^  .  1.2.3..f*,l.2.3..(n-.^+l)ö"+» 

Weil   nun^  djr=di{   and   für  .rsa,   ^=6  respective   ti=0, 
ii=6— a=tt  ist»  so  ist 9  wenn  wir  jetzt 


*" — 1.2.3..f4.1.2.3..(n-^+l)- 


nd 


tt^= /(«+  1iS)it(»— lö) ..  (it-O*— 2)5)  («— jtö)  ..(M-M{3)dM 


2t2 

setsen,  das  allgemeine  Glied  von 

a 

offenbar 


Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  indet: 


(tt+1  o)fi  (tt— lö) ..  (ti-(^*— 2)  Q)(u^(io)  •.  (ti— nS) 


8-0.-1) 


also,  wenn  inan 


setzt: 


(ii +lS)ii(u-l5) ..  (w— (^— 2)ö)  (ti—^S)  ..(««n5) 


^5„+i  ((n-I)p+l){(n-t)p((n^l)p^l)((n-l>~2)..((n-^l)p~»i) 

und  weil  nun  du—mdü  und  für  u=-0,  u=:a  respective  t>=0,  =1 
ist,  so  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 


gesetzt  wird«  offenbar 


11,1=0)  5*+>V„. 


Also  ist  nach  dem  Obigen-  von 

fyd: 


das  allgemeine  Glied: 


ofVifiVfiAfA, 
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Setzen  wir  jeixt  feraer 


ist 


ind 


2c-l=sw,  C=g(w+1); 


(«— I)c+I  = 


_(«- 


l)ll>^-(lt-l-l) 

2~ 


(n-l)r-l:^Ö!zl)!£  +  (5=S. 

u*  s,  w. 

(«— 1)»— («— ^  = 5 * 


(n 


-l),-(«-l)=^''-»V<"-^> . 


.< 


(n— l)r— n= 


_(n-l)5--0!±l) 
2 


Wenn  also  n  gerade  ist,  so  ist 

((■-1)  v+t)  (ii-l)pa«-l)  p-l)  ((n-l)  r— 2) ..  ((n  - 1) 


) 


(»--l)«c-Kn-H)  (n-l)tr+(«-l)  («-l)w+(«-8)    <n 


^(it-I)«>-(«-t-l)   (n—iyw—Cn—l)   (n—l)w—(n-3)     (»— l>g— 1 
^  2  2  ^^'^  2^ 2 

=*  i^(»-l)*»*-(»  +  W  ((ii-t)V»- (»-D»)  -  ((«  -  l)«»^l«)t 


*td  wenn  n  ungerade  ist,  so  ist 
"httt  MV. 


J8 


tri 

((«-l)e  +  l)(n-l)f>((n-l)(p-l)((«--l)*-^.>((*-l)»-«) 
_.  (»t-l)>«'-Kn+l)  (»i-l)tr4-(«-l)  (n-l)«>4(>»-3)  (n.-l)«HJ  (n^^jy 

(„__l)»_-(«+l)  (»— l)ii>-(ii— 1)    («—1)10— («^    (»-1)0-8 
X  2 -^  2  •        3 

=^((n-l)««^-(n+l)«)((»i-l)«io»-(n-l)»)..((n-I)««''-2^«-')«'- 

Setzen  wir  folglich  der  Kfirsse  wegen,  jenachdem  n  gerade  oder 
ongerado  ist:  ' 

((«-l)«io«—(«-|-l)«)((»—l)«w*— («-!)*)  •((n-0*«'*d? 
^.  •(fi-l)»ic'-(«-5J*»+l)* 

"     K(«-l)%o*-(n-H)»)((»-l)«io«-  («-  f)«).((w  - 1  )»ic«-2*)(«-j)g 

(n— l)«w»— (n— 2(»  + 1)« 

SO  ist  offenbar 

((n~l)  g  -f  t)  (n-^i)  V  ((i>^l)p-l)((n--t)p-  g) ...  C(;i-l)t>->tj 

(n— l)r— (fi— 1) 

= -^  ((i,-l)«c-(n-2^  +  l))Ä>^ ; 

'  oiid  weil  nun  öp  =  59to  und  filr  r  =  0,  r=l  respective  «p=-"^ 
to=-f  1  ist»  80  ist  nadi  dem  Okigen  offenbar 

Also  ist  daa  allgemeine  Glied  von 


fjfi. 


a 


nack  dck»  Obigen^ 


-T 


Die  beiden  Fälle,  wenn  (i=0  und  ^==n-|-l  lat»  mflssfo  ■"■ 
n«)cb  besonders  befTtditet  werden,  wo^oÄ  die  Notbwendif^" 
leicht  aus  dem  Vorhergehenden  von  selbst  erhellen  wird. 

Das  erste  Glied  von  y  ist 
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(flö-fliXoo— «»^(öo— fla)(öo-04)-(«o^ö«+i)    ^* 
D^  Nenner  dieses  Gliedes  ist 

-  Iff.— 25.— 33— 45...— (n  +  l)ß 
Ä  (-rl)«!^!.!,  2.3«  (»  +  1)  a«+* ; 

und  der  Zähler  ist,  wenn  itieder 

gesetzt  wird: 

tt(i»— 15)  (u— 2öj)  (ti— 35) ..  («— nÖ). 
Also  ist  das  obige  erste  Glied  von  yi 

(_nH-i  «(«-lg)X>«--2g)  («-^(5)..  (tt-n5) 

I 

Weil    nun    Sj;=sdtf    and    fSr    ar  =  g\     o;  =  6    respective    «  =  0« 
«=6 — a=Q>  ist,  so  ist,  wenn  der  KOrze  wegen 

«0— J-ij 


1.2.3..(n+l) 
nnd 

tto=  /u(u— l(S)(u— 29)(u-^03;..(ic-^e)'att 
gesetzt  wird,  das  erste  Glied  von  « 


»ffetib 


ari 


/  ^9^ 


Nnn  ist  aber,  wie  matt  leicht  findet: 

,  ,:(»^(H(H  ft-O 

""  tl 

also,  wenn  dumi  i  ^ 

18* 


1 


27e 


==(n— l)r,«=<»i— l)Sr  =  «r 


setst: 


«(M-15)  («— 25)  («-35) ..  («— «S) 

— . .((«-!)  P  -H)  in-lM(.n-l)v-'i)  ((«-l)i>-8)  ..«*-!)»-«) 
=*»^  "^ (n-lJr  +  1 

und  weil  nun  dii=<odr  und  fSr  ntsO,  m^w  resp«etivi>  e=0,  v=l 
ist,  so  Ist,  wenn  der  Kürze  wegen 


^  _  /*! ((w--l)t.-fl)(it  -  l)p((ii-l)t>-lK(««-l)t>-2)..((i»-l)t>-Hi) . 
^•~t/  ^  (^-I)r+1 

gesetzt  wird,  offenbar 

.Also  bt  nach  dem  Obigen  von 


PySx 


das  erste  GBed 

WO  So  seinen  obigen  Werth  hat 

Diese  Rechnang  noch  weiter  fbrtaui&bren ,  ist  onnöthig/ weil 
die  fernere  Rechnnng  gana  unter  dem  obigen  allgemeinen  Falls 
enthalten  ist. 

Das  letzte  Glied  von  y  ist  nach  dem  Obigen* , 


(««+1  —flo)  («•+!— fli)  (flH^i— fl«)  (fl«+i— fl»)  -  («M-i— ««) 

Der  Neoner  dieses  Gliedes  ist 

(n  -f  1)  Q.uQ.  (n— 1)  Q  *.  ji  S 
=:(-l)«.1.2.3,.(«  +  l)S'»+V 
«nd  der  ZäNer  isl^  wenn  vrieder 

u:^x — a 
gesetzt  wird: 

(¥-f  lcS)ii(if-l€S)(t<^23)  ...(iH-(n— 1)6). 


AmH 
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Abo  ist  das  obige  letzte  Glied  von  y: 

^    V  •  1.2.3..(ji+l)ö*+i  "* 


»+i- 


Weil.nop   Är'sai«   aod  fllr   ar=a,  ar=6   respective  i«  =  0, 
Ist,  ito  Ist»  wenn  der  KOrze  wegen 

(—1)® 


ubA 


VU^l  =/(««+  tö)ii(i«-lÖ)(ti— 25)..(i«-(n~l)5)8tt 
gesetzt  wird,  das  letzte  Glied  von 

J  ^^ 

m 

offenbar  , 

Nan  ist  aber,  wie  man  leicbt  findot: 

(«  + 1 S)  « l« -IS)  (ti-^2  ö)  ..(«—•  (it-1)  S)  - 

,  -,...(^Ol(i-0(H- (1-) 

Ö      " 

also,  wenn  ma»  *«' 

==(«— l)r,«<=(ti— l)<de=«o 

setzt: 

(« -I- 1 S)  tt  («— 1 Q)  (11—2  Q) ..  («--(n-^l)  S) 


_sM.i  ((ii-l)ü  -h  1)  (ii-lM(«-l)  t^l)  ((n-t)e-2) ..  ((ii-l)tH-fi) 


«nd  weiL  iim  du^smdv  und  Rlr  iizrO>  «:=«>  respeotive   e  =  0, 
0-=!  ist,  aß  ist,  wenn  der  Kfirse  wegen 

^»..»r  ((»-')'-n)("-»)''(("-i)«7i>K"-i)^^)-tf«-t>-*)gt 

^*  J  .   (m— l)c— « 


gesetzt  wird,  offenbar 

Also  ist  nach  dem  Obigen  vod 


<    a 

>  » 


f^ 


tl 


^  * 

das  letzte  Cxlied 

WO  &n+^  seinen  obigen  Wertb  b^t. 

Von  jetzt  an  ist  die  Rechnung  wieder  ganz  unter  dem  tibigeo 


t     ; 


allgemeinen   Falle    enthalten,    und   d'i^s^lbe   l^raugbt  f|aher   pkbt 
weiter  fortgeführt  zu  werden. 

Nehmen  wir  nun  alles  Vorhergehende  zusammen»  so  ergiebt 
sieb  zur  Berechnung  des  (fi-f  l)steii  Gliedes  von 


/  y^x 


die  folgende  allgemeine  Regel: 

Man  setze  .  •  ■ 

Ä  ^        (-1)"-«'+' 

'*      l.a-.3..fi.l.2.3..(n— ft-fl) 

und  lege  ^i  den  Fällen,  w^iUi  ^=^0  m»d  fi^n^l  ist,  dem  Nen- 
ner dieses  Bruchs  jederzeit  den  Wertb  l.2.3..(it-f  1)  bei.  Hie- 
rauf setze  man ,  jenachdem.  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist, 

((«-!)« fc«-  (n  +  If)  ((n-l)*fo«  -  (n— 1)«)  .  ((it-l)«to«—  M 
(n-l)«i.Mn-2fi  +  l)«    ^^ '" ^ 

\ — \ — "-    :(i^^^^  

und  berechne  das  bestimmte  Integral  ^ 

/*"*((n— l)to— (n— 2fi  +  \))XX>^w, 

was  nie  die  geringste Scbwierigkeit  hat,  da,  wie  aus  dem  Obigen 
sieb  ^aiu(  ?<Mi  selbst  er^i^bt*  XO/»  immer  eise  ganae  valieiiale  a^ 
gebraische  Function  von  ta  Ist    JOant  ist    •• 

-1 
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das  gesiH^bte  Qi^l)äU  Glied  des  beetioiiiiteii  Integrals 

a 

nod  fcdglioh 
J  y3^='^I+i»Äo^      ((n— l)«>-(n+I))t»e0to 

+  ^  »  »X  J,y*^*((n-l)tc-(f^l))«)ia* 

+^ "  Ä,  ^y^*((it-i)»^ii-^)Ä>,8«« 

1  » 

-1 

U.     8.      W. 

-1 

wodurch  also  der  Werth  uosers  bestunintea  lü^gcaU  nfthemdgs- 
weise  gefunden  ist. 

Wir  woUeo  jetif  die  beiden  Glieder 

-     -1 

-|;5i«  »,a.y^\(n-l)io-^n-2y+l))M^ 

betrachten«  Indem  wir  annehmen,  dass  fi+v=ii+l  sei,  «o  dass 
diese  beiden  Glieder  gleich  weil  toä  AiifiMige  und  vom  Ende 
abctehen. 

WeU  n=^  +  v— 1  ist,  so  ist 

tnd  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 
Also  ist 
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\ 

((ft—l)  w-  (n— 2v  +  1))  »r  Sw  =  ((ji-l)w^ji-v))1»^  dio 

= ((ji— l)io + (v— (»))  W/iSw , 

,d.  i. 

((n— l)ii>-(ii— 2v  + 1))  XDJdw  =  ((«- 1  )u> + (»--Sfi + 1))  »^  8». 

Setzen  wir  nun  «o=— tr',  also  ^t(^=-*^le^  «or  ist»  wie  leitht  ms 
dem  Obigen  erhellen  wird» 

((n-  l)w— (n— 2  V  + 1))  XX>^  to = ±  ((n-^l)«,'-  (n  -2f*  + 1))  tD/^W, 

wenn   man  das  obere  oder  untere  Zeichen  ninfmt»  jenachdem  ii 
eine  gerade   oder  eine  ungerade  Zahl  ist»  and  folglich  Oberhaupt 

((n-l)ic^(i>r^+l)))»,aia=(— l)^((n^l)i#M«— 2fi.+  l))»^^ 

Weil    nun    fiir    tc=:  — 1,    fo=^l    respective    tip'=  +  l,  w'=-l 
ist»  80  ist  ' 

J^  '((n-  l)«>-(n— 2»  + 1))  »,8» 
-1 

=  (-!)•/*  ~((«-l)w'-(»«-2*»  +  l))«0/.3«.' 

oder»  was  DaaseUbe  ist» 

y*"*"  \(n^l)tc^(n--2v  + 1))  X»^  öw 

=-(-1)^^  ^  ((«-l)tr-  (fi-2M-  l))Ä>/i8to. 
-1 

Daher   sind    die    Grössen»    In    welche   ki    detti    (^-f))sten   ^ 
(v+l)sten  Gliede  Aß  und  Av  roultiplidrl  sind»  nach  dem  Obfgeo 

•j^jfj  »  'B^f^\  ((»-l>i^n^2fi  + 1)) Ä>;^ 

und 

—(-1)«  -2^5  »  ^J^  ^  ((ii-l)to— (ii-2fA  + 1))  XDp^  8ic. 

Für  ^=0  und  v=9i'-f  l  ist  nach  dem  Obigen  hekaontlibh 

*''-1.2.S..(«+l) ' 


3»1 


^         (— l)»-(-f  t)  irl 


ibo 

■ 

-(-l).Ä,«(-l)-+»Ä^^cgg^  =Ä. 

M  daM  also  in  ersten  and  letslen  Gliade  voii  /   v&c    die  ODef 


i  j    3f&c    di( 


ideoten  Fon  A^  und  ^«.fi    nach  dem  Vorhergehenden  eCenbar 
tiMiiHler  gleich  sind. 

Allgemein  lat  bekanntlich 

^f"- 172:3.. ^. l.2.3..(ii-fi  +  i) ' 


*'"-  1.2.3..v.Jl.2.3..(ji— ir  +  l)  • 
nd  folglich«  weil  nach  der' Voransaetznng  f»-f  v=n-f  1«  also 

M— 1»+ lasv,»— V +  1  SB  ^ 

*'-1.2A.fA.1.2.3Trv'' 
«aber  ist 

?  1. 2.3..  fi.  1.2.3..  v""  rti^^OA.v  * 

d.  I.  nach  dem  Vorhergehenden 

Zorans  man  abo  sieht,  das«  nbter  den  gemachten  Vorauaeetsnn- 
gen  flberhanpt   in   dem  0»  -f  l)8ten  und   (v  -|-  l)8ten  Gllede    yon 

/   fdx  die  Grossen  Ap^'Unü  Ap  gleiche  CoefBcienten  haben. 

Man  gelangt  also  hierdurch  auch  jetst  zu   dem .  al%emeinen 
Resultate,  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke. von  /    yd;r  die GHisse 


7SS 

AfA  in  den  vom  erstdii  und  lelEleo  GUede  gleich  weit  absteheB- 
den  Gliedern  mit  gleichen  Coefficlenten- behaftet  ist,  wodnrch  oi- 
türlich  die  numerische  Entwickelung  der  Coefficienten  von 

Af^i  Als  A%f  A^9m*,An^i 

r 

in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdrucke  von  /  ydx    wesentlich  ab- 

a 

gekOrst  wird»  und  daher  das  in  IMle  stehende  Redultai  aodi 
jetzt  als  ein  fiir  die  numerische  Berechnung  dieser  Coefficieoten 
«#hr  wichtiges  bezeichnet  werden  muss. 

«N        . 
Die  in  §.  7.  und  $•  8.  entwickelte  Methode >  welche  j^ani  all- 
gemein ist,  findet  eben  deshalb  auqh  im  vorliegenden  falle  An- 
wendung,    wenn    man   nur  fiir  die 'dort  gebrauchten    allgemeioeo 
Symbole  die  in  diesem  Paragrhphen  gebrauchten  Zeichen  setxt 


§.10. 


Wenn    wir    uns    b^i  der  nfiherpiu^swetsen   Ermittelung  des 
Werths  des  bestimmtet  Integrals         ^ 


/ 


h 

ydx 


der  In  §.  6.  entwickelten  Methode  bedienen,  so  werden  der  Rech- 
nung die  folgenden  einander 'entsprechenden  Werthe  von  x  und  3f 
zum  Grunde  gelegt:  :  ^ 

1 

«üiÄa+;j3:|(6^«),      =*^a; 


3  .  ■     •    • 

=  «4=  o +^3^  (^— a),       =-44-, 

und  wen»  nun  '   . 

•       -a        K         »     '      M. 
1>    *%»    M^f    M^f»»  Mm 


')     ! 


»3 

20^1886  numenscbe,    d.  h.  «ur  von  n  abhänge»de  CoefBcieat^ii 
beteicboan,  so  hal  nkan  nabh  {.'6.  lür 


/•*- 


einen  Ausdruck  von  der  folgeoden  Forn  c 


y  V^=(^-«)  (n^i  +  »'«^«+  n  Ja  + ...  +  TnAn) . 


W«ii.ttm  ähev  i*  «lue  §era(M  flUri  Ut,  M'irt^  i«ie  wir  au«  $.  6. 


■  1 1 


« 
k 

u.    8.    %r. 

aad  folgiich,  wenn  wir  der  KOrze  wegen  Oberhaupt 

Jx-\-AfA=^Ax,fi 
aeUen: 

Wcao  dag#96B  n  eine  ungerade  Zahl  i«t/  ae  bl  «Mh  §.  0. 


n  » 

T«  «  TW«. 
u.    s.     w. 


•ad  folglich»  wenn  wir  dieaelbe  abkOrseode  Bezeicbnung  wie  vor- 
her anwenden: 
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j\fix={b-atfiAi^^  T^il»»-! + ftAtm-*-¥ 


Wenn   wir  uns    bei   der    nähemngsweisen   Ermittehnig  des 
Wertbs  des  bestimmten  Integrals 


/W 


der  in  |.  0.  entwickslIeo.MetlMde  bedienen»  so  werden  der  Beefc- 
nung  die  folgenden  eil      ^        ^ t-j-    *«•*■      —        — ^ 

if  sum  Grunde  gelegt: 


nung  die  folgenden  einander  entsprechenden  Wdrthe   von  »  «ad 
""     ide      ' 


1        /IL          . 

»=4»; 

=  ai=a. 

«^,; 

=  a,=a  +  ^_j  (*-«), 

=4.; 

=  a8=a+jj-::7jf6-.a). 

=4,; 

^          3 

=a4  =  a+^j3j(6— a). 

• 

u.    s.    w. 

u.  s.  w. 

n— 1 
sro»  =a+  ^j^  (6— a). 

»4.; 

^=«■+1=«+ ;j:rr  (*—«)» 

=4^1 

und  wenn  nun 

tt      a 

^'  Ci,  Ci»  Ci,  C4>«.:(Cii»  Ciii^i 

gewisse   numerische»    d.  h.  nur  von  n  abhängende  CoelBcieatett 
ezeichnen,  so  hat  man  nach  {.  9.  filr 


J  ^ 


einen  Ausdruck  von  der  folgenden  Form. 
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Wenn  doo  abet  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist,    wie  wir  ans  $.  9. 

wissen:  ^ 

a.     8*     w» 


i«+i 


HBd  folgÜcli 


Wenn  dagegeo  n  eine  oDgerade  Zahl  ist,  so  ist  nach  §.  6. 


I  I 


an 

I 

u»    8.    w. 

n  n 

nd  folglicfa 

+  C4(i^^i)i<4(«-iM(iM-»>+ C4(*+l>^4(»4-i)  !• 

/i 
jrSa:  bei 

a 

der  iweiten  Methode  gaoz  dieselben  einander  entsprechenden 
Wefthe  von  x  und  f  wie  bei  der  ersten  Methode,  nur  dass  man 
fiesea  Wertlien  noch  die  vor  den  ersten  und  nach  den  letzten 
Wttthen  sich  findenden  einander  entsprechenden  Werthe 
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hinzufügt.  Weil  also  bei  der  zweiten  Methode  eine  grSssere  Ab- 
zahl  einander  entsprechender  Werthe  yon  jc  und  «  benatzt  wor- 
den sind  wie  bei  der  ersten,    so  wird  jene  im  Afigemeineo  den 

Werth  von  /    ^dx  genauer  als  diese  liefern.  Bezeichoen  wir  den 

Werth  des  bestimmten  Integrals  /    ^dit,    welchen  aus  ii  Paaren 

einander  entsprechender  Werthe  von  x  und  y  die  erste  Methode 

liefert  >  durch  /,  und  dfen  Werth  dieses  bestimmten  Intecrab, 
welchen  in  der  aus  dem  Obigen'  von  selbst  ersichtlichen  Weis« 
aus  n  -f  2  Paaren  einander  entsprechender  Wertbe  to*  4r  m^  jf 

n 

die  zweite  Methode  liefert,  durch  J\  so  pflegt  man  sich  Fomelo 

far  'die  Drffe^izen  J'-^J  zu  cutwlckeln,  weleie  irtus  den  eMgeii 
allgemeinen  AusdrGcken  unmittelbar  durch  Subtraction  folgen ,  und 
diese  Formeln Correctionsformeln  zu  nennen,  indem  man  sich  der- 
selben in  der  Weise  bei  der  Entwickelung  des  Werths  von  /  jjix 

m 

bedient,  dass  man  unmittelbar  die  Werthe  von  J  mittelst  der  obi- 

een  Formeln  und  die  Werthe  von  J^-^J  mittelst  der  Correctioos- 
iormeln  berechnet,  wo  denn  die  grössere  oder  geringere  Kleinheit 

der  Correction  J'  —  J  zugleich  ein  Kriterium  abgiebt,  nacb 
welchem  man  ein  Urtheil  ffber  den  Grad  der  Genaaij;- 
keit    zu    ßillen     im    Stande   ist,     nlilch«    man    erreicbt,     wenn 

n 

man  den  berechneten  Werth  von  J  a\ß  den  ge«:uchten  Werth  von 

/h  n 

ydx  annimmt;    den   verbesserten  Werth  J'     dieses    IntegraU 

a 

n  n       » 

wird  man  aber  erhalten,  wenn  man  «u  J  die  Correction  J'.'^J 
hinzulegt,   indem 

n  n  n         n 

•    j'^J  +  iJf-J) 

Ist    Dass  diese  Methode  der  Berechnung  des  terbesserten  Werths 

J*  beauemer  Isf ,  affir  wenn  ifmn  tltetosl^fl^n  xrMoHH^nM'  atn  der 
Formel,  durch  welche  er  ausgedrückt  wird,  berechnet,    hat  darin 

selneift  Cifufid,  ,dA»ft  in  der  Formel  ülir   /'-^^  die  numeiiic&ei 

CoefTicienten  beträchtlich  Meiner  sind  afs^  bi  4er  f^.orfit^  flif  J» 
wie  sich  aus  dem  Fofgenden  von  sefbti(f  ergeben  wihL 


%7 


&  11' 


Die  numerischen  CoeRicienten 


fft  f/^  nn  rwf  fWt  V 

bat,  nachdem  schon  Newton  ein  Paar  besondere  Fälle  betrach- 
tet hatte,  fdr  n^i  bis  fi  =  lt  saerst  mit  besonderer  Sorgfalt 
Cotes  berechnet,  und  In  der  Schrift:  ,,De  methodo  differen- 
tlali  Newtonlana**  am  Ende  roitgetheilt,  obfie  die  Methode  der 
Berechounff  anzugeben.  Diese  Schrill  findet  man  in  einer  Sarom- 
lang  verschiedener  Schriften  von  Cotes,  welche  pnter  dem  Titel: 
„Opera  miscellanea  Roeeri  Cotes'*  oder  „AestTmatIo 
•rrornm  in  mixta  mathest,yer  variatianes  partium  tri- 
anguli  plani  et  sphaericl,  auctore  Rogero  Cotes.  Lern- 
ffOTiae.  1768.*)  erschienen  Ist,  wo  sich  p.  86.  die  Cdtesischen 
Fonneln  finden. 

Um  die  Anwendung  unserer  obigen  Methoden  zur  Berechnung 
der  in  Rede  stehenden  Coefficienten  an  einem  Beispiele  zu  erl&u- 
tern,  wollen  wir  dieselben  jetzt  fCr  tt=;5  berechnen. 

Wenn  wir  die  in  ^.  6.  angegebene  Methode  auf  diesen  Fall' 
uwenden,  so  ist  zuvurderst,  w«ii  n^5  ungerade  ist: 

(4*ir«-42)(4*iü«-.2«)4fo      .    ,..  ,    ^, 

(4«w»-4»)(4«»o^2*)4to      .    , .,  -     „, 
W«  =  ^^ 4V«_2«  ■  =4ic(4««.*-4«), 

(4%g«  -  4«)  (4«to»-2^)  Aw      (4^ii^--4«)(4«tg»  -2») . 
^^—  4«ir*  ~  4t# 


|f\=16w(4w»^l). 
IV,=64io(ic«^l), 

lrg  = ~ > 


tiso 


(\w-i)Wx=  64«^(t«>-l)(4tü«^l), 


')    Dieter  letsttre  Titel    bt  eigeivlllrh   der  Haiipttitel,    wenngleich 
»r  Bttr  eine  eiliseliie  AbhaDdlnog  beteichnet. 
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(4«.— 2)  IF,=:128»(2ir-l)  (ir^l), 
.  4«.R',=  64(ic»-l)(4tc^l); 
und  folglich  nach  ftehSriger  Entwidcelung : 

(4w-4)fF,=  64(4<r4-.4w*-te*-Ho), 

(4ic— 2)  IF,= 128(2w«-»»— 2w«+fi.) , 

4m)  IT,  =  64r4to«-5io>Hr  1) 

Integrirt  man  nun  zwischen  den  GrSoaien  -- 1  und  -f  I ,  ge  erhilt 

«no«t  • 


.man 


y*^'(4«-.4)iriato  =  ^. 


—  1 


'(4«-2)fF^=-*<^ 


y^'4»wF,a»     =  ^. 


Ferner  ist 


K-  '  > 

*»  ~       1.2.3.4  -  24 ' 

»-__       1 1 

*•"     1.1.2.3  -  ~  ff  • 

jp 1  1 


t    1 


^nd  weil  nun  2»=  32  ist,  so  bt 


Also  ist 


/ 


»  _Jk_  1     1  896      7 
'»-'»-^'24  15'=  90' 

A_JJ_jL   l    1024       16 
•—'•■- 32 '6  •  Ist  =46' 

•  _}_   1    256_  2 
'»— 32'4'15"-i5' 


3^j.=(6-a)(l  ^,«+^  J,^+^  ^,), 
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«der 


/W  =  (ft-aX'^"'-^^^+*^^. 


Weno  wir  die  in   %.  8.  angegebieiie 
gendeii  Fall  anvrendeir»  so  ist 


ibo 


a|=a. 


Ol — o 
b — a 

1  ..       ,  a^—a 


=0; 


«,=a+y(6^),^^| 


1 

___  • 

4* 


«t  = 


0^=: 


2 

• 

4* 
3 


«.=«+y(6-a).f^=J 


A=2?E?~'=o-i=-*. 


Ä=2 


6-a 


A  =2^^-1=1-1=0, 


)     I 


''•=^^E^-*=|-i4' 


md  rdglicb 


fc-*J~-l=2-J=l; 


F=(f»+I)(t»  +  i)e(r- 1 )(.-!) 


=»(»"-- f)(o"-l). 
<L  L  nach  geMii§er  Eatwickcfamg 


, ' 


I» 


also 


»0 


F=»»-J.»  +  Jr, 


SV   ^.      w^,» 


and 


F'=.*~Jr«.+  J; 


Daher  bt 


.1    -      ttf       .    W  -.^1 


Tf*_     i»^.l 


oder 


5F~'300t>*-225p«+lö ' 


nntl  in  diesem  Brache  uuua  man  non  flir  v  nach  ond  Mch  As^>> 
Ä=- j»  A=0  setsen,  um  T,,  f,,  i^,  ta  erhaiten.  Die«  gi«W 

Jt_>„_   60-86+2        7 
'  1— '  »=*  ■3BE~55mft^  HS  » 


3Ö5=355+B— S5 
15    55 


T~  4  +^       16 
^     2ä5.."=i8' 


IS 

« 

gan»  wie  vorher. 

Auf  diese  Weise  kann  man  die  sftmnitlicIieD  nnmeriseh^ 
CoefBclenten  berechnen.  Die  von  Cotes  angegebenen  Werdie'^ 
selben  wollen  wir  mm  im  Folgenden  ■nsnnlmeMfalfati. 


n\ 


Firi 

i=2ist: 

1 

• 

'P«r 

«=3  ist: 

1 

'6' 

4 

•) 

F» 

iis4  ist: 

A=^.= 

1 

=5' 

*)    DrakI  MM  «ick«  iadeai  »  eise  gwsie  Zalil  btaeklhiel,  4m  Ib- 
^•^^^  ^-«  ia  H  gi«iclie  TMIe  gedMÜt,  ud  beieidmeC  die  den  Werthea 


vee  «  MttfreeiieBde«  Werthe  tos  p  retpediTe  dorch    . 

9^9  9\*  9%*  9%%»-9^\ 
M  iil  Ndi  dcM  Obigen  nnd  nncii  der  Leim  Ton  den  tme^inniten  Inte- 


n«  •.  w» 

nien,  wie  mmm  leielil  indei: 

IKee  iel  die  rew6knlicli  nntar  de«  Nnwen  der  8i*if  eon'echen  Re- 

til  in  den  Lehrböcbern  Torfcomniende  Foraiel  (m.  ■.  nueh  ArciiiT.  TkL 
S.  18I.)-  !>•••  mnn  «irli  mittelut  des  Obigen  leicbt  nndere,  eine  no«k 
Mjmri  GennnigkeiC  gewibrende  Regeln  eder  Formeln  dieser  Art  Mldm 
linsle,  erbellet  leicbt,  nnd  bedarf  bier  keiner  weltertt  ErÜntemg. 


19* 


^n 


8 


Far  n=S  ist; 


Ml #5 g^» 


Für  11=6  ist: 


19 


^1=^^ 


Ffir  Ns7  ist: 


'i— ^f— 840' 


#.= 


^-840 


Für  11=8  ist; 


#.=^»-  '"' 


I 


3677 

49       1323^ 


t=h= 


2989 


293 


I 


FOr  K=9  tot: 


^—}      2W*       5888 


'•-'» — wa — msb 

'•—'•—  lins — ^sö' 

• 464  4540 

Fir  MS  tO  ist: 

3857 


'l— «10  — 


«9600' 


¥Uil  = 


IS741 


•- 89600' 

V?_V?-  ^        '080 
'»—'•'-"SiD""  89600* 

1209      19344 
5600~  ^600' 


y*=y. 


W  _V  —^  -  8778 
'•— •  •  -•44800'~  B5SÖÖ 


Fflr  iir=ll  tot: 

16067 


5^.=y«= 


"-5W^' 


M  _U        26675  _  106300 

u,     JA  16175  485;» 

u  _  ij  J  5675  _  272400 

u  .IX     4825  .  260650 
'»'*''=""  11088- ""SSg^* 

u    17807_4273^ 
*•  —.94048"- 598762" 


2H 

Mittelst  dieser  oumerischeD  CoefBdenten  kmm  laaii  nach  d«ai 
Obigen  leicht  die  erforderücfaeo  Formelo  siir  niheraogsweis^  Be- 
rechnimg des  bestimmten  Integrals  /  jfis  heiilellet^  was 

weiteren  Erlfinterang  bedarf. 

5.  12. 
Bei  der  Berechnung  der  4vtth 


Co»  Ci,  I^«  (^,  C4|M.(Cii,  dH-i 


bezeichneten  Coelficienten  «oDen  wir  ms  jetzt  der  In  {.  8.  ange- 
gebenen Methode  bedienen. 

Für  nsM  ist 

1  .,       .  ifo — «         1 

ao=a-  j-(6— a),        1^  =""T* 


öl—«       g^ 


^  ,  1«,.       .         tu-^  '    1 


■la« 


A=2^-t:=4_|^3. 


Folglicb  tet 

F=(t.+3)(p+lK«'-lK»-3)=(«»-D(»»-»), 
d.  i.  nach  gehöriger  Entwickelnng 

Fa0*--.IOti*-fe, 


99S 

■Mllitigiieb 

Weil  MD.  wie  man  leicht  findet. 


M.Mie« 


•   *    \=v* — TK-e 
+  yei  3 


-     29 
F'  __J'_3^--M 


■ad  MgKdi,   wenn  aan  flir  v  nach  nnd  nacb  /L= — 3,  A  =  -    I 
wtst: 

«     »       3.9—29  1 


•   •«       3.1—29      13 


Pir  11=3  ist 


1  «.— c         I 


.  3  .,      .       -a4>-a     3 . 
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/»i=2^-l=l-I=0. 


ft=2ji::--^i=2-i=i. 

/J«=2^=^-l  «3-1=2. 

Folglich  Ist 

F=(ü+2)(iH.l)ü(ü-I)(ü-2)=i<r«-l)rc«-4), 
d.  I.  oach  gehöriger  Eutwickeluog 

und  folglieh 

* 

Ferner  ist,  wie  man  leicht  findet: 

3         3V=e*_^p«+  Jg. 


und  folglich 


4       "    IJ.^ 

1^'  _"  "3  '^  '*'1S      lSe*.-70i>«+38 
TF~  «o*-J5t)«+4  "^  75i>«^t26i>>+60  * 


Also  iet 


» _,2      15.16>-7»).4-f38  1 

•«=*♦- 75.16-225.4  +  6Ö^  "  180 ' 

«^jj.       15.1-70.1,4-38      17 
''^=*»= W.1-425.1+BD=  flÖ  • 


4      »» 


1 


-  'h 


Für  n=4  Ist 
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•l              ■   • 

*hr-ü   *      1  . 

1 

|a|=a. 

«•=«+ 3(6-0),, 

6-0  7  J» 

2 
^— a  +  j-(6-.a). 

6-a  -  f 

3 
a4=a  +  j(6— a). 

a«— 0      3 
6-«  —  3  ♦ 

«•=a  +  j(*— a). 

'    a, — a      4 
*-«=3'' 

4 


1 


* 


Ftlgliebtet 

1  ^ 

=  (i^ä)(l^l)(e»-f). 
«•  !•  naeli  geUriger  EotwiekelaDg 

r 

«Im 


2ft8 


Ferner  ist,  wie  man  l«iobt  findet: 


.  1    .     36    f       .32  -  ,  861 
+  6" 


und  folglich 


-4     32  .^861 


ÄIm  ist 


^     *  '406.^-144af  4861  , 

tl30--gj— 0900.-»  4-  SSM 

*»=**— 2436  -6300 + ätJaö*'  B5' 

40B.^-144pl.i.86l,  58 


2430.^-6300^4  2600 
Für  11=6  ist 


«,=a-j-(6-«),       ^--t; 


«1=^.  r-r«0; 


.1/1.     \         <•• — «     1 


jiW 


3 


«•=«+?<*-«).      £~=|; 


«.=a+J(*-«).       K=j 


«^=Ä+|(»-a).        |!5=f; 


•IfO 


Fa««»+ !)(•+!)  (»+g-)i»  (t -j)  (e-I)  (»-|) 
=  »(*«-J-)(i^l)(r-j-),      .' 

er    j      7  .  ,49^     9^ 


«Im 


8F    -  .      35  .^147  -     9 


Fener  M»  wie  ihm  l«icbt  fndet: 


also 


Folglich  ist 


äoo 

.*^     7.     49 

=**-^'^  +  5iÖ»*-84Ö' 
,      1»   .  .  6(»_,     'S» 

_     1680p«— 53a0p«-t-3S81t)»-^  166 
~  1176(h>«-29400r«  +  1543ife«— 945' 


ICKIO.^  -<6320 .  ^  +  3S21  .  ^—166 

^ TIS ^1 s 

11760.^-29400.^+  15435.  J-  945 

Ie8a789-8330t324+3>»l.l44>^166.64 
~JI70Ö.729— 294U0.324-I-  1S435. 144 -946.64 

_     2. 
945* 

JJ  :^ »   __     1680.1-g3aO>l  -1-3821.1-166 
•^""^  -"  11760.1— 29400.1 -f  1543^.1-945 

_  19    .    -  ' 

-2ID' 


1680.Q-  8Sa0 .  jj  -I-  3821 .  J-.  Mrf' 


'  f  I 


.  11760.^-20460  .^-Miy36.j-.945 
_      1680-63904 -f- 3521.16— 166.64 

34  -"         '  "  •  " 

^_166 


m 

Wir  iroUen  jetit  diese  etwas  weitliafigen  RechnuiigeD  nkht 
■ock  weiter  fortsetzen,  weil  die  betreffendeii  FormelD  flir  den 
pnktiscben  Crebrauch  zu  weltlftaf^  werden. 


f  18. 

Nach  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  liaben  wir  nno 
4it  folgenden  Formele.'       -    '  «       • 

Ffir  »=2  ist^ach  $.  U.  ood  j.  12.  respective 


:»a 


and 


Zieht  man  die  erste  Formel  ?on  der  zweiten  ah»    so  erhält  man 
aU  Differenz 


ST    t-^p»»^ — -^iiai« 

Fflr  »=3  ist  nach  {.  11.  and  $.  12.  respective 

i 

.* 

Zieht   man  die  erste  Formel  von  der  zweiten  ab,   so  erhUt  nw 
als  Differenz  ' 

Fflr  ti=4  ist  nach  {.  11.  und  {.  12.  respective 

■ 
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Zieht  mao  die  erste  Foranel  td«  der  sweiten  ab,  eo  erhilt  «an 
als  Diferem 


Für  11=6  ist  nach  $.  11.  and  $.12.  raspectire 


und 


Zieht  mao  die  erste  Formel  von  der  zweiten  ab,   so  erUlt  ntto 
als  Differenz 


oder 


oder 


-  j^  |44a^-24J,^+«.l,^-^4. ) 


^^^  \A^-6A^^  + 15  J.^-204i| , 


-  j^(4w-64i^  +  l84i^-aou,  |. 


Stirliog  (a.  a.  O.  p.  146.),  weicher  diese  Formel,  jH^ 
ehtte  Beweis,  zuerst  geRebee  hat,  schreiht  der  leichtere*  B**** 
nuBg  wegen  näherungsnäse  47U  statt  472,5. 

Wir  haben  daher  zur  Berechniuig  von  /    y8x  jetzt  ^  ^' 

genden  Nähemogsforroeln. 
Fflr  ti=2  tot 


J  y3^  =  -2^^i 


and  die  hierzu  za  addirende  Correction  ist 


I 


SM 


PflmsSUit 


nd  die  Kßna  su  addirende  CorrecÜoii  ist 


F«r  n=i  Ut 

/    jf8^r^-|p  i  ili^ -f  34iit  I 

m 

Hd  die  Uetra  n  ^ridirende  Comotion  iel 
Firti=:5  Ist 

Md  die  hietM  m  addir^eode  Coreecliem  i«t 

eder 

oder  aiheriiBgeOTeiMe 

Da  Stirllnc  a.  a.  O.  noch  swel  Correctlonsformelo  fllr 
«nd  n=:9,  gleicbfalls  oiioe  ^weie,  angeseben  liat«  so  woiieo 
«rir  dieselben  liier  ooch  mittheileB»  Indem  wir  dem  Leser  die  EdI- 
wicUhing  deeselbeB  nach  deo .  oben  angegebenen  Methoden  iber- 
hMsen. 


^^^ 


FOr  MS37  Ut  nadi  $.  II. 


/V'= 


^  t4Mt«+2I6Jt«+37J,«+37M« ) 


und  die  bienn  su  addine^de  jCometioB  M  nacb  Stirllag 

wo  die  Zahl  930  aach  nur  näheniogsweise  richtig  sein  wird. 
Fffr  fi=9  ist  nach  {.  IL 


/V^ 


=  ^ä  ^^-^»•» + "^^^-i  -  **^«*  +  KW«^4^  -45404,1 
und  die  hierzu  zu  addiiMde  Oomotto»  tet  nach  .Stidisg 

WO.  wieder  die  ZM  1600  nur  aooShernd  richtig  fitin  wird. 


J   14. 

Eine  sehr  wichtige  Erweiteioog  and  VervoIHromawa^  luAea 
die  vorhergehenden  nethoden  zur  nähemngeweisen  ErmittelaM 
der  Werthe  bestimmter  Inteerale  durch  .  Gauss  in  der  Abhind- 
lung:  Methodus  nova  lofegralinui  talore#  per  approii* 
mationem  inveniendi*)  erlialten.  Da  jedoch  diese  verreincHe 
Methode  von  Gauss»  wie  man  sie  mit  Recht  nennen  kanot  ft 
unsere  Zwecice  in  dieser  Abhandhing  mit  hinreichender  Leichtigkcä 
in  der  Praxis  nicht  wohl  anwendbar  ist,  so  wird  es  genfigeat 
hier  nur  einen  kutsen  Qegriff  von  deisäben  durch  Betracbtsop 
von  ein  Paar  einfachen  besondern  Fällen  zu  geben.  Im  Allgenei- 
nen  woHen  wir  nur  vorläufig  bemerken»  dass  das  Wesen  dieser 
Methode  von  Gauss  darin  l>esteht,  die  Werthe  von  d?»  lle^Ml  ent* 
sprechende  Werthe  von  y  der  Rechnung  isiim  Grunde  gelegt  wer- 
den, nicht  wie  bisher  willkührlich  anzunehmen,  sondern  so  a 
wählen ,   dass  dadurch  die  möglichst  grosse  Genauigkeit  hi  der 

Bestimmung  von    /    ydx  erreicht  wird,  und  wenn  diese  Bemct- 


0    C^mroeittationet  «odtlaUa  «egiae  «oiailiafasi  Gottisgeaeii  nmtr 
tieret.  Vol.  III.   Gottingae.  1816.  p.  39.  . 


küg  ancfc  in  der  AUgemelnhdt»  lo  weicher  wir  dleseHbe  eo  ebiM 
nsgesproclieii  liabea,  nieiil  ganz  veretändlicb  eeio  kaoo»  so  wer- 
de« die  fdgeodeB  Beispleie  doch  sewiaa  hiareiöhend  aeift«  daa 
Weiee  der  merkwürdigen  nnd  widtig«!  Ganaaiacheo  Methode 
füllig  deatUch  an  machen. 

Wir  wollen  flir  y  die  Form 

od«r»  ireon  wir 

Mbwif  die  Forai 

uiebaea.  Dmin  ist,  weil  ärssd»  und  (Qr  m^a»  xss6  resfec- 
(ire  a=:0,  tf=A^a  ist: 


J'^ydx^J'^ißo  +  Att+Ä«* + fttt^aa , 


d.L 


f/Sx=:ßJfi-^) 


WesB  wir  nun,  indem  i^i  •  i^i  wieder  die  Werthe  von  jf  filr  x^^Oi, 
«sst  beaeichnen. 


y**j^=(4^)(ii(4^  +#r,j^ 


Mtisa^  <wo  Jfi,    JT^  gewisse  noch  an  bestimmende  npmerische 
Cwflkieaten  Itezeichnen»  so  ist,  weil 

A  =«•  +  «!  «I  +«t«l*+«%«l* 

=Ä>+ A(«i-«)  +  Ai(«i-o)'+A(«»-«)». 

il,  =:  a„ -I- ffi  0, -f  Ollis* -f  o^n^* 
isif  nach  dem  Vorhergelienden 

+ ßi  { «i(«i-«)+*',(fl,-a)Kft— «) 
+fct*i(«i-«)"-Hf«(<'.-«)*)(Ä-«) 
+  h  I  Äi(<ri-«)»+Ä,(««-«)»)  (6-a) 


TTwU  XIV,  «• 


.1 


•die, .  weaii  «k 
setzeo: 

Soll  nmi   dieser  Aosdnick  von  /  ydx  mit  dem  Algen  tt^atitflk» 

zur  Uebereiostiii^Miitf  gdbsacbt  frerden,  -^o  müssen  wir  die  tict 
Grössen  iTj,  K%  una  r^,  t^^o  bestimmen»  dass  dÄ  vier  Glai- 
chuDgen 

fenflgt  wird ,  and  es  wird  ^o  jetzt  d^^auf  ankomnttü «  ^eae  Um 
ileichnngen  aafznlusen. 

Leicht  erhält  man  aber  ans  diesen  Gleichongen: 

K^Xi — x^  ac  Tj  — ^, 


und  hieraas  ferner 


1  t 


.  / .     .1 


WJ 


1  1  1 


oder»  wenn  wir 


setteo: 


wwna  Mdit 


li«=1»+%.    4«=*i'ii 


5-V-3«.+i=0; 


<k  =  l.Ji=J 


«rkiltett  wird. 

w«ii  «PI 


4«ih  d«m  Aiitiiuus  <lch 


tfgieM. 

Al«e  kam  maa 

aetteo,   anj  fitr  E^  uad  |[;i  erbdr  maa  aOd  Uktit  mlfteUf  dea 
Obigea 


Nach  der  Berecbouog  too  Gaass  ist 

Ti  =0,21 13248654051871 
ts=0,7886751345948129 


/  • 


woron  nah  eine  belieUee  Anzahl  too  Deeiinablelleo  beibehalton 
Icann,  wie  es  gerade  die  Genaoigiceit  der  annistelienden  Rech- 
nong  erfordert. 

Wenn  man  also 

a,  =o  +  T|  (fr— «)  =  a  +  2  (1  —  7;^)  (*— «) 

=  2<*+:i;^^''+2^^"'ya>*' 

^«=o+r.(6-^)  =  a+|(l+^)  (6^) 

setzt»  and  Ax^  A^  wie  immer  die  diesen  Wertben  %,  %  ton  x 
entsprechenden  liVerthe  von  y  bezeichnen,  so  ist 


/ 


y3ar=-2~"(^i  +  ilt) 


Q«d  bei  diowr  Bestemu^  tsl 


entsprechenden  Werflie  Ai ,  A%  von  y  der  Redhonng  sam  Graadfo 
gelegt  hat 

Wir  wollen  nun  (fir  jf  die  Form 

oder,   wenn  wir 
setzen,  die  Form 

i 

annehmen..  Dann  ist,  weil  8ar:=:8tf  und  flir  a;=a,  drs=6  rMMt* 
tive  tt=0,  ti=:Ä-a  ist:  ' 


3Är= 


AI      ■  '         ■       :  " 

rgSx=ßUi-a)  +  5-A(6-«)«+  jÄ(6-^)*+  jA  (6-«)* 
Wem  wir  DdD,  iDdem  A^,  A^,  J,  die  Wertfae  tod  y  fSr  :»=3|^, 

: 

nImo,  wo£,  JT«»  K^  gewisse  nodi  in  beetimniende  namerlsche 
C^eüctenleii  bezeichoeo,  so  ist,  weil 

4 

=^  +  A(a.-a)+Ä(at--fl)HA(a,^a)<+A(o,-a)HA(ai-a)», 

iit,  Mch  dem  VoriwgeheBden 

« 

+ A  CiSfi(«i-»)  +  Ä,(o.-a)  +*,(o,-«)K*-«) 

+#,  { Äi(/i,-a)H  Ar.(a,-«)«+Ä.(a.-.o)»  J  (6-a) 
+At  Ä;(ii,-a)M-Ä,(«r-«)H«;(a.-a)*|  (*-«) 
+ A|Ä,(«, -a)HAr,(o,-a)H*.(a.-o)»)  (6-a) 

oder,  weon  wir 


4-  A(iP,r,*+Ä.T.»+Ä'.V)  (*-«)• 


3W 

+ A(*i«i*+Ä;».HÄiti')(*-«)» 

+ Ä(^i*i»+*,V+Ä,V)(*-«)*- 


Soll  nnn  dieser  Ansdrack  VttD  /    yBx  nh  dem  obigen  AoMlncke 


I'     .      ...I 


cur  UebereinstltnntaDg  gebräckt  werden,  ao  nflsieaVvir  dicwchs 
GrOesen  JTi ,  JT«,  i^  and  Tj,  f^»  ^  *<>  bestimiMn,  da«!  to 
se^htf  Gleichungen 

■  1  ■ 

I 

Mnilgl  wfrd,  ,ii«d  «8  wird  ftifli  also  jetet  danim  handelo,  diäte 
iechs  GleichangeD  aüfznlOseii« 

Id6kht  erhäK  nm  ab«i  pis  diese»  ttleiehoiigim : 

1 

*e(n  -»«)  V  +  ^('>T'^i)%"=y  ^  —  JV' 

1  1 

*   '    1  1 


'11  ( 


M^ 


Ji(i^i-««)(*i-n)i?#'  =jtiT,— g-(i^+T,)+ j; 


1  ■  '  "1  1 


0Jtr»  weoB  wir 


Jf.— Jl.+J<l— JA 


Mcht 


1,      1,    .1,      l_n 


3  9  1 

^t=j,  u-^>  '»*=5ft 


•ihaltea  wird. 
Weil  mm 


3         3         1 


1 
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Iflt,  so  sind  T|,  ir^»  t%  die  drei  Wargeln  der  trtleftllui  CMdhMg 

Eine  Wunel  dieser  Gleicboiis  Ut  j^>  wie  mwa  leicht  findet,  nd 

die  beiden    andern  Wurzeln  derselben  werden  also  durch  Awfft- 
MUig  der  qoedratiechen  Gleicbnog 

,  •'-«»+10=0 

gefimden.    Die  Wurzeln  dieser  quadratiseiien  Glelcbong  rind,  wie 
man  leicht  findet 

I,.  .4/3.     VSJ:V3_^J:Vlg 
und  Bum  Ipsn  also 


-    1^     4/3.      5-V15 


1 


to 


■etMo;    für  Kt,  E,,  K,   erhUt  msa  aber  nHteUt  des  Obign 
l^cbt  die  folgenden  W^rthe: 

*«=ji'  *«=i'  ^»*'ß* 
Nadi  der  Berechnung  von  jßauaa  ist 

«i=0,11270166537»583 

T,=0;i 

i,  s  l,887M6334eai)7417 . 

* 

Wenn  man  also 

aa=rt+ti(6-a)=a+|-a-y  |)(*-«) 

=|a+V|)«+|<»-V5->*' 


»3 


•i=  a +.i(*-«)s=«  +  J-d  +  ^  |)(A-a) 

•ttil»  ond  Ji,  A^,  A^  vrle  ianfer  cNe  diesen  Werthen  «i,  o^,  o» 
vta  jr  «Btopreclieeden  Werthe  tod  jf  beieiebaen ,  «o  Ist 


tder 


/^'  = 


-]g-{5(J4+J.)+8il.|. 


mi  M  dieser  BeatinuMDg  iat 

teietil  frordeb»  d.  h.  na«  bat  Ar  §  eise  güDM  ntfemile  •§§(»> 
mieelM  Fsoction  des  ffinften  Grades  aaffeooniiiieD,  angeaclitel 
■aa  nur  die  drei  den  oben  besiimnileB  Wertbeo  «|  t  o^»  a,  von 
9  entspreebenden  Wsrtbe  J^,  A%9  A^  von  y  der  Recbnang  sma 
firasde  gelegt  hat. 

—  * 

Wenn  man 

•etat,  md  aieh  fibrigens  gaoa  ähnlicber  Beieicbnnngen  iiedient 
wie  TorlMr,  die  sogleicb  dmrch  sich  sellist'verstftndlicli  s^  wer- 
dta,  so  sind  %,  Vg,  ts»  T4  die  vier  Wnrzeln  der  Gleieirang 


Ltet  aaa  diese  Gleicfauag  anf,   so  erbilt  man  naxh  der  Bereeh* 
■nag  Toa  Gaas« 

Tt  =:<M)094318443029754 

Y.ssO;i30Q(»4783076S77 

y^O,609M05217itt4323 

T«=90^9a066eiB57970M6 
■nd  Ar  M^^  JE«,  JE»,  Ji;  »tg«]^  aicb  die  IbIgwMleB  Werthe: 

Kl  s=Ä;sOA7ae87^2S667284 
JE.±=JE.aB(L3200raS7743mi6 


Setsl  man  dann*  ^ 

und  beieichnet  dfo  ditste  If  eHbcii  tmi  »  enteprey enden  Wwtbe 
Ton  .y  wie  gewöhnlich  durch  il^,  ^t>  4t >  ^4;  so  iat 


/ 


I  •) 


Wenn  man 

y  =  «o  +  «^* +  «!«■  + <%Ji^+ «#a:*  +  %a?*+ «^JT* 

«etat,  ao  JuA  i^«  vt»  «•#  %>  t^  die  Wanehi  der  fiWdniag 

Nach  der  Berechnong  von  Ganea  iat 

,. 

T,  =6.0460100770306680 
^s=0,2307653440471585 

«4 =O,7692346550tS28416 
T,  s$O,963O60999]toO383O 

1:^ =£;3sO,118463442S280iM5 
f,=l[;=:O.23031433524908^ 

und  wenn  man  dann 
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o»  =  o  +  T5(4 — a) 
W^äbfm  von  s  m^m 


f 


*gdx=(b-«)  [  Ei(Ai+J^ +K,(A»^AJ  -I-  tUd»  \. 


Wc*n  nah        ' 

«etil,  so  «ind  %,  ft,  t,,T4>  n,  V*«  Wnfwlo  dw  GIcHAiiog 
«^-5M+gi^-|5«»+Iff^.2r +  554=0. 

Nach  der  Redinang  Ton  Ganas  tot 

Tt  =0,0337652428964240 
^=0,1603983007068678 
T.  =0,3800904069684015 
T«  =s(^619a09699041S98S 
T,s03306046d32331322 
f^= 0,9662347571016760 

und 

ITi  =  je;  =(UM66(Ki24618g6853 

jrs==k;sO»I8038078(iS2IOBg3 
mi  mma  oun  dum 

a,=:a+n(6— a), 
o^aa  +  «»  (6— fl) 


«16 

setit,  die  dieMB  Werthea  mfe  «  ••tapi«dk«BilM  Weithe  tm  * 
aber  durch  Ai,  A%,  A»,  A^,  4»>  A^  bexeichiiet,  so  iet 


WeoB  iua  \ 

m 

setsEt/te.sM  T|»  «t»  i^s>  *4g  ^t»^«»  %  die  Wnrsehi  dar  GMchng 

T    7  ..es    - 175  .  .17»  ,    es^.-    7        i     . 

Nach  der  Rechaang  toh  Gavss  iat 

Tj  =sO,02544e04382802(e 
«.=04202344072009028 
y.=:0,29707742431 13015 

T«=0^  X 

T« =0,7029225756680965 

T. =0,8707655927990972 

%,  =0,9745539661713798 
und 

Kx = ITr =Qi0647424830644348 
IT.  s=ü^a«!.l30652096744(B84 
£.=£»550^190915(652525596 

JE« =0,2089296918387347 

und  wenn  mao  dann 
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* 

««=«+«•(*  —  «)» 

•eilt,  di«  diesen  Werflien  wn  ir  eatspredMndeo  Wertbe  tod  y 
iber  dsrdk  ^It,  ^li,  A^^  Ai^  A^,  A^,  Af  beseichnet,  so  ist 

*  * 

f'r^Mb^)\Ei(A,^A^^iU(A^-t^Ä4^'Hr,(A,irA,}+K,AJ. 


Eine  noch  weitete  Ausflllmiog  dieses  wichtigen  und  interes- 
naten  Gegenstandes  liegt  letst  nicht  in  meiner  Absicht,  die,  wie 
idi  schon  im  Eingänge  erinnert  habe,  zunächst  darauf  gerichtet 
wir,  denselben  in  die  Praxis  einsufiihren,  und  xum  Gebrauch  bei 
fniitischen  Ariieiten  zu  empfehlen.  Jedoch  hoffe  ich  späterhin 
«of  diese  Betrachtungen  zurfickzufcommen,  und  dieselben  dann,^ 
was  die  Gaussi'sche  Methode  betrifft,  zu  noch  grösserer  Allge- 
'  '  rft  zu  erheben. 


m 


Heber  fittniralaritaeteB  aD  dürren  der 

"rterten  Oribiiiiis> 


Henm  Dactor  Beox 


■  n    »»i>i     in 


1. 

Die  Gleicbnns  des  4teD  Grades  zwischen  swei  Teriadetficket 
ae  vnd  jf  lässl  si<£  in  Allgemeinen  auf  folgende  Form  bringen;  . 

wo  p,  f ,  r  und  $  lineare  ganse  Functionen  Ton  jr  nnd  y  TorstelleSi 
Oy  6,  c  n*  s«  w.  aber  constante  Gr5ssen  bedeuten. 

Denken  wir  uns  unter  x  und  «f  Punkt  •Coordinaten,  so  gebSrt 
obige  Gleichung  einer  Curve  4.  Ordnung  an,  deren  Asymptotts 
folgende  Gleichungen  haben: 

p=0,  jr=:0,  r=0,  *=(K 

Die  2.4=8  Durchschnitte  dieser  Creraden  und  der  Cunre  li^ea 
auf  einem  Kegelschnitte,  dessen  Gleichung  erhalten  wird,  wenn 
man  die  in  der  ersten  Gleichung  zum  Vorschein  kommende  Fsne- 
tion  des  2.  Grades  der  Null  gleich  setzt.  Wir  wollen  £est 
Function  mit  i^R^,  wo  ^  eine  constante  GrOsse  bedeutet»  sowie 
auch  noch  das  Prodnct  p^$  mit  il  bezeichnen;  alsdann  sdneftt 
sich  die  Gleichung  des  4.  Grades  wie  folgt: 

Wenn  wir  n  annehmen  und  ungeindert  lassen,  wihrend  wte 
ßk  fiR^  immer  andere  Functionen  des  S.,  1.  und  0.  Grades  ein- 


«10 

90bm^  M  eAattw  mü  die  OMehofegM  aller  MHgUdwn  Ctiren 
hf  '4.  OrdMite .  tfüt  iltMicIlMi  Amtoptottn  p,  ^  r  nmd  «.  Wtt 
ktaMB  «itar  mmmt  lAmtm  ewe  diUbfch  bemmnea»  Atm$  wiv 
üe  <  ltec>>»a  Hhäbf^mtmeA  oniMrvretkm,  dann  aa  viala  Conatenlen 
«diUt  dia  Fnnetion  pJi^  Em  arffeban  akh  aber  awladian  idaa 
Goefficieatea  n»  6,  o  n«  a«  ir«.  6  lülaiffhaagea  yom  ewlaa  Omda^ 
vetQ  aojigedrilcki  wird,  dasa  eipe  der  erwftbptea  Curvea  dnrcli 
OMD  willulirlicb  angenamaienen  Pankt  der  Ebene  lait  drei  ibrer 
Zweige  gebe,  oder  mit  anderen  l^orten,  daaa  jener  Punkt  ein 
dreüacber  Punkt  der  Curve  werde.  Seine  Coordinaten-Werthe 
nimlicb  mflaaen  folgenden  Gleicbaogaa  genfigen: 

äP    An      dB     dTt    ^  . 

.,  <l«F_d»7I.      d»R_d^n,.  _- 

Wir  eraebea  bierana,  daaa  aicb  ininier  aina  Canre  daa  4. 
Gnuiea  finden  laaae»  die  ein  willkfibrlicb  aagenomnienea  Aaym? 
ptoten*Svatera  beaitzt  und  einen  willkfibrlicb  angenommenen  Punkt 
•If  dreiueben  Punkt  aqfnimmt  Sind  x'^  ^  die  Coordlnaten  daa 
Ictiteren ,  ao  argielit  lÄcb  fttr  dle^  Weiahang  der  sagebttrigaa 
Carra  die  folgende: 

Waaa  Amt  Puakk  eine  aaloba  Lag«  bat,  daaa  Ahr  tba  e^  imk 
vafacbwia4ati  ae  iat  der  Kagelaaboilt  Rm  der  ^imhMgea  Garra 
eiae  PaiaM»  aia  l'alL  dar  ffir  alle  Puakte  der  air^a  äOrdnaag 
«intriftt,  daran  CteKihaag  dieae  lat: 

^-\X^J      3^   d^  -" 
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Fir  dfe  Pmkte  «in««  TMUm  dar  Mtenw^  ii  ivddM  Ae 
BIWDe  von  der  Carve  V  getheUl  vvM^  «riaMt  dtr  iMdrtek  F^* 
MB  potrftivea  Werdi,  SAmx  wird  der  KSfrtoAnHt  dtr  4am 
soldien  Pankte  eiitBime|ieiid«i  Gme  JP  eis»  HypeiMt  «Ihrairf 
allen  Punkten  der  Oorigeo  RIobm  »eiche  Cofren  mn§eh8ren,  imm 
BnrelwciMitle  nil  den  Aeympteten  nof  EUipeen  fiegoi. 

Nehmen  wir  die  Abetftnde  p  und  a  Ton  den  CSraden  ps6 
nnd  n=Q  zn  anabbSneigen  Veränderlicnen,  60  faden  wir  «latt 
der  Gleichung  F=:0  eroe  andere  Ton  der  Form 

K%  Ist  dne  Function  des  %,  onA  f  nnd  n  sind  FnnctloMn  das  1. 
Grades.  Diese  Gleichnng  stellt  dieselbe  Cnrre  F  dar  nd  ttMt 
nns  ans  ihrer  Form  ewehe»  $,  dass  die  Asympt^en  p  nnd  q  jene 
Linie 9  eine  jede  in  2  Punkten»  berahren.  Dte  Beiiiiniiigspoiikie 
liegen  auf  dem  Kegelschoitte  jB's^O*  Was  Ten  0  nnd  ^  gesaitt 
worden,  gilt  ebenfalls  filr  r  uod  t«  Hiernach  sfam  dif  Asympw- 
ten  Doppeltangenten  der  Cnrre  F.  . 

Es  sei  beispielsweise 

p=ar,  y=3f#  r=«— 23f— 1,  «—jf— S^r-^l. 

Die  Asymptoten  bilden  alsdann  eio  sytametrisches  Viereck*  md 
es  besteht  die  Curve  F  ans.  xwei  cesonderten  ÖTalen,  voo  deset 
das  eine  die  Asymptoten  x  nnd  y  lo  beafigHcb  den  Punktes 

y=6(l+Vf).  und  a:=6(I-V^, 
ds»  andere  in  den  Punkten 

y«J(l-VT)  and  ««{(HVT) 

» 

berfihrt  Die  Tangentialpunkte  der  andern  Asympteton  siod  !■•- 
ginSr.    Für  das  Asymplolen*  System  ' 

\p^=x»  q=y»  r=^— y— l,  j=y— «— 1} 

ergeben  sich  wiedenmi  twei  getrennte  Orale,  die  auch  wie  ii 
dem  Torhergehenden  Falle  gans  innerhalb  der  beiden  ron  des 
Asymptoten  p,  q,  r  und  p,  q,  $  gebildeten  Dreiecke  liegen,  rot 
denen  aber  jetzt  das  eine  ausser  p  and  q  die  C^eräde  r,  das  aa* 
dere  die  Gerade  $  in  einem  Punkte  beriihrt  Die  ttbrigen  Dorc^ 
schnitte  von  r  und  t  und  der  Ourre  liegen  uneodfich  weit  We* 
jenlge  Linie  der  4.  Ordnnnn  also  mit  den  Asymptoten  P»  ^^ 
nnd  if  welche  einen  Punkt  Jener  Orale  als  drcmchen  M«nMr 
hat  als  sugeh5rigen  Kegelschnitt  R^  als  Grnnd*Ciinre  wnUcnnir 
sagen,  eine  Parabel;  den  in  der  Höhlung  der  Eier  gel^eaen 
Punkten  entspredien  BlUpsen,  und  einem  jed^  ausserhalb  b«* 
findlicben  Punkte  geh9it  eine  HypeiM  sn. 


s 

VoD«den  Punkten^  iii  welcben  sich  eine  Curve  4.  Ordomig 
ind  eine  ihrer  Asymptoten  sclineiden,  konuen  faocbstens  2  in 
endlicher  Entfernung  liegen,  so  dass  auch  kein  Punkt  des  Asym- 
ptoten -  Vierecks  dreifacher  Ponk^  einer  eigentlichen  Curve  4.  Ord- 
onag. werden  kann.  Und  in  der  That,  sucht  man  die  Curve  auf, 
weiche  einen  solchen  Punkt  als  dreifachen  besitzt,  so  findet  man 
für  ihre  Grund -Curve  zwei  Germle,  von  denen  die  eine  immer 
mit  der  Asymptote  zusammenfallt,  auf  welcher  der  Punkt  liegt, ' 
so  dass  alsdann  die  Curve  aus  eben  dieser  Asymptote  und  einer 
Curve  3.  Ordnung'  besteht,  welche  den  Punkt  mit  zwei  ihrer  Aeste 
durchsetzt,  und  deren  Asymptoten  die  drei  übrigen  Seiten  des 
Asymptoten-Vierecks  sind.  Für  die  Tangentialpunkte  der  Asym- 
ptoten und  der  Cnrve  f^  werden  die  eben  erwähnten  Geraden  ein- 
ander parallel*,  zwei  Parallelengehuren  aber  zur  Gruppe  der  Parabeln 

\    . 

Plucker  hat  in  seinem  System  'der  analytischen  Geometrie 
gezeigt,  dass   der  Ort  der  Ruckkehrpunkte    aller  Curven  dritten 
Grades  mit  denselben  ^yniptoten  der  dem  Inhalte  nach  grosßte 
Kegebchnitt   ist,    der   dem    Asymptoten^- Dreieck     eingeschrieben 
werden  kann.    Ein  Punkt  im  Innern  des  Kegelsrhuittes  kann  nur 
ein  Einsiedler  werden ,  w  ährend  sich  in  einem   ausserhalb  gelege- 
nen^ Punkte,   wenn   er   Doppelpunkt    wird,    zwei    reeHe    Zweige 
Mrhneiden.    Analoges  stellt    sich  bei  Linien   der  4.  Ordnung  her- 
amL    Es  liegen  nämlich  diejenigen  Punkte,  in  welchen,  wenn  sie      , 
dreifache  Punkte  werden,  ein  Röckkehrponkt    der  Curve   auf   ei- 
nen reellen  Zweig  zu   liegen  kommt,  aul  einer  Curve  der  4.  Ord- 
nung, «welche  jede  Seite  des  Asymptoten -Vierecks  berührt   Auf 
ihr  liegen   ausserdem  noch  3  Punkte,  in  denen  der  dritte  Zweig 
der  entsprechenden  Curve  die  im  Röckkebrpunkte  zusammenflies- 
•enden  Zflge  tangirt.    Und  lässi  man  einen  in  den  positiven  Rau- 
nen der  Curve  gelegenen  Pankt  einen  dreifachen  werden,   so  fällt 
in  ihn  ein  isolirter  Punkt  auf  einen  reellen  Zweig,  eine  Singular!' 
fit,  die  sich  dem  blossen  Anblick  verbirgt.     Jeder  Punkt  der  ne- 
gativen Räume  endlich    kann   nur   ein    solcher  dreifacher  Punkt 
«erden,    hi   dem    sich  drei  reelle  Aeste  schneiden.    Wir  wollen 
diese  Behauptungen  jetzt  erweisen. 

Die  Riphtun^ön  der  drei  Tangenten  eines  dreifuchen  Punktes, 
abhingig  von  den  Werthen  des  Diderential  -  Quotienten  ^  z=z  k, 
bestimmen  sich  bekanntlich  aus  folgender  cubischen  Gleichung: 

wefHr  wir  zur  Abkürzung  setzen  wollen: 

Es  fallen  nnn  zwei  Tangenten  des  singufären  Punktes  zu- 
■unmen^  oder,  was  dasselbe  heisst,  in  dem  singutären  Punkte 
üegi  ein«  Spitze  der  1.  Art  auf  einem  reellen  Zweige,  wenn  zwei 

Xheil  XIV.    ^  21 
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Wnrselii  d«r  Ivtricbong  1)  einander  gleich  werde«.  AbdinaalMr 
wird  die  erste  derivirte  der  Gleichang  1)»  d.  i.: 

durch  jenen  Wurzelwerth  befriedigt.  Es  tritt  somit  der  erwlboto 
Fall  ein,  wenn  die  dareb  Elimination  von  A  zwiscbea  den  GM' 
cbungen  I)  and' 2),  oder,  wa8  auf  dasselbe  hinaos  kommt,  weia 
die  durch  AnnuUirung  des  Radicanden  der  Quadratwurzel  in  der 
cardanischen  Formel  erhaltene  Gleichung  besteht  Es  ist  dies 
die  folgende :  > 

Wenn  ly  ein^n  negativen  Werth  hat,  so  sind  sämmtliche  Wur- 
zeln der  cubischen  Gleichung  reell  und  ungleich,  und  letztere 
besitzt  eine  reelte  und  zwei  imaginäre  Wurzeln ,  so  oft  der  Am- 
druck  W  positiv  Ist  Das  erstere  und  letztere  findet  aber  ftr 
die  einen  und  andern  Riume  Statt »  in  welche  ,die  Ebene  voo 
der  Linie  TF=0  getheilt  wird.  Wir  nennen'  daher  die  erstereB 
positive,  die  übrigen  negative  RSume.  Umnittelbar  leucbtet  hicr- 
ans  die  Richtigkeit  eines  Theiles  der  oben  gemachten  Behaop 
tnngen  ein. 

Nehmen   wir  zwei  der  Asymptoten,  s.  B.  p  und  f,  zo  Coer* 
dinaten-Axen,  so  wird: 

_d^n     ^  dr    d$     ,_d^n_^    dr    dt 
''^'d^-^  dq'dk''^=dp=^'dp   dp' 

^^   d^n  _,,\   ds  .     dr     '    dr    dsi   ^^    idr   dg  ,dr  it\ 
^^d^^'^n^'-dit+'d^+^di,  dq\^^^ 

I 

/^   d^n  _^i    ds       dr.       drd$A^^     idrds^drisl 

''=^^^^rd^+''^+p'dpd^\+^'f  \d^dq+di'fA 


p  die  Gurve    W  in  dem  Durchschnitte  jener    und   der  ueridct 
da^dp  ~®*  ausserdem  schneidet  sie  dieselbe   in   zwei  Pooktfle» 

die  auf  dem  Kegelschnitte  Sc*-^46d=zO  ff^^&uk  aindi  Eatip^ 
chendes  gilt  filr  die  übrigen  Asymptoten.  Dieoedingungeo  s=^* 
3c*— 46<£=0  redueiren  die  Gleichung  1)  auf  eine  quadratische  9^ 
zwei  gleichen  Wurzeln.«  und  die  SedineuBgen  a=:0,  6=^  ^ 
eine  Gleichung  vom  ersten  >Grade.  Wird  aber  ein  Punkt  des 
^  Asymptoten -Vierecks  ein  dreifacher,  so  zerftUt,  wie  wir  geeehen 
haben,  die  zugehörige  Linie  der  4.  Ordnung  in  eine  nwt  «1*^ 
Seite  des  Vierecks  zusammenfallende  Gerade  und  eine  Ifioie  dae 
3.  Grades,  die  in  jenem  Punkte  einen  Doppelpunkt  hat  FeUicb 
entsprechen  .  den  Beriilinings-' Punkten  der  Asymptoten  undT^ 
Curve  W  die  As]f mptoten  selbst  mit  Linien  3.  Ordnnng,  ^  "^ 
einem  der  dorcb  jene  Punkte  gebenden  beiden  Zweige  die  Afyi^ 
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ptoten  berühren.  Den  acht  fibrigen  Durchschnitten  des  Asympto- 
ten'Vierecks  und  der  (^urre  F  entsprechen  aber  die  Asymptoten 
•elbst  mit  Linien  der  3.  Ordnung,  die  in  jenen  Durchschnitten 
SpiUen  der  i.  Art  zeigen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1)  geht  in  einen  Toltstftndfgen 
i^ibi»  Aber,  so  oft  man  hat:  - 

l)  6c  — flrf=0,    1)  c«-6rfc=0.    3)  6*-iic=a 

Von  diesen  Gleichungen  kann  Irgend  eine  aas  den  beiden 
asdern  abgeleitet  werden.  8\p  stellen  drei  Kecrelschnitte  dar,  die 
ikrll  in  denselben  drei  Pnnkten  schneiden;  alle  Punkte  nämlich» 
deren  Coerdinaten-Werthe.den  beiden  letzten  Gleichungen«  6e- 
■An  thon,  liegen  anch  auf  dem  Kegelschnitte  1),  mit  Ausnahme 
jeooch  des  Durchschnittes  der  beiden  Geraden  6=0  und  c=0. 
Aof  der  Carve  W  gibt  es  Aiithin  im  Allgemeinen  drei  Punkte,  in 
irelcben,  wenn  sie  dreifache  Punkte  werden,  die  Taugenten  dreier 
rMler  Aeste  in  ^ne  einzige  zusammenfallen.  För  eben  diese 
Paukte  Terschwinden ,  wie  leicht  einzusehen ,  eleichzeitie  die  Dif- 

dW  dW  ^      ?» 

bientialquotienten  -^  und  -^ — ;  es   sind   folglich  Doppelpunkte 

der  (^urve  W»  die  also  auch  ausser  jenen  Iceine  Singularitäten 
zeigt 

Zwischen  der  $.  1.  aufgeßihrten  Curve  V  und  der  Cuire  W 
findet  die  Beziehung  statt,  dass,  wenn  erstere  Doppelpunkte  be- 
sitzt, diese  auf  die  Linie  W  lallen.  Die  Coordinatenwerthe  der 
sisgal&ren  Punkte  von  F  nämlich  befriedigen  folgende  Gleichoögen: 

dx'^^'dxdy'dxKSj'^  ds^dy^dx'^  d^'  </a?«"""* 

dy  =^' dxdy  '  dy^da      dy^dx\dy      dal^'dy^^^' 

Wi  Elimination  der  drei  AnsdrOcke  -t-j  t    -^-^    und    J^JZ  *^l" 
Kken  diesen  beiden  Glelcbangen  und  der  Gleichung  F=:0  liefert: 

.  d^it^    d^n     d*n  d*n^^ 

^dü^dy '  dy^dx'^  Ar»  '  rfy»  » 

d^n    d*n   d^n  , ,  d^n     d^n  d^n  . 

'^\da:^dy  "  da*  '  dy^dx  5  Idy^dx      tfy»  *  dai^dy  ^  "-^' 

IF=0. 

Lässt  man   also -einen  singulären  Punkt  der  Curve  F,  falb 

da  solcher  vorhanden   ist,  dreifachen  Punkt  einer  Curve  vierter 

Ordnung  werden«  deinen  Asymptoten -System   iTist,  so  fallen  in 

jeneiB  zwei    Tangenten    zuearomen   una    die    Grund*  Curve  wird 

eme  Parabel. 

2\*         " 
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.3. 

Aus  der  Abtheilunir  aller  Curven  n.  OrdooBg»  dereo  A«ya- 
ptoten  zusamnieofatlen ,  heben  sieb  als  unterseordiiele  Gruppen  die* 
jeiiigen  heraus,  uelcheii  dieselbe  Grund -Curye  zukommt»  oder» 
was  dasselbe  be^gt,  die,  welche  sich  auf  den  Asymptoten  in 
denselben  ft(n— 2)  Punkten  schneiden.  Sie  h^jiben  aui«ser  den 
eben  erwähnten  und  den  unendlich  weit  liegenden  Tangential- 
Punkten  der  Asymptoten  keinen  Punkt  gemein.  Da  in  Ihrer 
Gleichung,  welche  von  der  Form  77»  4- f^  Ai-ssO»  ist,  die  Fmic- 
tidn  Hn  (ein  Product  von  n  ganzen  linearen  Functionen)  nd 
An-2  (eine  Function  des  (ji' — i)»  Grades)  bestimmt  sind,  so  est- 
hält  sie  nur  noch  eine  willkdhrlirhe  Constante,  den  <3oei1ideftten 
fft,  woraus  denn  lulgt,  dass  eise  von  ihnen  vollständig  besüoiBt 
wird,  wenn  man  sie  durch  einen  willkährlich  in  der  Eoene  anpe* 
noromenen  Punkt  geben  lässt.     Im  Allgemeinen  wird  es  nan  eint 

_  gewisse  Anzahl  Punkte  geben,  welche  liSr  die  durch  sie  gebendtli 
Cdrven  Doppelpunkte  werden;  wir  wollen  ihnen  di^r  Kürze  wegen 
.  den  Namen  Cardinal  -  Punkte  beilegen,  nnd  wirklieb  lässt  die 
Betrachtune  des  stufenweisen  Ueberganges  einer  Curre  der  e^ 
wähnten  Gruppen  in  die  übrigen  einen  Vergleich  jener  Punkte 
mit  Angel •  Punkten  zu.  So  können  sich,  um  dies  an  einem* Bei- 
spiele zu  zeigen,    zwei  Aeste    einer    Curve,    nachdem   sie  sich, 

'  während  f*  von  0  aussehend  wächst  oder  abnimmt,  von  den 
Asymptoten -Polygon  abgelöst  und  immer  mehr  entfernt  habeo, 
in  einem  Cardinalpunkte  vereinigen.  Von  diesem  treten  hlcrtvf 
wiederum  zwei  Aeste  aus  einander »  von  denen  der  eine,  wäfcfesd 
fft  in*s  Unbegrenzte  zunimmt  oder  kleiner  wird ,  immer  weiter  (ort- 
rückt, der  andere  aber  sich  der  Grund -Curve  immer  mehr  nhbert. 
Bei  diesem  Ueber«  oder  Durchgänge  verlieren,  wie  Plückeria 
seinem  Syst.  d.  analyt.  Georo.  an  Curven  dritter  Ordnung  im  Be- 
sonderen und  in  der  Theorie  der  algebr.  C.  allgemein  nacbeeine- 
sen  hat,  die  Linien,  wenn  der  Punkt  ein  iioppelpunkt  tet,  ^ 
und  in  einem  ^fachen  überhaupt  3ff(ff — 1)  Wendungspooktf. 
Im  Besonderen  verschling  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  Joiit  zwei 
reellen  Tangenten)  vier  imaginäre  und  zwei  reelle,  ein  Einsiedler 
sechs  imaginäre,  und  eine  Spitze  der  ersten  Art  sechs  iimgiiirfl 
und  zwei  reelle  Inflexions  •  Punkte. 

Die  Coordinaten-Werthe  der  Cardinal- Punkte  einer  Curven- 
Ordnung  müssen  gleichzeitig  die  folgenden  drei  Gleichungen  be- 
friedigen: 

Eliminiren  wir  aus  der  ersten  und  einer  der  beiden  andern 
die  von  einer  znr  andern  Curve  derselben  Gruppe  sich  ändernden 
Coeflicienten  f»,  so  kommt: 
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Ancserdem  ergibt  sich  nocli: 


3)  u=än  ^^iE  ^In' 
^      "^ dx'  d^       dy  '  dx^   ^  ' 

Dieser  Gleichuagen  habeo  wir  uns  zum  Aufsucheo  der  eenaniiteo 
Punkte  zu  bedienen.  Die  beiden  ersten  sind  vom  (2n — 3).  Grade, 
te  letzte  Tom  2(ii— 2).  Eine  to|i  jenen  und  diese  liefern  biglicb 
2(m— 2)r2ii — 3)  Punkte.  Ton  diesen  ist  jedoch  eine  eewii«se  An- 
tahl  als  den  ee^telltel^  Bedingungen  nicht  entsprecnend  auszu- 
•chliessen.  Wenden  wir  z.  B.  die  Gleichungen  1)  und ^3)  an»  «o 
Hefern    solche   erstlich    die  funkte»    für.  welche   gleichzeitig   77, 

^and  -j-  Terschwinden  y    und    die  Coordinaten  -  Werthe    dieser 

Punkte  genigen  auch  der  zweiten  Gleichung.    Für  den  Werth  von 

fi,  der  diesen  Punkten,  weldie  keine   andern  als   die     ^  a — 

Durchschnitte  ^ler,  Asymptoten,  entspricht,  gibt  die  Gleichung 
FsO  die  Null,  da  im  Allgemeinen  keiner  von  ihnen  auf  der 
Grund-Cunre  liest.  Es  wird  sonach  F^77,  d.  h.  die  Curve 
F  geht  in  das  Asymptoten -Polygon   über.     Wir  erhalten  ferner 

diejenigen  Punkte,  för  welche -7— =-j—=0    wird,    deren    Coor- 

dinateo- Werthe  aber  im  Allgemeinen  die  zweite  Gleichung  nicht 
befrledieen;  ihr«^  Anzahl  beträgt  (n — l)(it--3).  Alle  übrigen  von 
i)  und  3)  gelieferten  Coordinaten  -  Paare  thnn  auch  der  Gleichung 
9)    Genüge.      Hiernach    besitzen,  die    Linien     der   n.    Ordnung 

a(— 8)C2n-3)-!^-(n^l)(«-3)=<"-^y^>  Cardinal-  , 

Ponkte.  DieKegelschnitte  haben  also  keinen  Cardinal-Punkt)  beiden 
Corren  dritter  Ordnune  Ibetr&gt  ihre  Anzahl  drei  (es  sind  die  von 
P I ü  ck  et  .wegeii*einer  ihrer  Eiffenschaflen  sogenannten  Mittelpunkte), 
fie  Linien  des  4.  Grades  weisen  ll'-auf  u.  s.  w. 


»  der  oben,  allgismeinen  Betrachtung  haben  wir  zwei  beson- 
dere Fälle  ausgeschlossen,  die  wir  wenigstens  fitfr  Curven  vierter 
OrdnuQg  näher  noch  erörtern  wollen.  Wenn  nämlich  erstens  die 
Grund -Curve   durch   eine  Ecke  des  Asymptoten  -  Vierecks  geht, 

fr  B.  durch  den  Durchsehnttt  von  p  und  9,  so  fi|idet  man  f»=Q'. 

•o  dass  zu  untersuchen  erübrigt,  ob  nicht  alsdann  doch  jener 
Punkt  ein  Cardinal  •  Punkt  sei.  Setzen  wir  aber  :r^v,  y~^>  ^^ 
hestimmi'sich  die  Tangente  der  einem  besondern  Uerthe  "^ow  [i 
entsprechenden  Curve  in  jenem  Punkte  durch  die  Gleichung: 

dn ,      dR  dR 

^^-di  ^di 


dq_      dp^^'  dp ^dp 

dp^     dnZ     3B""         dR 


dn 
Wird    nun  fi==0  gesetzt,    sa  wird    ß-  unbestimmt;  es  geht  die 

Curve  in  das  Systenn  der  Asymptoten   über.     Für  jeden  andern 
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bestimmten  Werth  von  ^  aber  eriangt  auch  ^    einen   bestiniiu> 

dR  flR 

ten  Wertb,  «o  lange  nicht  ^  und  -^  gleichzeitig  verschwinden. 

,Wenn  also  letzteres  nicht  stattfindet,  so  kann  der  fragliche  Punkt 
kein  Doppelpunkt  werden;    sämmtliche  Cur\'en   berühren  In  ihm 

den  KegebchnÜt  Ä.    Wenn  aber^  und  -g-     gleichz«tig     Ter- 

schwinden,  so  wird  wirklich  der  Punkt  ein  Doppelpunkt  und  zwar 
fÖr  jede  Curve  der  Gruppe;  in  Folge  dessen  wird  Jedoch  die  An- 
asabf  der  Cardinal  Punkte  nicht  grosser,  sie  vermindert  sich  viel- 
mehr. Dieser  Fall  ist  demjenigen  untergeordnet,  welchen  wir, 
den  zweiten,  in  der  allgemeinen  Belrachtdng  abgesondert  beben, 

wo  nämlich  Ar  einen  Punkt  -jr  und  >->--  verschwinden    und  die 

Coordinatea  -  Werthe  jenes  der  GMchnng  2)  geoOgen.  Das  Ver- 
schwinden der  beiden  Differeotialquotienten  ist  immer  dann  eine 
Folge  der  Wahl  der  Coordinaten  und  kann  somit  durch  die  An- 
nahme von  andern  verhindert  werden,  wenn  nicht  der  fr^ftcbe 
Punkt  der  in  eine  Ecke  des  Asymptoten- Vierecks  fallemle  Dotcfa- 
schnitt  zweier  Geraden  Ist,  in  die  der  Kegelschnitt  R  ausgeartet 
ist.  Wir  sind  so  zur  Betrachtung  der  Moctificationen  gefuhrt,  die 
Im  Obigen  vor  sich  gehen,  wenn  anstatt  einer  eigentlichen' Corvo 
der  zweiten  Ordnung  zwei  Gerade  als  Grund -Ourve  auftrete«.  Wir 
wollen  diese  selbst  zu  Coordinaten  -  Axen  nehmen;  so  erbalteii 
wir  an  die  Stelle  der  Gleichungen  1),  2)  und  3)  die  folgenden: 

^'^  y(^-S-^)=0,       2')  ;r(^.^-f/)=0. 

Aus  ihnen  ergeben  sich  wieder  11  Cacdinalpunkte,  unter  ihnen  der 
Durchschnitt  aer  beiden  Geraden.  Der  dem  letzteren  eiitsprechendt 
Werth  von  jn  ist  unendlich,  so  dass  es  keine  der  Corven  giK 
die  ihn  als  wirklichen  Doppelpunkt  aufnimmt)  es  nHbern  i<ieh  ikm 
aber  fihnlich  wie  einem  Cardinalpunkte  die  inimcr<grris<tefen  Wer- 
then  von  f*  entsprechenden  Ciirven. 

Fällt  der  Durchschnitt  der  biBiden  C^raden  auf  eine  Asmi- 
ptote,  so  erhält  17  einen  Factor  von  der  Form  y-f-mj:,  und  in 
Folf  e  dessen  erhalten  m  ir  jenen  Punkt  unter  den  Cardinafpunkisii 
zweimal,  so  dass  deren  rnur  10  verschiedene  vorbanden  sind.  Der 
Durchschnitt  der  Geraden  wiiQ  auch  hier  fitr  kein  endUcbes  |4  ein 
Doppelpunkt.  Die  Asymptote,*  auf  welche  er  fällt,  wird  in  Ibqi 
von  sämmtlicben  Curven  beröhrt. 

Wenn  endlich  beide  Gerade  durch  eine  Ecke  des  As\7upto- 
ten- Vierecks  |;eben,  so  wird  diese,  welches  auch  der  Werth  von 
ft  sein  mag,  ein  Doppelpunkt.  Dadurch,  dass  alsdann  JI  den  Fac- 
tor (y  +  mzXy  +  mfx)  erhält,  zieht -sich  die  Anzahl  der  übrigen 
möglichen  Doppelpunkte  auf  vier  zurück. 

Es  kann  auch  eine  der  beiden  Geraden  unendlich  weit  weg- 
rficken,  in  welchem  Falle  der  Gnd  der  Funoüon  R  vom  zweüieii 
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auf  den. ersten  si«h  redncirt  Man  etbSIt  dann  statt  der  TrOhercn 
GMcbongen  die  folgenden: 

3«)  c'.g-.f  =0. 

I«  bedeatet  hier  die  lioeare  Function,  welche  ao  die  Stelle  von 
Ai  tritt  9  and  c  und  &  sind  die  in  ihr  vorlcomniendcn .  Coefßci^nten 
der  Veränderfichen  ;r  und  jf..  Da  die  beiden  ersten  Gleichungen 
rom  vierten,  die  dritte  vom  dritten  Grade  sind ,  ao  reaultiren  nur  6 
Cardinal- Punkte.  Ihre  Anzahl  Mit  auf  die  HSlOe,  auf  3,  surflck, 
wenn  auch  die  Gerade  L  in*8  Unendliche  HIckt,  d.  i.,  wenn  die 
Function  L  durch  eine  Conatante  ersetzt  wird.  Jene  Punkte  he- 
atimiBen  aich  aladaan  durch  diese  beiden  Gleichungen:     ' 

Wie  wir  g^ehen  haben,  lieeen  die  Cardinal  -  Punkte  auf  den 
darch  die  GiSchungen  1),  2)  una  3)  dargestellten  Curven  ^7|,  7« 
vad  f7.  Letztere,  die  von  der  vierten  Ordnung  ist,  geht  durch 
die  Ecken  des  Asymptoten  •  Vierecks  und  den  Mittelpunkt  de^ 
Kegelschnittes  IL  Falls  dieser  eine  Asymptote  berührt,  geht  Ü 
auch  durch 'den  Taogentialpunkt,  und  dieser  wird  ein  Angmpunkt 
Die  Curve  U  bleibt  dieseloe,  welches  auch  die  Dimensionen  der 
GtuBd-Cunre  sein  mOgen,  wofern  nur  ihre  Axen  dieselbe  La^e 
ood  dasselbe  Lfingenverhältniss  beibehalten.  Lfisst  man  d^  ^• 
gebchnitt  A,  ^wenn  er  eine  Ellipse  oder  eine  Il3rperbel  ist,  sich 
nconcentrischen,  ähnlichen  una  ähnlich  liegenden  Linien^  ausdeh- 
ata  oder  bezdcKch  sich  bis  zu  einem  Punkte  zusammenziehen 
odfT  in  swd  Gerade  fibergehen,  oder  verschiebt  man,  falls  -H 
eSae  Parabel  ist,  diese  in  der  Richtung  ihrer  Aze,  so  rficken  die 
eatsprechenden  Cardinal -Punkte  auf  der  Curve  17  fort.  Ein 
jeder  Punkt  der  letzteren  kann  ein  Angelpunkt  werden;  nimmt  man 
eben  solchen  an,  so  bestimmt  eine  der  Gleichungen  1)  und  2) 
die  Ausdehnung  des  zugehörigen  Kegelsthnitts.  Wir  werdet  sehen, 
dass,  wenn  mao  einen  Doppelpunkt  der  Curve  ü,  wenn  anders 
eh  solcher  vorbanden  Ist,  zu  einem  Cardinal-Punkte  designirt,  die- 
ser nur  dn  dreifacher  Punkt  werden  kann. 

Unter  besondem  Umständen  können  mehre  Cardinal  •  Punkte 
sisamraenlallen.  Diese  CoTncidenz  wird  dadurch  begründet,  dass 
zwei  der  Linien  Tt,  T^  und  U  sich  berühren  und  die  dritte  in 
den  Berühntngs  •  Punkte  entweder  jene  ebenfalls  tangirt  oder 
einen  Doppelpunkt  hat.  Wir  woHen  die  Werthe,  eventuell  die  so- 
genannten wahren  Werthe,  welche  ^  in  einem  Cardinal •  Punkte 

Rr  jeae  drei  Linien  und  die  darch  ihren  Durchschnitt  gehende 
Curve  F  annimmt ,  Jiezfiglich  mit  ki ,  kt  und  k  bezeichnen.  Wir 
inden  alsdann : 


I 
I 
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dtt 


dxdy 
d^F      dR   d^F 


d^F 

,  dxdm 


dR 


tlx  '  dxdy     dy  "  da:*  dx 


dR   d^F     dR     d*f 
dx  '  dy^      dy  '  dxdy 


dR 

dx 


dR    , 

'dir'. 


Wenn  nun  erstlich  die  beiden  Linien  7,  und  T^  sich  heriihren, 
Bo  wird  ki=zkl,  also  auch  Ar|=:Ai^=ib,  d.  b.  es  berühren^  sich 
dann  alle  drei  Linien  Ti,  7«  und  ü  in  dem  fraglichen  Punkte, 
and  es  eenOgen  die^Coordinaten- Wertfae  des  letstern  der  folgen- 
den Gleichung: 


ydxdyj       dx^  *  dy* 


Diese  besagt,  dass  die  durch   den  Angelpunkt  gelegte  Cimre  F 
in  diesem  einen  ROckkehrpunkt  erlangt. 

Wenn  sweltens  eine  der  Linien  T,  z.  B.  7\^  in  einem  Cardi- 
nal-Punkte  einen  Doppelpunkt  erhält,  so  wird  /*|  =  ^9     und     es 

berühren   sich,  da  4*2=^3  =  0  wird,   die  Linien    T^  und   U.    .Es 
besteht  dann   wieder  di^  Gleichung  5  =  0,  und  Ferh&lt  abermals  / 
eine  Spitse.    Die  Tangente  in  letzterer    bestimmt  sich  dorcli  die 
Gleichung: 


iPF 
dy 


d*F 


d*F 


v*'+2-^-^-+;^=^- 


Der  oben  gefundene  Wertb  von  k^  befriedigt,  an  die  Stelle  roo 
k  substfÜuirt,  cuese  Gleichung,  woraus  wir  erteilen,  dass  i^icb  die 
Curven   Ü  und  F  itl  den  Spitzen  der  letzteren  berühren. 

FQp  einen  dreifachen  Punkt  von  F  werden  /-,  i^  und  Jtm  na- 
bestimmt, so  dass.  die  drei  Linien  Z\,  T^  und  Ju  einen  solchen 
mit  je  zwei  Aesten  durchsetzen,  er  nimmt  also  vier  Cardiiialpunkte 
auf.  Die  Richtungen  der  Tangenten  von  Ti  und  V  finden  sich 
mit  Hälfe  folgender  Gleichungen: 


1) 


rf»7\ 


.  kt*  +  2. 


d*Ti 


h  + 


dx* 


dxdy 


=  0. 


Wenn  nun  die  Tangenten  von  7\  und  Ü  in  ibrei*  gemekmtduJt- 
liehen  Doppelpankte  zusammenfallen,  so  besieht' die  durch  EHmi- 
natoin  der  /:  ans  I)  und  2)  resnitirende  Gleichung.    Diese  ist: 
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f#i«7,   iPV    tPTi  «PTtJ» 


frf»'/i    K»V     «PT,    «i»y|  j 

'  dacdy     rfi*       dS*  djedyS  \d^ '  dxtly     axdy    dif*) 

Fflr  die  hier  vorkonunendeti  Ausdrucke  findet  man : 

d^^^d^n  dR       d^n     dRd^U^fPn dR_  d^   dR 
dy^  %'    dpt!       dxdy^'  dif  'dx^       djc^'dy       dx^dy'  3jp' 

cPÜ        rf»ir     dÜ       d^n     dR 


dxdy     "dx'^dy  '  dy       dy^dx  '  dx  * 

dßTi_    d^n     rf^^i  i^    tPTl      d^T^^dm 
dx^       dxdy*  *  dxdy       dydx**   dy*       dx*' 

Durch  SabstUution  dieser  Werthe  in  die  geAindene  Gleichung 
geht  diese  Ober  in: 

*  *  • 

c  d*n     d*n      d*n  d*n^* 

^dydx^ *  dxdy*      dx*  '  dy^  ' 

^/  d*n  \*      d*n    «P£.  ./  d*n  y      d^n    rfWi 

^Kd^d^J  ~1^^'  dy*  ^  ^\d^S^J  "dxdyydx^^  -"' 

Sie  drückt,  wie  wir  §•  2.  gesehen  haben»  aus,  dass,zwei  Tangen- 
ten der  Curve  F  zusammenfallen.  FSJlt  also^  ein  Ruckkehr- 
puakt  auf  einen  andern  Zweig  der  Curve,  so  liegen  in  dem  so 
entstandenen  dreifachen  Punkte  sechs  Cardinal -Punkte« 

Besteht  endlich  der  dreifache  Punkt  aoe  einer  Spitze  und 
einem  dritten  Aste,  der  jene  beriibrt,  faHen  also  sämmtiiche 
Tangenten  In  eine  zusammen,  so  wird: 


■>(: 


d*n  V      d*u    d*n        .    (  d>n  y      d*n   d*n 

dm     d*ii     d*n   d*n 

dsdy*  '^3S*~d:r>  '1^~^' 

Eine  Fohe  hiervon  Ist,  dass  die  singnlSren  Punkte  der  Curven     ^ 
7|,  T^  und  17  Rfiekkehrponkte  werden.    Es  kömmt  oämlkh: 

\dbäi^)  ~a^ ■  rfy*  -  \dx^d^J       da*   dM^^KWJ 

.  »/  d*h  V    rf^    d*n  ./rfgy 
.  d*n     d*n.      dm  d*n  dR  dR 

t  dydx* '  dxdy*      ds^  '  dg'  i  dx'dj/  ' 


3» 

d£^      . dxdff 

dxdy  dy^ 

dtt    ^ü_dR^  ^_1^, 

dx  '  dxdy     dy  '  dx^  _^^  dx       dy 
'^^'=^  dR   d^F     dR     d^F'^'^^  dR_dR 

dx  *  </y*  ~  dy  '  dxdy  dx       dy 


h 


^« 


Wenii  nun  erstlich  die  beiden  Linien  7,  ond  7^  sick  berühren, 
»o  wird  ki=:zkl,  also  auch  ki:=k^^kp9  d.  h.  es  berühren-  sich 
dann  alle  drei  Linien  7\,  T«  und  ü  in  dem  fragFichen  Punkte, 
und  es  ^enüge.n  die.Coordinaten*  Wertfae  des  letstern  der  folgen- 
den Gleichung: 

.  •  _/rf>Fy    t^  ?[!^_« 

\dxdyj  ^ilx^  •  rfiy*  """' 

Diese  besagt,  dass  die  durch  den  Angelpunkt  gelegte  Curve  F 
in  diesem  einen  ROckkehrpunkt  erlangt. 

Wenn  zweitens  eine  der  Linien  T,  z.  B.  7\,.  in  einem  Card!- 
'     nai- Punkte  einen  Doppelpunkt  erhält,  so  wird  /-^^^y     und    es 

berühren   sich,  da  k^=tk^z=zQ  wird,   die  Linien    T,i  und   C7.    .Es 
besteht  dann   wieder  di^  Gleichung  i$=0,  und  Ferhült  abermab  / 
eine  Spitie.     Die  Tangente  in  letzterer    bestimmt  sich  dorcb  dit 
Gleichung: 

d^F  d^F  d^F 

dy^'^^'^dxdy'^^dx^'^^' 

Der  oben  gefundene  Wertb  von  U^  befriedigt,  an  die  Stelle  tob 
.    A^  substituirt,  diese  Gleichung,  woraus  wir  erzenen,  dass  i>sicb  die 
Cnrven   C7  und  F  tri  den  Spitzen  der  letzteren  berilhren. 

Für  einen  dreifachen  Punkt  von  F  werden  /'i  /«  und  X«  oo- 
bestimmt,  so  dass.  die  drei  Linien  Fi,  T^  und  U  einen  solchen 
mit  je  zwei  Aesten  durchsetzen,  er  nimmt  also  vier  Cardiiialpunkte 
auf.  Die  Richtungen  der  Tangenten  von  Ti  und  V  finden  sich 
mit  Hülfe  folgender  Gleichungen: 

Wenn  nun  die  Tangenten  von  7".  und  Ü  in  ihrem  gemehiscliafl- 
llchen  Doppelpunkte  zusammenfallen ,  so  besteht'  die  dbrch  Elhiii- 
natoin  der  A*  aus  1)  und  2)  resuitirende  Gleichung.    Diese  ist: 
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f«i»7,   tPV     fPTi   «PTiJ» 
.  t  «<*Tj     d«ü     ^T.    d*Ul  \^T,     d*V      dTTi    d*ül      - 

Für  die  hier  vorkommenden  Ausdrficice  findet  man : 

dW^^dm  dR      d*n     dR  iV^V^d^n  dR       d*n    dR 
dff^  dy^   ds  ■'  dxdy^'  dy  *dx^       dx^'dy       dxhly '  dx ' 

tPV^  dm     dR       dHl      dR 
dxdy     ^dx'^dy  '  dy       dy*dx  '  dx  * 

d^Tx_  dm    rf^^t  _  dm    d*Ti_dm 

dx^  —dxdy^  ''S^-'d^dP'   dy^  =  dx*' 

Durch   Substitution    dieser  Werthe    in    die   geAindene   Gleichun]^ 
geht  diese  üUet  in: 

•  •  "■ 

i£»ir     dm     dm  dm^* 


$    a^ii       a^ji        wu    a^ii  ^ 
^dydx^  '  dxdy^      dx*  '  dy*  ' 

j/jPä  \«     dm    dm.  s(  dm  y      dm    dm^ 

"^'V3iS^y  '^dxhly  '  dy*  ^  ^\di3^)  ^ dxdy^  '  dx*^  -"• 

Sie  drückt,  nie  wir  §•  2.  gesehen  haben,  aus«  dass,  zwei  Tangen- 
tes   der    Curve  F   zusammenfallen.      FSJlt   also    ein     Rückkehr- 
punkt  auf  einen  andern  Zweig  der  Curve,  so  liegen  in  dem  so    ' 
entstandenen  dreifachen  Punkte  sechs  Cardinal -Punkte, 

Besteht  endlich  der  dreifache  Punkt  aoe  einer  Spitze  und 
einem  dritten  Aste,  der  jene  berührt,  fallen  also  sämmtilche 
Tuigenten  in  eine  zusammen,  so  wird: 

.  /  d*Ti  V      d*u    d*n         .    f  d*n\*      d*n   d*n 
">V5S^y  "'^la^*^'*"'       \J^)  ^1^^ dx*^^' 

d*n     d*n      dm   d*n 

dxdy^'d^S^^dx*    1^^^' 

* 

Eine  Folge  hiervon  ist,  das«  die  singnlSren  Punkte  der  Curven     ^ 
Ti,  T^  end   O  Rückkehrpnnkte  werden.    Es  kömmt  nämlich: 

/d«DV    <PP<^t/_^/  d*n\*    d»n    d*n  >  fdli\* 
\d^)  ~a^rfy"='<WMy/  ~ d0^"d^^\J[^.) 

yf  d*n  \«     dm     d*tt  f/dR\* 
+  ' \d^dxj  "dy*' dx*dM J \dx ) 

_  .  d»JT     d*n      dm  d^n  dR  dR 

t  dydx* '  dxdif*      djc*  '  dy*  l  dx'djf  ' 
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♦    -  -  -  » 

Diese  Ansdrflcke  Terscbwinden  also  fiir  den  frmgliclieii  PünH, 

d.  h.  er  ist  ein  ROckkehrpunkt  der  CurTen  T  und  (7.    Was  die 

Tangenten  in  demselbeo  lietrift,  so  bat  man: 


dx'^dy 


(d^n  dii^  ^    dm  ««\    rfW 
dx^'  dy      dydx^'dx  Jdjsdy^ 

^i=— "3^'  ''^—/d^ndu      dm  dR\d^n 

d^  \«^**3jf      dxdff^  *  dy  JS^dj^ 


ifc=  — 


d^n 
dxd^ 

dm 


Wegen  der  für  den  Punkt  bestehenden  ^eichun^en  a)  ist  hier- 
nach Ar|=rA:^i^.      Die  Tangenten  der  beiden  Spitzen- und  des 
dreifachen  Punktes  lallen  nhthin  in  ^ine  einzige  zusanuneo. 

liegen  wir  den  Ausdrficken  l**'35t=*'»  ^d^^^    ^     ^didm 

=:c  bestimmte  Werthe  bei,  so  begrenzen  wir  dadurch  unter  des 
Linien  vierter  Ordnung  mit  demselben  Asymptoten -System  H 
eine  Gruppe  von  solchen,  deren  Grund-Curren  ähnficbe  and  Sha« 
lieh  liegende  Kegelscbnitte  «ind,  und  welche  sich/ wie  letztere 
auch  y  in  Punkten  schneiden,  die  auf  geraden  Linien  liegen.  Wir 
erhalten  eine  stetige  Reihe  von  Curven,  die  einer  der  erwihnteB 
Gruppen  angebort,  wenn  wir  dem  CoefBcienten  fi  einen  bestiauatet 
Wertn  beilegen  und  die  Grund  -  Curve  so  verschieben »  dass  sieh 
die  Richtung  ihrer  Azen  nicht  findert.  Und  die  Gruppe  Iftsst  sich 
dadurch  in  lauter  solche  Reihen  zerlegen,  dass  man  ^  intoer 
andere  Werthe  gibt,  SSrnrntlicbe  Rfickkehr- Punkte  aun  der  Cu- 
ven  einer,  der  angegebenen  Gruppen  liegen  auf  der  Linie  &=Ü, 
ihre  eigentlichen  Doppelpunkte  (Durchschnitte  reeller  Zweige) 
liegen  in  den  positiven  Räumen,  ihre  isolirten  Punkte  in  den  ne- 
ganven  Räumen  derselben  Curve.  Die  Linie  S  ist  von  der  vier- 
ten Ordnung;  ihre  Asymptoten  fallen  mit  denen  der  in  §,  1.  aaf- 
geflBbrtes  Linie  F  zusammen.  Umgekehrt  kann  auch  jedler  Pooht 
der  Linie  S  Rfickkehrpunkt  einer  Curv  werden,  die  ecbon,  wie 
angegeben  wurde,  theil weise  bestimmt  ist;  die  Lage  ihrer  (JruDd- 
Curve  ergibt  ^sich  aus  den  beiden  Gleichungen 

dn  ^       dR    ^  dn       '  dR    ^ 
und  ihre  Ausdehnung  aus  der  Gleichung 
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Die  Anzahl  iler  Doppelpunkte  einer  Ciirve  vierter  Ordnung 
kaihi  bis  auf  drei  steigen.  Weist  eine  Linie,  deren  Gleichung 
vom  \ierten  Grade  ist,  vier  singulare  Punkte  auf,  so  besteht  sie 
aus  dem  Coniplexe  zweier  Kegelschnitte.  Es  seien  x' ,  ff'  und 
**>  3^  die  Coordlnaten  zweier  Doppelpunkte  einer  Linie  vierter 

Ordnirog.    Bezeichnen  wir  das,  was  aus  i7,^-^^8.w.  wird,  wenn 

man  tn  diese  Ausdrucke  x=::x',  jf=i^  setzt,  mit  IT,  -j-,  u.  s.  w.,  so 
hat  man: 

girr  glTt 

3)  ^+2V  +  ea/  +  e=0,    3')  ^  +  2«y'+«r^  +  e=0. 


Da  dte  Anzahl  dieser  Gleichungen  der  Anzahl  der  in  \^R  vorkour 
nenden  Constanten  gleichkommt,  so  kOnnte  man  glauben,  es  sei 
gestattet,  nach  willkührlicher'  Annahme  von  Jl  irgend  zwei  Punkte 
von  vornherein  als  Doppelpunkte  zu  designiren.  Es  widerspre-. 
eben  sich  jedoch  im  Allgemeinen  jene  Gleichungen.  Ziehen  wirnäm» 
teil  die  holden  ersten  Gleicbuneeo  von  einancter  ab.  so  finden  wir: 


4)  TV  ^W+a  («'•  -a?^«)  +  b(ff^ — y"«)  +  c(a:'^  —x^f) 
'+  d{x'  ^x")  +  e{y'  -y )  =  0. 

« 

Und  an  die  Stelle  der  übrigen  können  wir  folgende  aus  ihnen  ab-  ■ 
geleitete  hinsetzen: 

# 

6)  26  (^-raT)  +  c(ar'-*") +^  -  ^  =0. 

Wenn  nun  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  von  a{x* — x")^ 
6(yj-y),  rf(a:'-^  and  e(y'— y*)  in  die  Gleichung  4)  subsUtuirt 
werden,  so  kommt: 
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R=n'^iP' 


dx''^dx 


"X"  f 


ALbo  nur  wenn  mau  die  zwei  Punkte  so  wählt,  dass  die  Werthe 
ihrer  Coordinaten  die  letzte  Gleichung  befriedigen,  f^ibt  esCmrea 
vierter  Ordnung,  die  in  beiden  zi^leich  Singulantäten  zeigen. 
Ihre  Anzahl  ist  unbegrenzt»  da  man  (und  dies  ist  eine  Folge  der 
den  Gleichungen  5)  —  7)  zukommenden  Form)  dber  eine  Coo- 
stante  von  fiic  beliebig  verfdgen  kann.  Nehmen  wir  einen  Punkt, 
z.  B.  den,  dessen « Coordinaten  x'  und  ^  sind,  von  vomherela 
willkührlich  an,  so  leuchtet  ein,  dass  jeder  Punkt  der  Curve,  die 
durch  die  Gleichung  /2=0  di^rgestellt  wird»  wenn  wir  uns  In -die- 
ser x"  und  y  als  laufende  Coordinaten  denken,  mit  dem  ersten 
zugleich.  Doppelpunkt  ein  und  derselben  Curve  vierter  Ordonng 
werden  kann.  Es  ist  auch  gestattet  einen  der  Punkte  zum  Rdck- 
'  kehrpunkte  zu  designiren.  Soll  z.  B.  in  (x',  yO  ^*>6  Curve  eioe 
Spitze  erhalten,  so  muss  sein: 

In  Folge  der  Gleichungen  5)  und  6)  ist  derAusdnusk  c**-4s6 
in  Bezug  auf  c  vom  ersten  Grade,  so  dass  also  die  d>en  voree- 
fiibrte  Gleichunff  einen  einzigen  Werth  för  c  liefert.  Die  Glei- 
chungen 5)  —  ^  und  eine  der  Gleichungen  1)  und  10  bestimmen 
hierauf  die  Curve  vollständig. 

Die  Asymptoten  der  Curve  12  laufen  den  Seiten  des  angenea- 
menen  Asymptoten  •  Vierecks  U  parallel.  / 
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AnlUlsuiiff  einer  pralLtiseheii  Anffralbe 
durch  die  Zahlenlebre. 

Von  iem 

Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe, 

GyraMiallelner  lo  Cai«el.  « 


Aufgabe.  Man  Tiat  drei  Gefässe,  ein  kleine«  von 
a,e\n  oiittleres  Von  k  und  ein  grosses  von  a-f6  Mass- 
einbeiteo  Inhalt.  Hierbei  sind  die  Zahlen  n  ond  6  ohne 
g«aieiDSchaftUcheu  Tbeiler  xu  denken;  denn  hfttten  sie 
einen  solchen  c,  so  kOnute  man  immer  p  Masseinheiten 
BQ  einer  einzigen  hr>hern  zusammenfassen.  Das  kleine 
und  das  mittlere Gefäss  sind  mit  einer  Flüssigkeit  ge« 
(ülU^  das  grosse  dagegen  ist  leer.  Man  soll  nun 
durch  alleinige  Benutzung  der  drei  genannten  Gefä^sse 
die  a-i-b  Masseiuheiten  Flüssigkeit  entweder  in  z*wei 
gleiche  Theite  theilen,  wenn  a^b  einegerade  Zahl  ist» 
oder  überhaupt  eine  belieb^ige  ganze  Zahl  Massein- 
keiten  von  der  Gesammtma^se    absondern. 

AuflGsung.  Gibt  man  (Tir  fortwährend  vorzunehmende  Um- 
giessungen  die   nachstehenden  Vorschriften: 

1.  So  oft  das  kleine  Gefass  gefüllt  und  das  mittlere  mAi 
leer  bty   glesse  man  den  Inhalt  des  kleinen  in  das  grosse; 

2.  Sa  oft  das  kleine  Geltlss  leer  i^t,  Rille  man  es,  wenn 
dieses  möglich  ist,  aus  dem  mittleren»  oder  giesse  wenigsten«, 
wenn  der  Inhalt  des  mittleren  zur  Füllung  nicht  hinreicht»  diesen 
Inhalt  des  mUtlereo  in  das  kleine; 

"3.  Ist  das  mittlere  Geföss.leer»  bo  fülle  man  es  aus  dem 
grossen  ; 

4.    Ist  das  mittlere  Geföss  ganz,    das  kleine  afaer  nn?  sum 
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Theil  gefdüt,    so  giesse^  man  aas  dem  mittleren  noch  so  viel  in 
«las  kleine,  dass  das  letztere  vollständig  geföllt,  sei: 

so  ist  leicht  einzusehen ,  dass  diese  Vorschriften  nicht  allein 
immer  aosflflirhar,  sondern  auch  Itlr  alle  denkharen  Fftlle  ausrei- 
chend sind.  Burch  jede  einzelne  Umeiessung,  wird  ein  neuer 
Zustand  der  GefSsse  herbeigeführt  Wir  betrachten  diese  Zu- 
stände jetzt  genauer. 

Das  grosse  GefiUs  ist  anfangs  leer;  sein  Inhalt  wird  sodann 
a  und  wQrde  in  der  Progression  2a,  Sa,  4a  u.  s^  w. Tortwährend 
zunehmen,  wenn  nicht  hisweilen  das  mittlere  Geßiss  aus  dem 
grossen  gefüllt  werden  müsste»  Die  lohaltsänderuneen  des  gros- 
sen Gefässes  bestehen  also    entweder   in    einem  Gewinn  von  s. 


folgt 

"schiedenen  Zustämic  des  grossen  Geftsses  ven  dem "brsprfing- 
liehen  an  dadurch  finden  kann,  dass  man  die  Zahlenreibe  0,  l, 
2,  ^,  4  u.  s.  w.  mit  a  multiplicirt  und  in  diesen  Producten  so  oft 
es  angeht  a*f6  weglässt,  oder- mit  andern  Worten  die  Reste  die- 
ser Producte  för  den  Modulus  a-iJt  nimmt.  Da  nun  die  Zahlen 
a  und  a+b  als  relative  Primzahlen  vorausgesetzt  sind;  so  liefern 
die  Producte  O.a,  l.a,  2.ii,  3.«  bis  zu  (llf6-*l).a  durch  a-\-b  ge- 
theilt  lauter  verschiedene  Reste,  und  es  kommen  somit  alle  ^h- 
Jen  von  0  an  bis  zu  #i  -f  6  *- 1  einschliesslich  als  Reste  vor.  Hier- 
durch ist  bewiesen,  dass  unsere  Aufgabe linter  allen  Umständen 
I5sbar  ist      Zugleich    folgt,    dass  wenn   das  grosse  Geföss    zum 

Sa4-^)ten   Maie  einen   der  verschiedenen  Zusüinde    erhatten   hat, 
ler  anlansliche  Zustand  seiner  Leerheit   und  damit    des  Gefüllt- 
Seins  der  beiden  andern  Gefösse  wiederhergestellt  ist 

.  Obgleich  nun  das  grosse  Geföss  im  Ganzen  nur  af  6  verschie* 
dene  Innaltszustände  hat;  so  'tst  doch  die  Zahl  der  Inhaltszustinde 
aller  drei  Gel>isse  grosser;  denn  auf  jetlen  Ztistand,  durch  wel- 
chen das*  grosse  GeHlss  seinen  Inhalt  geändert  hat,  folgt  ein  an- 
derer, welcher*  bloss  den  Inhalt  des  mittleren  und  kleinen  Gelb- 
ses  abändert,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  ersten  Zustandes  einer 
jeden  Periode,  wo  nämlich  das  grosse  Geftss  leer  ist.  £•  giht 
also  im  Ganzen  2{a+b)^l  Inhal tszustände  der  drei  CveRisse,  die 
sich  bei  fortgesetzten  Uiiigiessungen  periodisch  wiederholen. 

1 
Soll  das  grosse  Gelkss  gerade  q(a  +  6)  Masseiiihelten  erhal- 
ten ;  so  muss  sowohl  a  als  6  eine  ungerade  Zahl  sein.   Setzt  man 
daher  a  s:^ -f  1 ;  so  ist 

l(«+*).a  =^^(a^b)(^  +  l):i=:(a^b).n-i'^(u+b)\ 

und  da  dieser  Ausdruck  durch  a+^  dividirt  den  Rest    ^  (o  +  b) 

lässt,  so  folgt  mit  Berücksichflgung  deB  vorhin  Gesagten,  dass 
der  Zustand  der  Ualbirung  der^  Flüssigkeit  gerade  der  (a-f  6)te 
oder  mittelste  Zustand  der  Periode  Ist,   und  also  jedesmal  nadi 
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0^6—1  Umgiessmigen  eintritt  Da  Hberhanpt  jeder,  nette  Inhalts* 
sostand  des  grossen  GefiUses  mit  Ausnahme  des  ersten  eine  ge- 
rade Ordnungsxahr  in  der  Periode  trägt»  welche  mit  2x  bezeich- 
net werden  kann;  so  findet  man  den  Zustand »  in  welchem  sich 
m  Masseinheiten  in  dem  grossen  Geföss  befioden,  nach  AaflCsung 
Asr  Gleichung 

iw:  —  (a  +  b)y  =  m 

b  ganxen  Zahlen  durch  den  Werth  Von  2j?. 

Die  Zustände  einer  Periode  kann  mati  nun  aber  auch  in  gans 
entgegengesetzter  Folge  sich  aus  einander  entwickeln  lassen ,  so 
nämlich»  dass  der  letate  Zustand  mit  dem  zweiten,  der  vorletzte 
mit  dem  dritten  u.  s.  w.  tansehi  Dann  bekommt  der  Zustand» 
welcher  eben  noch  die  Ordnungszahl  "Ix  trug»  nun  die  Ordnungs- 
zahl 2(a'H0-|-i — 2x,  und  man  gelangt  zu  den  gesuchten  m  Mass- 
einbeiteo  im  grotoeD  Gefiisse  leichlec  auf  diesem  Wege»  wenn 
3(a46) — ^2x<£r»  oder  wenn  x>a*f6.  Die  Vorschriften  für  die 
einzelnen  Umgiessungen  lauten  aber»  wenn  man  diesen  Weg  zu 
▼erfo/geu  bealuiichtigt»  anders  als  frflher»  numlich  so: 

1.  So  oft  dail  kleine  GeAss  ganz  oder  theilweise  geHillt  ist» 
und  das  mittlere  nicht  auch  ganz»  giesse  man  den  Inhalt  des  klei- 
nen GeflUises  In  das  mittlere;  sollte  aber  in  dem  mittleren  nicht 
mehr  Raum  genug  vorhanden  sein,  um  den  Inhalt  des  kleinen 
ganz  aufzunehmen ,  so  fülle  man  wenigstens  das  mittlere  vollständig. 

2.  So  oft  das  mittlere  GeOss  vollständig  geOillt  ist»  giesse 
man  seinen  Inhalt  in  das  grosse. 

3.  bt  das  kleine  Gefass  leer»  so  falle  man  es  aus  dem 
grossen. 

Ans  dem  hier  Mitgetheilteo  wird  nun. auch  erhellen»  dass 
^  «nsere  Aufgabe  immer  auf  zwei ,  aber  auch  nur  auf  zwei  Weisen 
lösbar  sei»  indem  nur  die  oben  oder  die  eben  gegebenen  Vorschriften 
«Mssrmischt  angewandt  geeignet  sind»  den  Zustand  det*  drei 
Geftsse  auf  eine  Art  abzuSndern,  durch  welche  nicht  schon  da 
gewesene  Zustände  sofort  wieder  zurückkehren. 
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iscellen. 


In  der  Sitztiog  vom  6.  Juli  1848  der  matheinatiscb-natiirwU- 
senschaftltcben  Klasse  der  k.  k.  Akademie  der  WUseoscbafteo  »i 
Wien  überreichte  Herr  Professor  von  Ettingsbausen  der 
Klasse  eine 

Note  fib.er  eine  directe  und  streoge  Ableitung  ^er 

Taylor'scben  Formel, 

• 

welcbe  wir  der  weiteren  Bekanntvrerdung  sebr  werth  halten ,  uid 
daher  den  Lesern  des  Archivs ,  denen  -die  SitzungslTerichte  der 
k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien  nicht  zu  Gebote 
stehen  sollten ,  der  Wichtiekeit  des  Gegenstandes  föf  die  strenge 
Theorie  der  Diflferentialrednun^  wegen  im  Folgenden  roittheim 
wollen.  Herr  Professor  von  Ettingshausen  sagt  auf  S.  I0& 
des  dritten  Hefts  der  genannten  Sitzungsberichte: 

• 

Schon  vor  längerer  Zeit  (um  das  Jahr  1830)  als  ich  Aocb^« 
Lehramt  der  höheren  Mathematik  an  hiesiger  Üniversitfit  beklei- 
dete ,  suchte  ich  den  Vortrag  der  Differenzial-Recbnung  mit  der 
-Aulatelluttg  des  Taylor'scheu  Lehrsatzes  zu  eröffnen ,  un  so- 
gleich aus  ihm,  als  oberster  Quelle,  die  weiterbin  zur  Sprache 
zu  bringenden  Fiitwicklungen  d^  Functionen  auf  dem  kurzesteo 
Wege  zu  gewinnen.  Der  von  Lagrange  in  seiner  Theorie  da 
foncUons  eingeschlagene  Gang  konnte  mir  jedoch  ~nicht  genfleen; 
ich  wflnscbte  vielmehr  das  iiTtere  ebenso  naturgemässe  als  äare 
Verfahren  beizubehalten,  womach  der  in  Rede  stehende  Lehistts 
aus  der  Formel  gefolgert  wird,  welche  jedes  Glied  einer  Reibe 
durch  deren  Anfangsgned  und  die  Anfangsglieder  der  aus  ihr  est- 
springenden  Differenzreihen  angibt,  nur  rousste  durch  Nacbwei- 
sung  des  Restes,  den  man  vernachlfissigt,  wenn  man  düe  Tay- 
I ersehe  Entwicklung  bei  irgend  einem  GUede  abbricht,  dieser 
Deduction  die  vordem  an  ihr  ausser  Acht  gelassene  Schärfe  ver- 
liehen werden. 


S87 

Ich  ckirile  *  M '  nwWifeii  ZMörerh  eine  durch  htlhere  wissen 
■chafUiche  Studien  erworbene  Fertigkeit  im  streofferen  Denken, 
aber  kcAn  reichhaltiffes  inatheaialiscbes  Hilfsmateriiä,  nicht  mehr 
als  dße  ^ewdhnlichsteo  Elementar-Kenntnisse  der  Algebra,  kaum 
Ms  iiir  ffinomialformel  reichend ,  voraussetzen ;  daher  sah  ich  mich 
seodtbigty  vorher  das  Biidungsgesetz  der  numerischen  Coefficien- 
ton  in  der  Grundformel,  von  welcher  ich  auszugehen  hatte,  er- 
skJididi  zu  machen.  Da  ich  das  von  mir  bei  dieser  Lebrweise 
gew&hlte  Verfahren  nirgends  durch  den  Druck  veröffentlicht  habe, 
so  dflrfte  es  nicht  unpassend  erscheinen,  wenn  ich  dasselbe  jetzt 
neeb  4er  hochverehrten  Klasse  zur  Aufnahme  in  unsere  Sitzungs* 
heikkte  vofflqie. 

^  i 

Bezeichnet  .man  die  Glieder   irgend  einer  Reihet    oder  «weh 
■V  regelleeen  Grössenfolge  mit 

••o»  •*!>  •'2»  ^»  •  •  •  •fti*  .  .  •■  • 
und  die  Glieder  der  daraus  heworgehenden  Differenzreiben  mit 

Am6»  Avt»  4«S5  ikM^r  •  •  •  Am»  •  •  •  « 

u.   s.    w., 

wobei  jede  dieser  Reihen  aus  der  vorhergehenden  entsteht,  wenn 
man  daselbst  jedes  Glied  von  dem  näcnstfplff enden  absieht,  so 
lisst  sich  a«f  die  allbekannte  Weise  zeigen ,  dass  jedes  Glied  Uu 
der  Grundreibe  durch  Vq»  A«u»  A^o»  ^tc.  bis  A*«o  mittelst  einer 
Fomel  von  der  Gestalt 


«  • 


^  .  .  .    +  Ar^^Uo  +   .    .  .  ^  +  A*«o 

aiiigedrflckt  wird,  wobei  die  Coefficienten  A^  ij«,  ....  Ar»  •••• 
von  der  Beschaffenheit  der  Grundreihe  unabhängige  positive  ganze 
Zahlen  sind,  deren  stufenweise  Berechnung  mittelst  des  Pascar* 
fchoi  Zahlendrelecks  vottzpgen  werden  kann. 

Cm  die  Zusammensetzung  jedes  dieser  Coefficienton,  wie  An 
aus  den  einzig  und  allein  darauf  Einfluss  nehmenden  Elementen 
u  nnd  r  ausfindig  zu  machen,  bedenke  man,  dass  Air  eine  Reibe, 
hezflglich  wekher  die  Grffssen  ^ 

u^,  A«*o»  A*«*,.,  ....  bis  ^»•— *t«o 
simaitlich  =  0  wiren ,  fernfN* 

von  Null  verschiedfenl  bCebe ,  und  endlich 

A^**««».  A'»^*Mo,  .  .  •  •  his  A*««   ' 
Thell  XIV.  W 


SS8 

redudren  nirie^  woraus  man  sogleidi 


erhielte«. 

Sollen  cHe  6rd«ie«  ««,  A«««f  A"«o  ^c.  Me  A*"*^«  ^^**S^ 
den,  Bo  müssen  auch  «i,  ics»  w*»  etc.  bis  tir-i  Siittlitlk»  a*v 
sein.  Es  wird  also  fiir  Um  eine  Function  Ton  n  zu  wählen  sein, 
wetdbe  sich  auf  Null  tedndrt»  wenn  man  entweder 

fi:=0>  oder  n=l,  oder  ii=2  u.  s.  w.  oder  n=:r— l 

setzt 

Die  einfachste  dieser  Forderung  entsprechende  Form  ist 

u«x=n<n— 1)(»— 2)  ....  [ii-(*^l)]$     . 

es  lässt  sich  aber  laicht  zeigen»  dass  dieselbe  audi  den  weiteren 
Bedingungen,  nämlich  dass  A''<fA  von  0  verschieden  bleibe,  mHl 
^»•■HH^,  A''+*«o  etc.  gleich  Null  werden.  Genfige  leistet.  E§  er- 
gibt sich, 

=st       (ii+l)«(n-l) [ti-(r-9)l 

— n(n— l)(n-2)  ....  [«-(r— 1» 
=r.ii(n-l)(ii-2)  .  ,  .  .;  [«-(r^2)J; 

femer 

A^  =  A  «H-i -*  A<iif 

=      r.(n+l)n(n-l)  ....  (»«—^-3)1 
~r.n(n— l)(i>-a)  ....  [»H-<r-2)] 

auf  dieselbe  Weise  findet  man 

A»ii,=Kr-l)(r^2).it(it-l) [«-(r-i)], 

and  eodiicK 


A'^H»»=r(r-l)(r-2) 3.«.», 

I 

nrfthin 

A'««=r(ir— t)(r-t)  ....  ».2.1. 

« 

Da  dieser  Ausdruck  von  «  unabhängig  ist,  sq^  Ugt  daraus 


Mao  InU  sonach  aacb 

A'«fe=r(r— l)(r-2)  ....  3.2.1 
s  1.9.3 (r-l)r  ' 

ni 

^H^HCo=0,     A'+VjsO,     «.   8.   w. 

ffiemacii  gelangt  vatm  zp  dem  Er^^bni^ae 

'    ^  1.  2.  a.  .  .  .  •  .  r 

wMkm  Um  Bildiingsgeseta  ib  «blge«!  aU^eüelof n  AnatfradN  fiir 
Mm  ausspricht 


man  den  Werth  von  A,    um  %ec^  seife  Abhän« 
gigkdt  von  n  crsichtKcb  sn  machen,  durch  dasS|^hsl  yjf  wobei 

(aJ  eewie   (  j  sich  gleich  1  zeigt,  so  hat  man 

+(j|)A'i»o+ +A-««- 

Maa  setx«  nun 

(")  A^M-  +(r Jl)  ^'^'•^  + +  A"ii.=Ä.^ 

la  d«M  Bu  den  BesI  TorsteUt,  welchen  mm  wegliset,  wenn  mm 

km  Ausdruck  fllr  «•  •unmittelbar  von    dem  Gliede  f    J^^u^ah- 

Webt  Man  kann  in  Ai  statt  der  AnbMBglieder  der  muf  die 
He  folgenden  Ollerensreihen,  nftmlich  statt  der  Grössen 

die  Ciüsder  der  rtep  Differeniviäbe  Mlbst»  woFop  4it  ehfn  g^F 

aaaaten  abhängen,  iiimlich 

äaühren.  Ich  habe  diess  bereits  in  meinen  Im  Jahre  1827  er- 
aaUenenen  Voriesnngen  flbat  die  hdher»  Mbthemalik  (1-  Band 
8.  Sl.  n.  ft)  gethan ;  nachstehender  Vorgang  (tlhrt  jedoch  einfa- 
cbtr  sum  Ziele. 


«•   1 . 
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Setzt  man  n-f  1  m  M«  8MI«  ron  M,  «•  h^  nan 

Es  ist  aber,  wie  i^hfn  ^na  dem  Pa«c|il'«cheD  Dreiecke  erliel- 
let»  und  auch  au«  dem  Bildtrogsgesetze  von  (  j  leicht  ^dtgß- 
wiesen  werden  lutnn, 

daher  kann  man  aacfa  setseil: 

••  •  * ' 

+  [Cil)+(r;2)]^'+''-+-    • 

Bedenkt  man  nun»  daas  ^  ^ 

^rUo  +  äL^\hi.=^äLr^,    A'^S+A'^^A'+Hii.  u.a.w. 
ist,  so  erhält  man 


i    »      ' 


Ah^i=C!1  l)  A'«.  +  Q  A'«.  +  (;+,)  A'+»-.  + . 

\    / 
Die  Summe   der  Glieder  dieses  Ausdnickes,  vom  xweiteo  atfe- 
fiMigen«  ist  der  Ausdruck,    in  welchen  Ru  ibergehk,    wsmiot 
Reihe 

•l»  WSf  •%#  .  •  •  •  Sbfi 

an  die  Stelle  von 


U99  •*!#  •% 


y    •    •     •    • 


tiltt;    bezeichnen  wir  den   solcherweise  aus  Kn  *  eotspitagoJ^» 
Ausdruck  mit  i2Si,  so  haben  wir 

Es  ist,  wie  ans  der  Form  von  Rn  erbellet, 

r 

Rf^öJuof   also  ÄV=A''«i 


...  .  ^  r 


SU 

wA  «aaiit,  iwch  der  so  ,e|MD-Mir(^l»llt6n  Formel: 
IficraM'iMgt  '■■..'         •   .  ' 

nddib  weiter 
Ebenso  ergibt  sich 

*  •         •  * 

ud  aOgeaielD  '     \^  ) 


s      / 


*^Ct-i  \  ^'"' + C^S*)  ^>  +  • '  • + A^«^ 


Bttit  man  r-f  psn,  so  wi 

«•=(rz})  A'««  +  (rill)  A'«i'+  ("i;?)ä'«.+..+a'«-^ 

Es  lassen  sich  nun  leicht  swei.GrSnzen  angeben,   swischen 
weicbe  it.  ftUts    Es  sei 

das  Uetnste,  and  ' 

dass  grOsste  unter  den  Gliedern  des  Ansdmclces  Rn*  woliei  die 
Vergiädini^  in  algePf^ischen^  Sisne  anj^estelH  wird»  also  nega- 
fire  Grössen  Air  kleiner  gelten  afs  positive»  und  zwar  Ar  am  so 
kleiner»  je  grosser  ihre  numerischen  IVertbe  sind»  so  llagt  B^ 
olenbar  swisdien  den  Grinsen 


(-'«)("7i7')  ^'•. 


■od 
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(«-r+l)(*7£7*)^'*^ 


oder  auch :  Es  sei  ^^uk  die  Mebwle,  ^^Ug  die  ftrOMto  vster  dta 
GrOsseo  ii^Uo,  äk^u^,  A't%,  .  •  .  A'^Mii-rf  «o  fUlt  Rm  swbdM 
die  Grimen 


and 


LCil) + Cid + C^ + •  +  0  '^'» 


d.  h.wie  man  mittelst  oben  benOtster  Eigenschaft  der  GrOnen 
▼on  der  Form  f  j  l^ht  slel^jl,  SKWlMhen. 

Qa'»  «Hl  Q  A'«r 

LXast  sich  dem  in  der  GHSenepfolge  aio,  a%,  %»  •  «  •  •  herr* 
Mhendeb  Genetze  gemistt  ^^un  abl  eine  dmction  Ton  m  dsnlil 
len ,   welche  durch  F(n)  angedeutet  werde»   so  laaara  ifläch  olilge 
AnadradLe  ab  besondere  Werthe  der  Functionen 

und 

nir^ssA  und  x=g  betrachCen. 

Aendert  sich  ^(x),  während  %  vom  Werthe  A  zum  Wisrlbn 
g  stetig  fliiergeht»  gleichfalls  nach  dem  Gesetse  der  Stetigkeit, 
so  gibt  es  sicher  einen  swischen  Jt  und  g,  also  um  so  mehr  «wi- 
schen 0  und  M— r  liegenden  .Werth  f&r  x,  bezflglich  dessen 

oder  andi  '' 

gesetzt  werden  darf,  wobei  natfirlidi  der  Werth  von  x  im  sw^it^ 
Falle  von  jenem  im  ersten  verschieden  gedacht  wird. 


Die  AnwtfidMit  AMr  ReüiHil»  Mf  die  Herstetloiig  der 
Tavior'echeii  Formel  'samint  Ihrer  ErgAoamif  miterUegt  keiner 
Sdiwierigkeit  Hierüber  darf  icli  mich  hier  wohl  ganz  Icorx 
baaen. 

Setat  man  ^ 

«■=A«  +  »«)»  abo  n^sa/Ca?) 

wobei  f(»)  irgeM  doe  dniicbfehewiB  wnfsMmm  Fon^ttoD  der 
Veriadefikheii  «  TeveleHt,  nnd  iSaat  man  nm^h  aelo,  denkt  man 
äch  feiMr  A  nia  eine  beatiMote  Gfitoae  tmd  die  ganae  Zahl  n 

ina  Unendliche  wachaend,   folglich  10=:-    unendlich   Uei^    wer- 

dcnd,  ao  ergibt  alch  auf  die  bekannte  Weiae  unter  der  Voraua- 
aetinng  An  Stetigkeit  der  Function  f(x)  und  ihrer  OifferentiAl- 
quotlentea  In  der  Gegend  dea  ffir  x  gewäniten  Werthea: 


WWCf 


B=nm.  (»-r  + 1)  (  %  J 1  ')  A'  A«+«») 


•dar  aadi 


Ä=Hni.(")A'A*+»<') 


encbeint.     Diene  beiden  Aiwdrilcke  rodociren  sich,   wenn  aum 
dieSyalMle 


C7IT')  -  O 


doreh  die  Brflche,  welche  nie  voratellen,  ersetzt  und  erwXgt, 
dasa  tw  zwiachen  0  und  mo  oder  h  ßült,  mithin  unter  der  Geawt 
des  Productea  Bh  gedacht  werden  kann,  wobei  $  einen  zwiachen 
0  imd  1  liegenden  Factor  bedeutet,  auf 


tti 


und 


1   * .  ' 


1«:  »^^gy^.,_  '^£^^±m 


'  . 


t  ii 


t  . .. 


,  ^ 


t       » 


ff^bei  i9  in  der  ifreiten  Fom.  der  Erglmi&ig  J2  nicht  deneekee 
WerOi  bat,  frie  in  der  ersten.  Wie  mit  dieser  Dedocäon  die 
Entwicfcliiiiff  der  Grandbegriie^  der.  DÜerentinlroclMinngt^nnd'  itnr 
auf  die  licbtvoilsto  IVeise  gegeben  werden  Icann,  bedfurf  IceiBer 
ErSrtemng. 


.• » 


Friedrieb  Leopold  Stolibers  erxSblt  in  einem  an  deo 
Doinalneorath  S ch  ef  f  n er  in  KO n i  gab e f  g  gericbteten  Briefe (da^ 
Urt  B^ttn  den  5.  Decbr.  1780^,  der  in  den  Blättern  ftfr  literarisdM 
Unterbaltung  (1834.  Nr.  352.)  abgedruckt  Ist,  dass  Lagrangeso 
einem  sdner  Freunde  gesagt  lutbe:  ,,Je  n'ai  jamais  cojiaa 
d*atttres  jouissances  que  eellea  du  coenr.** 


t 


»  • 


*;. 


i  I 


V       / 
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BestiDinite  liSsuiiff  der  Aufgabe  übe] 

«le  'Vertbeilunir  eines  Drucks  auf 

mehr  als  drei  Stfitzpunlite. 

Von 

Herrn  Chr.  Wiener. 

Ldirer  ifor  UfathmiNitik  ao  der  hdhvren  Gewcrhscliale  lu  Dftrimtiidt 


Wenn  eine  Last Pvon  einer  Unterlage  mit  drei  ^tOtzpunk- 
teo  getragen  wird,  so  ist  der  Druck  auf  jeden  derselben  leicht 
m  bestimroen  ans  den  drei  Gleicbongen^  welche  ausdrücken, 
dass  P  die  Resultante  der  drei  Seitenkräfte  ist.  Sei  der  Angriflb- 
pQliktPderLast(Taf.VI.Fig.  1.)  der  Mittelpunkteines  Pelarcoordina- 
teosystems,  sei  XX*   die   Aze,  und  seien  die  StOtzpun^cte ,    auf 


gege- 
ben, so  sind  die  drei  Gleichungen,  welche  ausdrücken ,  dass  P 
die  Resultante  von  Px%  P%  und  P^  ist,  folgende: 

P=P4  +  P,  +  P„ 

0=5 Py üx sin cTi  ^  P%9%^\^^\ P% a, 8inc% , 

OsPxfliCOsai-l-Pair^coso^-l-PaayCOSaa; 

woraus  die  drei  unbekannten  GrSssen  P|,  P«  und  P^  bestimmt 
werden  koanen. 

Sind- aber  mehr  als  drei,  im  Allgemeinen  n  Stützpunkte 
gegeben,  so  reichen  die  drei  Shnllehen  Gleiehnngen: 

Pa=Pi+P,  +  ....  +  P«,  X 

0=:/\  a|  siuof| -f  Paffg8in«2-f.... -|-P«o«8ioafi,    |  A. 
Ü3aP|«|Co»«|+Pt«iOos«,  +  ...,  +  P«if«eoe-«,     J 

Theil  XIV.  23 


*    -M 


zur  Bestimmung  der  n  UnbekanDten  nicht  hin»  sondern  es  ktonen 
n — 3  derselben  willkührlich  angenommen  werden;  es  ist  die- 
ses einleuchtend ,  indem  man  z.  B.  eine  Anzahl  Stfitzponkte  ganz 
unbelastet  denken  kann,  da  ja  schon  drei  genfigen.  Die  Auf- 
gabe ist  dann  unbestimmt 

Denkt  man  sich  aber  die  Bedingungen  dieser  Aufgabe  phy- 
sisch ausgeföhrt  und  zwar,  wie  wir  es  auch  bei  der  Auflösung 
der  Einfacnbeit  halber  annehmen  wollen,  von  dem  belasteten 
Punkte  P  Arme  ausgehen,  welche,  in  einer  horizontalen  Ebene ^ 
liegend,  mit  ihren  Enden  aufstützen  ruhen;  so  scheint  es  pa- 
radox, dass  der  Druck  auf  jede  Stütze  nicht  ein  ganz  Bestimm- 
ter sein  soll.  Der  Grund,  u-anun  eine  Bestimmtheit  der  Auf- 
gabe sich  uns  sogleich  als  gewiss  aufdrängt,  liegt  aber  darin,  dass 
die  Arme  physische  Körper  sind^  welche  am  einen  Ende  be- 
lastet, sicK  biegen;  und  dieses  ist  es' auch,  worauf  die  folgende 
Lösung  gestützt  ist  —  Die  Belastung  des  VereiniguKspukles 
P  der  Arme  wird  nun  folgende  Wirkung  haben  :  Da  die  Aime 
den  Druck  der  Last  nicht  auf  die  Stützen  Ibrtpflanzen  kOnnen, 
ohne  eine  gleiche  elastische  Spannung  anzunehmen,  was  aber  nur 
durch  Biegung  möglich  ist,  so  wird  der  belastete  Punkt  P 
sich  senken,  von  seinem  neuen  Orte  werden  die  Arme,  alle  von 
einer  gemeinschaftlichen  Beriihrungsebcne  tangirt,  ausgehen  und 
sich  bis  zum  Horizonte  ihrer  Stützpunkte  erheben,  HidM  sie  anf 
diese^  den  Druck  üben ,  welcher  ihrer  Ablenkung  von  der  in  P 
gemeinschaftljcben  Berflhningsebene  und  ihrem  Biesungsmo- 
roente  entspricht  Aber  die  Stützen  selbst  sind  ebenfalls  physi- 
sche Körper,  welche  die  Fähigkeit,  den  auf  sie  geübten  Druck 
im  Gleichgewicht  zu  halten^  nur  dadurch  erlangen,  dass  sie  et- 
was zusaroengedrückt  werden  und  so  die  rückwirkende Elastici-; 
tat  gewinnen. 

Durch  diese  auf  die  wahre  Natur  der  Sache  gestützte  Be- 
trachtungsweise wird  eine  bestimmte  Auflösung  möglich.  HVh' 
wollen  qabel  nach  einander  die  drei  Fälle  betrachten:  1)  dass  die 
Zusamraendrückbarkeit  der  Stützen  sehr  klein  sei  gegen  die  Bieg- 
samkeit der  Arme,  wie  es  z.  B.  stattfinde^  wenn  erstere 
aus  Eisen,  letztere  aus  Fischbein  bestehen  und  die  Last  P  klem 
ist;  dann  bleibt  der  Horizont  der  Stützen  ungeändert;  2)  dass  ^ 
Biegsamkeit  der  Arme  sehr  klein  sei  gegen  die  Zus$immen* 
drückbarkeit  der  Stützen,  wie  es  z.  B.  stattfindet,  wenn 
erstere  starke  Eisenarme,  letztere  aber  schraubtnlurmig  gewun- 
den aufrecht  stehende  Stahlfedern  sind;  dann  bilden  die  Arme 
eine  etwas  gesenkte  and  Im  Alleetueinen  geneigte  Ebene;  3)  dass 
endlich  beide  Momente  zugleich  berücksichtigt  werden  müssen, 
wobei  dann  die  hohle  Fläche  der  Arme  auf  Stützpunkten  von  ver- 
schiedener Höbe  lagert. 

Erster  Fall.  Die  Stützpunkte  liegen  in  Einem  He- 
rizonte,  die  Arme  sind  von  diesen  abwärts  gehende 
nach  oben  hohle  physische  Linien,  welche  im  gesenkten 
Punkte  P  eine  gemeinschaftliche  Beruh rungsebene  Jiaben.  Wir 
wollen  dt|rch  die  drei  Gleichungen  A,  unter  B^rüeksichti|rasg  der 
Gesetze  der  Elasticität  die  dreiElemente  bestimmen^  di|rch  weicke 
die  genannte  Berflhmngsebene  festgelegt  fiird,  und  dann  den 
Druck  auf  jeden  StMzfunkt  aw  seiner  AUeokupg  von  dieser 
Ebene  ableiten. 


^• 


m 

r  ^  .^*-i®  BipfOhnuigp^bene  den  HorUont  der  SWfepuokte 
ii  OO^  Cfaf.  VI.  Flg.^.)  unt^r  dem  Wiqk^  tp,  bilde  di^  Linie 
OV  oder  ihre  Parallele  oo'  durch  den  Ursprung  mit  der  Axe  AJCMen 
Winkel  5,iii|d  mti  der  SMifareeHte  Abstand  dieeer  Schnittliole  OO" 
▼om  Ur^praejp;  oder  PJnz^r,  so  hat  sich  der  Punkt  P  gesenkt 
■m  rtg^>  Ferner  liegt  der  Stützpunkt  jP|  Ober  der  Tanginings- 
ebeoe  um  bi^iPM+PtAOigip,  «der  tU  PiA  «enkfecbt  mf 
oo*  obd  s=:0|  sin(a|  —  j3)  ist»  um 

Ai=[r  +  a,  sin(«^— i})]tgi^. 

Wir  müssen  nun  die  Arme  altl  B^kep  be^i^bten,  «reiche  an 
ihrem  einen  Ende  P  dngemauert  sind  and  deren  anderes  durch 
die  senkrecht  aufwSrts  wirkende  Kraft  P|  uro  6^^  gehoben  wird. 
Habenalle'Arroe  gleiche  prismatische  Gestallt  und  gleiches  Bie- 
gnngsmoroent,  una  verroOge  die  Krafteinheit  bei  einero  solchen 
Arme  von  der  Länge  =1  das  Ende,  an  welchem  sie  wirkt,  um 
6  Ton  der  Tangente  am  andern  eingemauerten  Ende  iibzulenken, 
so  wird  die  Kraft  P| ,  welche  bei  dem  Balken  von  der  Länge 
tfi  das  Ende  um  6i  zu  beben  vermag,  nach  d^n  Gesetzen  der 
Elastidtät  sein: 

«>       ^9  r  ^    I  ein«!  cos/3     cosn^  sln/T"! 

und  analog  für  die  fibrigen  DwickkTifte  u 

#1     Jgyr  ^    ,  «i"««  CQ^P       cosc^sin^"! 

'^^=irLi?^ — ä? s? — J 

O.  S.    W.  ' 

Führt  man  diese  Werthe  in  die  obigen  drei  Gleichungen  A. 
ein  and  bildet  Klammern,  so  erhält  man: 

(sincr.  .  sin«,.      \  .         Vsin*«,    .  sin««,  .     \ 

23' 


oder 
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und  wenn  wir  faleri»^  ddr  IJebersicbt  halber  setzen  { 

^     sinui    .  einog  .         sin  an 
fli*     '^    a^*   ^      '    Oll* 

.      cosoi      cogoa,       ,  cosa«  ^ 

Ol*      ■       «>*    '         ■*     flu* 

sip*gt       8in^i%  Bin^g« 

^ C0S*Ot     .  C08*»«    .  -   COS*«« 

U*— k  ^ £.  ^  ,^^  .| ; 

Ol  a^  Oa 


Sin  cTftOOs  a« 

•*  % 


'    sinaicosüfi       smccsCosoA  

Ol  '  a«  '  '  CTn 

so  bekommen  wir  sie  unter  der  Form: 

P  =z  ^  \rs  + 1  oosjS  -  f  sin/J| , 

0=r<-f  iico^^— usinjJ, 
0=rf  +  V  cosjJ — tf'sinj?; 

woraos  der  Reihe  nach  die  Werthe  abgeMtet  werden: 

esinjS  —  tfCosß 
'=—       «^ ^, 


A.       r«4  <cosi3— <'sin/J' 

FOhrt  man  diese  Werthe  in  die  obigen  Formeln  för  P^,  P«  ^  '•  ^' 
ein»  80  bekommt  man  die  Grösse  des  Drucks  auf  jeden  StStipoiikt 

Die  gefundenen  Aiffidriicke  zeigen»  dass  ß,  r,  ^^    usd   abo 

auch  die  Grössen  P^«  P,  u.  s.  w.  ganz  unabhängig  von  der 
Grösse  b  der  Bieg^samkeit  sind,  dass  also  die  Vertheihmg 
des  Drucks  auf  die  Stfitzpunkte  dieselbe  bleibt,  wenn  auch  die 


U9 

Elastidtfit'  der  Arme  noch  so  klein  wird  ]  no«  darf  sie  n  i  ch  t  g  I  e  i  ch 

NaII  werden»  indem  sonst  auch  tgo=0  wird»   und  der  Werth 

tgo      0 

^.  — A   den  Werth   von  Pi,  P^  u.  s.  w.  unbestimmt  macht. 

Von  dieser  Einschränkung  werden  wir  uns  noch   bei  dem  zweiten 
Falle  Bäher  überzeugen« 

Wenden  wir  diese  Formeln  auf  ein  einfaches  Beispiel  Jin> 
sei  nämlich  Pzszl » 

t 
I 

«1=5,   0^—2,      a,=l,        ««=4; 
«j=Oo,  «4=90»,  «^=180«,  ft«=?70»; 


M  wird 


«=  1,149,  <=0,187,  <==— 0,96, 
«=0,75,  M'=l,2,    vssOi 


4$her 


«8'»  =  TfS''"'"*=^^' 


WWWwKW 


r=— U93,äS^=-«2,5tl* 


Der  a«iative  W^th  von  r  nad  tg^  drOokt  ans»  da««  die 
OoMlischnittsrmie  0O'(l>(Ta£VLFiff;3.)  dieAxeauf  der  negativen 
fleUevMi Ursprung  tnnt.  —    Mit  Hiilfe  dieser  Werthe  erhUt  man: 

# 

Piss^^y.  (-l,l9a-6«ii/J)=ftl20 
|>^_Z:^Ü(_  1,193 +2co8/J)=0,187 

p,_r:^C-.i,i93  +  i8inp)«o,sg9 

P4==^*(-.l,193-4co«/J)  =  0.094 
awl  P,  +  i*.  +  P»  +/>«  =1,000=  P. 

mn  Beweise  der  richtigen  Rechnung. 

Eakann  vorkommen,  dassderDrackaarefaiselnePnnirte  negati  t 
wird,  wie  in  folgendem  Beispiele.    Sei  (Tat  VI.  Flg.  4.)  P=l, 
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e=^0,  weil  wie  vorhin  dano  -^ — ^h'  ^^^  hierdiirch  die  Druck- 
kräfte aobeetiroiut  würden.  ~  Wollte  man  io  beiden  Fällen  die 
erhaltenen  GrO^aen  auch  (Qf  die  Grenz  wer  the  6^0  und  e:ssO 

feiten  lassen ,  so  niusaten  beide  gleich  sein.  Denn  im  erbten 
'alle  war  von  vornherein  f =0  angenommen  und  6=0  ein  Greoi- 
werth  ;  im  zweiten  Falle  aber  war  6  =0  die  ursprQneliebe  ABoaline 
und  6=0  der  Gr^nzwerth;  da  also  jedesmal  6=0  und  e=0  Ist, 
so  roüssten  auch  die  bestimmten  Gfrössen  der  Druckkräfte  fiber- 
einstimmea;  dieses  aber  findet  nicht  statt,  und.  es  mflsa^o  dab#r» 
wenn  die  Tragarme  und  deren  Stützen  beide  ganz  unelastisch  sind» 
die  DruckkräAe  wirklich  unbestimmt  sein. 

Betrachten  wir  als  Beispiel  dieselbe  A«%abe  wie  vodüo, 
nehmen  also  P=zl,  • 

a,=ö,    1^=2,    08  =  1*      m=^; 
ai=:Oo,  «a=:W',  i^=sl80«,.a4=270O; 


so  wird 


und  daraus 


<=— 2,  f =4,  fi=20,  u^äSö,  r=.0; 


80 
tgß  =  ^y  also  /JssSÖ^Sy, 


femer 


r=5,4öO,*-^=:0,057B, 

und  endlich 

P^s=0,072,  P,=0^,  JP,=aM2,  P4=0,IW. 
deren  Summe 

=  1.000=  P 

ist 

Es  ftlltalso  hier  dieLinie  OO'  (2)  (Tat  VI.  Pig.  3.)  auf  dieponÖTe 
Seite  der  Axe^  und  die  d^  'Last  nahe  StOtäe  P^  wif4  w^Anr 
belastet,  als  im  ersten  ^Falle ^  weil  der  Elinfluss  der  Nähe  auf  3ie 
Grosse  des  Dmeks  geringer  geworden  ist  ' 

Auch  hier  ist  der  Fall  möglich,  das^  einzelne  DrttcMdfte 
negativ  werden.    Sei  z.  B.  (Taf.  VI.  lilg.  5«)    P=l, 

a,=:10,  fi,=5,  «»==1,        «4=^8;  ' 

>j=P».  «,=i36«52'll».6,'ai^I8Ö0,  «»4~-<i,; 

SO  erhält  man 


«=i  idOfiroO"^  12— IsinO*>— 12 =0; 
9IkI  darau« 

I  • 

tg/J===^=ab  ,  also  ^=:90», 
r- lOmOo-^lMDO» =— g~=7,444,  -^-0,0877. 

I  •  ■  * 

I  I  ^  .  - 

Hherdorch  wird 

Pi=*— 0,173,  Pj|=0^l.  P,=0,571,  P4=0,30l, 
nuamoMD 

=1,173— ai7*=i,oöo=A  ; 

lo  diesem  Falk  «dineidet»  wie  ia  dem  ersten  Falle»  die  Ebene 
der  Arme  swiecBeo  dem  Angriffspuolcte^  der  Last  und  einem  Stütz- 
ponlcte  Pi  in  den  arsprSnglichen  Horizont  der  Stützpunlcte  ein 
irad  seht  bei  P^  Aber  dem  Stützpunkte  weg.  Bei  einer  festen 
Yerbrndung  Ton  beiden  wird  die  8tfitzen|it  einer  K)ra(t  Pi  =5 — 0»173 
aosgedefaot,  bei  einem  losen  Auflagern  dagesen  moss.eine  neue 
Berechnung  mit  Ausscheidung  des  Stfltzpunktes  P,  vorgenom- 
men werdlen,    welche  uns  hier  auf  den  einfachen  Fall  von  drei 

13  1 

Stitspnnkten  bringt,  und  die  Resultate  P^==g«  P^ss  2«   '^k^g 

Defert 

Dritter  FalL  Es  sei  die  Elastieit&t  der  Arme  und 
die  der  Stfltzen  zugleich  zu  berücksichtigen;  dann  la- 
gern die'Enden  der  g<^krQmmten  Ar^ie  ai|f  den  etwas 
liedergedrQckteo  Stützpunkten.  Sei  auch  hier  wieder  die 
Lage  der  in  dem  Punkte  P  an  die  Arme  tan^irenden  Ebene  durch 
die  drei  GrOssen  ß,  t  und  ip  ie^elegt,  seien  die  .Abstände  der 
AmieDden  von  jener  Ebene- 6|,Asi  n-  s.  ^  und  ihre  Abstände  von 
dem  orsprfinglicben  Horizonte  der  Stützpunkte  oder  die  Senkung 
der  letaferen  0%,.^  o.  s.  w«,  so  ist, 

ferner  M  wie  eben 

6|  =  Pi«ft.ai'  und  ei=Pie, 


\ 
/ 


daher 


oder 


*» 


'*i(*ai»+«)=»89[»+«i«'««(«i  ^^ß)]' 


'*«  =  K^f'+'^*'-<--«J- 
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Terfabren  wir  mit  diMeB  und  ätn  aiittlog«ii  AuBdfttckc«  fflr  P^ 
n.  8.  w.  ebenso  wie  früher^  so  bcIcpninieQ  wir  die  drei  Gleichon- 
gen  A.  unter  der  Form: 

und  wenn  wir  darin 


at%intt|C08«|    ,  i4%in«ft00S%  ,        gij%tin«^co»»i 

setzen»  so  bekommen  wir  sie  fast  unter  der  fMbttn  Fom: 

Ps=  tg  9  {r«+ fcos/^— l'din/^ » 
0=:H-ftfCOs/}— 9sin/?, 

Hieraus  folgt 


P 

^^^^  ri4'tcoaß--t^nß  ^ 

and  mit  Hülfe  dieser  btIcaoDten  Werthe  kinnen  nuo  die  Druck- 
krifte  bereclmet  werden*  — *  Mad  steht  aus  den  erhaltenen  For- 
meln, dass  in  diesem  dritten  Falle  die  Werthe  von  ß,  r^  w  und 
mithin  auch  von  Pg,  P«  u«  s.  w.  nicht  unabhängig  sind  von 
der  Grosse  der  Biegsamkeit  der  Arme  6  und  der  Zusam^ 
mendrflckbarkeit  ifit  Stützen  e,  weil  hier  6  und  e  nicht  als  allge- 
meine Fsctnren  verseh winden«  Es  genflgt  iedooh,  wenn  das  Ver- 
hlttttl^e  zwischen  6^«nd  e  gegeben  ist,  weil  beide  unter  gl^M^ 
IHiteosen  im  ,Nemier  vortcommen.  -^  Ferner  gehen  di9  letzten 
Formele  in  die  von  1)  oder  2)  filier^  wenn  man  €=od  oder  6s=0 
setet,  so  dass  die  lettte  Auflösung  die  aligemeine  iHt  und  jene  als 
besondere  Fille  In  sieh  "^        '  ' 


Betrachten  wir  auch  hier  das  obige  Beispiel,  setzen  also 

<ii=5.  aas2,     aa=l,        a«=4; 
oi  =0,  «^=f  90O.  «a  =  180»,  «^=270»; 

oul  aehoMO  feriMr 

6=0.01,  «=:(U> 
•0  wfrd 
13=16^739,  «=5,707,  «'«-5,386,  tr=A830,   k':*27,6W,  »=0; 

1 

tg/J=s  1,498  «Dd  |J=8fl»l7',  r=s -4,264,  tg9»=:-0,0I87 . 

und  9>35—t»'56', 

and  endlich 

P,  =0,096,  P.  =0,275,  P,=0,490,  Pt=0.l37, 

deran  Souune  1,000=  P  ist. 

Dtase  Wtttb«  faHea  sirisobca  di»  «4»  1)  and  2),  wie  aiwb 

e  es' 

das  Verhältniss  r  =  10  zwischen  das  1=^0  und  r=co  ftllt.    Die 

bigende  TabeUe*  sowie  auch  theilweise  Tat.  VI.  Tig.  3.  gibt  eine 
Heber^bt  der  in  den  drei  Fällen  erhaltenen  Resultate»  wenn 
mtiß,  um  9  SU  finden»  auch  in  i}»  6=0,01  und  in  2),  e^04 


3M 


? 
1 


i) 


0.t2 


0,19 


0,09 


3) 
— 4,«4 


5e»17' 
— Ö4' 


IpcT 


^i» 


0.49 


^* 


2) 


5,450 


60«59' 


SO' 


Ö^Öf 


p     ■      ■  t 


Auf  ganas  Ahnlielie  Weise  kann  man  de»  Draek  auf  jedes 
SMItponä  bestinraieii,  weon  die.  Last  aof  eine?  Ebene  slalt  auf 
Armen  Katt  und  diese  Ebene  seilet  entweder  wrieder  aaf  etnaelnee 
Stötzien  oder  auf  einem  KGrper,  deeeen  obere  Fliehe  ebem  ist; 
aoflagert;  docb  nrifeate  filr  diesen  Fall  vorher  die  Biepmgsgesialt 
einer  elastischen  Ebene,  auf  welche  mehrere  Killte  wirken«  nnler«> 
sucht  werden« 


Ich  will  noch  kurz  die  Ansichten  erwähnen •  welche  ich 
fiber  diese  Aufgabe  aufBoden  konnte.  Unger  In  seinen  rtOebe»* 
gen  aus  der  Statik  und  Mechanik j  Berlin  1831 '*   sagt  bei  Gele- 

ßmheit   der  ganz    Shidichen  Aufgabe   über   die  Vertheilong  das 
rucks  auf  drei  Punkte,  welche  in  eine  gerade  Linie  fallen,  dass 
man,  um  die  fehlende  Gleichung  der  unbestimmten  Aufgabe  zu 

ßewinnen,  verschiedene  Hypothesen  angenommen  habe,  ^ta- 
ch  dass  die  Linie  efastlscn  sei,  oder  dass  die  Vertheilong  das 
Drucks  eine  möglichst  gleich  Hirraiffe  sein  mfisse.  Cr  eile  in  sei- 
nem „Journale  filr  Mathematik,  I.  band,  Berlin  1826,  Seite  199,** 
bestimmt  bei  derselben  Aufgabe  die  Grenzen  f5r  jede  |ler  drei 
Druckkräfte  unter  der  Voraussetzung,  dass   sie  au  keinem  Stfitz- 

Imnkte  negativ  sein  dflrfe.  Jedoch  spricht  er  in  dieser  Abband* 
ung  die  Ansicht  aus,  dass  die  Unbestimmtheit  nur  deaswegea 
paradox  erscheine,  weil  die  unnatürliche  Annahäie  einer  an- 
oiegsamen  Linie  gemacht  worden ,  dass  aber  mit  ^erücfcsicbtiguag 
der  Biegsamkeit  die  DruckkrSfle  voltkommen  bestimmt  wiren 
(nach  Eytelweins  Statik  fester  Korper  $.  341-349  und  Anhang 
f.  123  —  129.).  Endlich  gibt  er  noch' den  Weg  an,  auf  welchem 
bei  unserer  Aufgabe  die  Grenaen  Dir  jede  iMieklauft  bestimmt 
werden  können.        , 

Ueber  unsere  Apfsabe  selbst  konnte  ich  nur  Eine  Abhandhmg 
finden >  nSroHch  von  buler  „de  pressione  ponderis  In  planoi^ 
cui  incumbit**  .tn  den  „Novi  Commentarfi  Academiae  seientttrom 
imperialis  Petropolitanae  pro  anno*  1773^'.  Der  Verfasser  sagt 
darin,  dass  wenn  die  eliene  Platte,  auf  welcher  die  Last  Beat, 
auf  mehr  als  drei  Stützpunkten  ruhi  die  Bestimmung  der  Droä- 
krSfte  auf  die  einzelnen  Punkte  ungewiss  scheine,  denn  es  wer- 
den doch  nur  die  drei  hCchsten  sein ,  weil  kaum  eine  vollkommene 
Gleichheit  der  Fflsse  angenommen  werden  dürfe.    Nehme  man. 
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um  df69€^  SclrMer^eh  «o  omgefceD«  an,  dasir'Ae* untere  PUdie 
jtner  Platte  tilcht  vollkoinitieo  htirt»  sondem  )^leitltoaiii  flüt  eiaem 
weichen  Ueberzuge  bedeckt  sei,  so  würden  die  Ffisee  !n  diesen 
mdringenk  vnd  «war,  wie  man  mit  Sicberbeit  Toräussttzen.  tonne, 
in  Verbiltoiss  z^  dmn  Dnicke  anf  diesen  2$taUpnnkt.  Damit  je« 
docb  NiemAd  einen  Anstand  an  jenem  Ueberauge  nehme,  sei  es 
ja  erlaubt,  die  deomelben  a«gescbnebene  Naohgießgkeit  beliebia  an 
Terkleinem,  so  dass  er  aoletat  die  BescbaffenAeitder  harten  Platte 
selbst  annehme. 

Euler  also  findet  die  Unbestimmtheit  in  der  Unvolikommen- 
beit  der  physischen  AusAhrung,  und  nachdem  er  die  Annahme 
des  weichen  Ueberzugs  gemacht,  sucht  er  dadurch,  dass  er  die 
Nachgiebigkeit  immer  kleiner  werden  und  zuletzt  verschwinden 
Usst,  wieder  auf  die  rein  mathematische  Anschauung  zurück- 
zukommen;  während  umgekehrt  die  Unbestimmtheit  nur  bei  rein 
mathematischer  Anschauung  besteht,  bei  physikalischer  aber  Ter« 
schwindet.  —  Dass  bei  rein  mathematischer  Anschauung  wirk- 
lich unendlich  viele  Losungen  möglich  sind,  davon  kann  man 
sich  feicbt  durch  folgende  Betrachtung  überzeugen:  Ist  die  be- 
lastete Platte  an  den  Stutzpunkten  nicht  auf  FQsse  gelegt,  son* 
dem  an  Schnüren  aufgehängt,  welche  Qber  Rollen  genen  und  auf 
der  andern  Seite  gewichtslose  Schalen  tragen,  in  denen  die  Cre- 
Wichte  so  vertheilt  sind,  dass  sie  der  L^t  das  Gleichgewicht 
kalten,  so  kann  man  die  Vertheilung  in  den  Schalen  auf  unend- 
lich viele  Arten-  vornehmen ,  wenn  n*ir  Jenen  drei  Gleichungen  A. 
Genflge  geleistet  wird.  Hier  werden  die  Druckkräfte  auf  die  ein- 
zelnen Punkte  nicht  durch  die  Elasticität  der  Stötzen,  sondern 
dorcb  Gewichte  au^ehoben ,  welche  bei  kleinen  Verrückungen 
ihre  Grosse  nicht  lindern ;  es  sind  also .  nur  die  Bedingungen  aer 
mathematischen  Aufgabe  erfällt  und  es  tritt  die  Unbestimmtheit 
der  rein  mathematischen  Lösung  ein.  —  Eulers  HOlfsbetrach* 
timg  mit  dem  weichen  Ueberzuge  stimmt  dem  Wesen  nach  ganz 
mit  unserer  zweiten  Annahme  überein;  aber  Euler  nimmt  noch  an, 
dass  die  durch  s)e  erhaltenen  ResuHate  auch  für  vollkommen  harte 
Plitten  gelten,  was -jedoch,  wie  wir  oben  gezeigt  haben,  unzoläs- 
sig  ist,  da,  wenn  man  sich  auf  einem  andern  Wege  dieser 
Grenze  nähert  und  ^ie  nahe  an  der  Grenze  erhaltenen  Werl.fe 
ameh  filr  die  €kenze  selbst  gelten  liesse,  verschiedene  bestimmte 
Rgwhale  fiir  denseUiea  Fall  richtig  wären.  — 

Die  Aufgabe  Ist  daher  voltkommeh  unbestimmt,,  wenn  man 
«ie  nnr  aus  dem  mathematischen  Gesichtspunkt  betrachtet,  und 
wird  nur  dadurch  bestimmt,  dass  man  die  der  Natur  gemfinse 
Biegsamkeit  und  Elasticität  zu  Hülfe  nimmt 


Durch  dieselbe  Hülfe  können  noch  andere,  sonst  unbestimmte 
Aufgaben  gelöst  werden,  wovon  wir  zwei  Beispiele  anführen 
wollen : 

Ertfe  Aufgabe.  Ein  Balken  ist  an  beiden  Enden  A^ 
und  J,  (Taf.VI.Fig.6.)  befestigt,  im  Punkte  A  wirktauf 
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er  Ztfft  Pi  «a4  dtr  Prnck  A  ai>  jed^m  E»apmikt#  ^ 

IIBli  J«? 

Werde  di^h  die  KraH  P  der  Punkt  B  nach  C«ni  BCesei 
henintergedffiekt,  so  wird  das  StGek  Ai  ßwsui  des  Btlkensum 
ei  aq^g^ehnt,  otid  das  Stflck  A^Bcaa^  um  ^  Bosammenge- 
drüekt.  Weon  nan  die  Kraft^nheit  eines  Batkes  von  der  LSnft 
1  im  t  ausdehnt  oderEosamniendrüekt»  so  nnss 


f**^ Sr^  ""^ '**'^ik '*'''' 


lind  d» 


ist»  auQh 


Dieser  W^rtb«  in  die  obigen  AusdrOcIce  eingesetzt,  gibt 

<h  + ««  "        «IT«» 

oder  'die  Kraft  vertheilt  sich  ebenso  auf  die  befden  Eodpaiil[te> 
als  vi-enn  ihre  Richtung  nicht  in  die  Richtung  des  Balkens  fide. 

Zweite  Aufgabe.  Eine  Last /^  (Taf.  VI,  Fig.  7.)  wird 
durch  eine  senkrechte  8t(it^e  und  9wei  schiefe  Strebes» 
welche  auf  Einer  geraden  Linie  fussen,  getra/^tB; 
welches  ist  der  Druck  in  der  Richtung  jedes  Balkfast 

Sei  AB^r:a  die  Lfinge  der  senkrechten  Stütze  und  AD 
=  AD'::=d  die  der  schiefen  Streben,  werde  der  Punkt  A  tmek€ 
um  ACs^ti  bffrabgedriicbt»  so  nehmen"  die  Streben  die  t*&Dge 
i^Can,  werden  also,  wenn  C£  senkrecht  auf  40  um  AE^tt 
irerkOfst  I>a  aber  AHiAC^ABiAJ),  oder  €%:ei;^a;d,  so 
finden  wir 

6]  a 

S«i  nqs  der  Druck  in  der  Richtuiig  4er  $((itse;=tP|«  in  der  jeder 
Strebe  ^/\b  ^^  ^^ 


vnd  da 

M  ist  ancli 

gl   .««'iq*     ei(cP'4-2a^ 
ea^    ed»  ~      eatP        — ^• 

woraus 

__    AmI» 

Sei  z.  B. 
•0  inrd 


Ableltnniir  der  Sätze  Aber  i^applemen- 

torsehnen  und  etmjugirte  ünrchmes- 

ser  der  KlUpse  aus  einer  einfachen 

ffeometrtachen  Betraditnnir« 

Von 

Herrn  Chr.  Wiener, 

Lehrer  der  Mathematik  an   der  hohem  Gewerbechnle  in  Darmeftadt 


Diese  Sätze,  deren  Entwickelune  auf  analytUtchem  Wege 
einige  Weitläufigkeit  verursacht,  sind  sehr  leicht  zu  beweisen, 
wenn  man  die  Ellipse  als  diejenige  Kurve  betrachtet,  ivekhe 
durch  Projection  eines  Kreises  auf  eine  Ebene  entsteht.  Alle 
Sätze  nebst  Beweis  lassen  sich  dann  mit  einem  einzigen  Gedan- 
ken tiberseben. 

Der  Mittelpunkt  O  des  Kreises  ÄRA'  (Tat.  VI.  Fig.  8.)  Hege 
in   der  Projectionsebene    ABA',    und   er  selbst  bilde  mit  dieser  " 
Ebene  den  Winkel  ROB=a,  die  Durchschnittsl'mie  A4'  mI  ^e 
Axe  JIT,    die   im   Mittelpunkte   errichteten   Senkrechten    OB' 
OB   die  Axen   F.     Die  Coordinaten   des   laufenden    Punktes 
des  Kreises  in  seiner  Ebene  seien  OP=iX  und  PM'=iY,  und 
seiner  Projection    MiOP^^x   und    PM=:g;    so  ist  x^^X  um 
y=ycosa.    Die;  Gleichung  des  Kreises  ist 

wenn   a=zOA   sein  Halbmesser,    und  daraus  folgt  Air  die  Pro» 
jection 


•  -  * 

•der  endlidi«  wenn  wir  die  Ordinate  der  Ellipse  Inr.  Umprung 
ecos«==6  eejüen  wollen; 

Die  l^ection  ist  also  eine  Ellipse,  wett  diese  Glefdiniig  mit 
derieiägen  Qliereiiistlnimt ,  weiche  aas  dem  eewdhnliüli  als  charac* 
teAtocfce  Eigenschaft  angenemmenen  Verbalten  bu  ihren  Bnenn« 
poMen^  herg^eitet'  wird. 

Wir  wollen   mm  aus  dieser  Betrachtung  die  folgenden  S&tze 
herleiten: 


1.)   Der  Werth  der  Subtangente  ist — --7—  »  alseuBr' 
ahhingig  ron  6. 

Liegt  der  Kreb  (Taf.  VI.  Fig.  9.)  vorerst  in  der  P^jections^ , 
ebene,  so  ist«  wenn  X,  und   P  die  Coordinaten  des  Berährangs- 
ponktes  ilT  der  Tangente  und  PT  die  Subtangente» 

JT' .StgÄ  F'«^:««-^.»«. 


* 


»     ' 


Diebt  sich  dann  der  Kreb»    so  bleibt  die  Proiection  seiner  Tan- 
gente die  Tangente  seiner  Projection,  und  es  bleibt  f&r  die  Ellipse: 

'    isabUngig  von  dem  Neigungswinkel  a  oder  von  6. 

d^Ü   Bilden    die   Supplementarsehoen    AV    und   A^t» 
(Ipr  fV.* Flg.' lO.)    Aber  der   grossen  Axe    mit  dei^seiben 

*     4U  Winkel  A!Ah^^  «nd  AALxp,  so  ist  tgP-*gß'=» ^ S- 

Da  irie  sich  in  dem  Kreise  unter  einem  redkten  Winkel  ÄVA^ 
sdineiden,  so  ist  fflr  denselben: 

tgÄ.tg»=— 1. 

Oa  «ick  ab^  die  Producta  der .  beiden  Tangenten^  in  der  EINpse 
»4  isi,|Creisf  verbalten  wie  y'*:  t*^,  ^  i«  wit;6^tf*i  S9  \ai 

^  tg/J.t5^'=--l.g,   , 

fheil  II?.  .  t4 
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3.)  Zieht  man  in  der  Ellipse  «trel  »U  entfern  Paar« 
Supplenientarsehnen  parallele  Gerade  durch  den 
Mittelpunkt,  so  «ind  diese  canjug^rte  Durchmesser,  d. 
h.  jeder  halbirt  das  System  der  mit  dem  andern  parallel  gesoge- 

Denn  zieht  man  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  im  Kreise  solche  mit  einem 
Paare  von  Supplementarsehnen  A'L'  und  AL'  parallele  Dvrch- 
messer  OM*  und  ON',  so  sind  sie,  weil  sie  ani  einander  senir- 
recht  stehen,  coiuiiBir^  Durchmesser.  Da^  nun  auch  die  Ptojsdio» 
nen  aller  dieser  Smnen  parallel  bleiben  und  sich  ebenfalls  «Jbi- 
ren  wtissent  so  sipd  auoh  in  der  Ellipse  die  mit  einem  Pasre 
Supplementarsehnen  A'L  und  AL  parallel  gezogenen  Duick 
messer  OM  und  OiV  conjogirte.  —  Für  einen  schiefen  Dardi- 
messer  der  Etfipse  findet  dtese  Eigenschaft  ebenfalls  statt,  weil 
sie  in  dem  Kreise  jedem  Durchmesser  zukommt 

6.)  Die  a.m  Endpunkte  eines  Durchmessers  der  El* 
Irpse  gezogenen  Tang«iiten  sind  parallel  mit  dem  coa- 
jiigirten  Durchmesser. 

Dieses  folgt  aus  der  gleichen  Eigenschaft  des  Kreises 
(Tat  VI.  Fig.  ro.)  ^  * 

6.)  Die  Summe  der  Quadrate  zweier  ^onjugirteo 
Durchmesser  ist  konstant  und  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  beiden  Hauptaxen« 

Es  ist  nämlich,^  wenn  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  OP±=QN'—m,  OQ 
=sPJH'=n,  jn*  +  ««=a*;  und  wenn  die  beiden  halben  DorIh 
messer  OM=zaf  und  OiV=r6'  seien, 

OJf»=0/»+PJIf«nnd  OiV»=0Q«+Q2V», 

oder 

a'*=  nfl  +  «^os^  und  fr^^  n*  +  m*cos% , 
und  hieraus 

a'«+ ft*« = a«+ o*cos^ = a«  +  ft* . 

7.^  Jedes  um  die  Ellipse  über  zwei  conjugirte 
Durchmesser.heschriebene  Parallelogramm  ii^T gleich 
dem  Rechtecke  ans  den  beiden  Hauptaxen. 

Da  jedes  selohes  Parallelogramm  durch  PrejeeHon  aus  einem 
um  den  Kreis  beschriebenen  Quadrate  ron  dem  coostanten  Inhalte 
44^  entsteht 9  so  mmuß  es  stets 

=  4ii^:os«=  2aX2ft 

sein. 

8.)'  Die  Gleichung  der  Ellfipse,  foezogeh  auf  eio 
Paar  cenjugirte  Durchmesser,  isfmltder  auf4t^Hlllp^ 
axe  bezogenen  analog,  nämlich 


Dh  CiMehiiBg  im  Kretees ,  besogen  auf  ein  Miebiges  Paar 
CMJacMer  Dnrcbamiser«  ist  A*-f  F*=a*.  In  der  Projection  wird 
aas  i  «od  F»  x  und  y,  aoa  den  conjogirteoDarchnieMeni  a  und 
a  wird  o'  «nd  A'»  nnd  da 

Xixssmiaf  and    F:jf=a:6^ 

fo  wird  die  Gleiclrang  der  Ellipse : 


-i^««>:Slad  Cl«  tnci  ORT (Ta£  Vi.  Flg.  9.)  ein  Paar  cew> 
ij|lii^l|Aib«l^«r€lijnesser»  nnd  trifft  die  in  ifgeaegen« 
Taig^afe  die  beiden  Axen  In  T  and  t,  so  ist 

1«  Kreise  Ut  »tTxatf=:0»*=ON'^  Da  nun  TT  nnd 
OJV^  im  geneigten  Kreise  mit  der  Projectionsebene  lieide  densel- 
Wo  Wiiäel  a  bilden  und  desswegeo  ON^^ON'.coBd,  MT 
szitTjaosi,  Mi=sMPf.eo99,  so  Mgt  ans 

if'r.cosdXÄ'f.cos«=  OiV^.cos«« 

aach 

MTxMt=Om. 

'  'tlfeser  Rats  ^It  noch,  wenn  statt  der  Hauptaxe  Irgend  ein 
Plar  con|ng1rter  Dnrchmesser  der  EJRpse  genommen  wird,  weil 
•r  auch  im  Kreise  flir  jedes  Paar  conjaglrter  Durchmesser  gilt. 
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Heber,  die  ffrOsste  umA  die  Ueiasie 

BiHpset  welche  dnrcli  zwei  ^egeheme 

PunlLte  flTClit  und  zwei  se^elieiie 

Oerade  berllliit. 


Von 


Herrn  Fr.  Seydewits, 

Oberlehrer  am  Gjmnaeiani  su  Heitigeoeliidt. 


Vergleicht  man  diese  Aufgabe  mit  den  beiden  oft  befcaiidehea 
über  die  einem  Viereck  eingeschriebene  grOsste  und  umgeschrie- 
bene kleinste  Ellipse»  «wischen  welchen  sie,  sozusagen,  nittan« 
Inne  steht,  und  erwSgt»  dass  die  Uittelpuoktscurre  hier  weder,  ww. 
in^  der  ersten,  eine  gerade  Linie,  noch  auch,  wie  in  der  letsten,' 
ein  Kegelschnitt,  sondern  ein  System  von  zwei  KegelschoitteB 
ist,  so  Kann  es  scheinen,  dass  die  Auflösung  derselben  Terwickel* 
terer  Natur  als  die  beiden  ersteren  sei.  In  der  Tbat  aber  ist 
dieselbe  wenigstens  ebenso  einfach  als  jene,  und  elnfacheT  als 
diese,  indem  die  Konstruktion  ausser  dem  Lineale  nur  noch  emen 
beliebigen  festen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  gegeben  Ist,  erfordert« 

Es  seien  in  Taf.  VII.  Fig.  La  und  6  die  beiden  gegebenen  Punkte; 
tax  und  sbj  die  gegebenen  Geraden,  welche  die  Verbindungsllaie 
der  ersteren  in  den  Punkten  <i|  und  6|  schneiden;  so  gibt  em, 
wofern  die  Aufgabe  nicht  überhaupt  uninuglich  werden  soll,  wie 
später  gezeigt  wird,  allemal  zwei  Punkte  p  und  a,  weldM»  als 
zugeordnete,  sowohl  mit  a  und  6,  als  auch  mit  a*  und  6| 
harmonisch  sind.  Wegen  dieser  Eigenschaft  sind  l)  die  Punkte 
p  und  q  zugeordnete  harmonische  Pole  der  Geraden  ab,  und  2) 
die  Geraden  tp  und  sq  zugeordnete  harmonische  Polaren  des 
Punktes  «,  in  Bezug  auf  Mn  fraglichen  Kegelschnitt,  d.  h.  die 
harmonischen  Polaren  von  p,  q  gehen  wechseis  weise  durch  die 
Punkte  q,  p;  und  die  harmonischen  Pole  von  sp,  »q  liegen  weda* 
selswelse  auf  sq^  tp. 


*  —- 
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Cresetxt  MO :  p  uk  nicbt  sellwt  der  hamoniscbe  Pol  von  sg^ 
•o  ist  dieser  Pol  eio  vpn  p  Verschiedener  Punkt  der  Geraden  m ; 
IM  gpskt .  «her  dis  Imieiisclie  Polare  des  Psnktes  g  durcli  den 
Pw»t(t*p  «D^  ascb  diircb  den  haitOisniscben  Pol  von  «a;  also  WUk 
djese  rolsre  mll  der  Creradtn  tp  ziisai^aen»  d,  h.  q  ist  der  bar- 
— iscbt  Pol  ▼<Mi  sp^  und  lusgelcehrt:  ist  q  nicbt  der  bannsiäsche 
Pol  Ton  ^  so  ist  ^  der  barmsoische  Pol  von  «o.  Dass  aber  ui 
einen  sogleich  p  tob  sq  und  q  von  «;»  bannonisohe  Pole  sind» 
ksMi  olewbar  nur  daon  stattfinden,  wenn  s  der  barmoniscbe 
Pol  von  a6,  d.  b.  der  Kegelschnitt  entweder  sich  auf  die  Strecke 
mg  A|  oder  auf  das  System  der  Geraden  so,  $b  reducirt 

Es  serfallen  demnach  sAmmtlicbe  Kegelschnitte»  weldie  durch 
«  «ad  6  gehen  und  fa«,  »^  berfihren,  ra  zwei.  v5llig  getrennte 
Gruppen:  in  Bezug  auf  alle,  welche  der  einen  angenbren,  ist  q 
der  Earmonische  Pol  von  tp^  in  Bezug  auf  die  der  anderen  ist  p 
der  harmoolsche  Pol  von  tq. 

Wir  fassen  xunichst  die  erste  Gruppe  ins  Auge»  welcher  auch 
die  Figuren  Taf.  VA  Fig.  L»  Taf.  Vfl.  Fig.  3.»Taf.  VII.  Pig.  3. 
entsprechen. 

Gleichung   der  Mittelpuuktscurve. 

Es  sei  (Tafi  VII.  Fig.  l.)ÜCder  Mittelpunkt  ir^rend  eines  Ke- 
cetsehnitts  der  ersten  Gruppe,  m  und  nti  die  Mittelpunkte  der 
Strecken  s6  und  atbi^  »g  parallel  ab^  und  ausserdem  seien  tBe 
Geraden  mmi  und  Mm  gezogen,  welche  letztere  die  Geraden  j/i, 
jp^y  Mk  bezflglich  in  den  Punkten  k,  g,  /schneide;  ferner  sei  mh 
parallel  9p  und  treffe  im*  in  ü;  die  Gerade  vw,  welche  ab  in  r, 
«sig  in  w  trifft,  sei  ebenfalls  parallel  tp  und  gehe  durch  den  Punkt/ 
Jf.  Endlich  seien  noch  parallel  ab  die  Gerade  tot,  welche  wk  in 
d  and  gp  in  t  trifi,.ned  Mx  gezogen,  duften  Ourchschnittspunkte 
ip  und  kq  x  und  %  heissen.    Man  setze 

i||»=f ,  mAeair,  Mezszpxssr^  MbQ'=^p. 

Diess  vorausgesetzt,  so  kann  man  offenbar  die  Segmente  p 
r  als  die  Coordinaten  des  Punktes  ilf  betrachten,  indem 
dureh  diese,  von  den  festen  Geraden  smi  und  miwi  begrenzten 
Str^ken  der  Punkt  M  auf  line^e  und  einzige  Webe  bestimmt  Ist. 
S^t  man  nSmIich  fest,  dass  fSr  die  Lage  dieses  Punktfes  im 
Winkel  a  sowohl  p  als  r  positiv  sind,  so  wird  derselbe  in  den 
Winkeln  ß,  y  oder  6  liegen  müssen ,  jenachdem  p  und  r  mit  den 
Zeichen  (4-)  und  (— ),  (— )  und  (-f)  oder  (— )  und  (— )  behaftet  sind. 

Da  m  der  Mittelpunkt  der  Sehne  ab  ist,  so  ist  die  Gerade  itfiir, 
der  Richtung  nach ,  der  der  Richtung  von  ab  suceordnete  Duroh- 
messer des  gedachten  Kegelschnittes ,  oder  die  narmonische  Po* 
lare  des  unendlich  entlemten  IHinktes  von  ab ,  und  weil  nun  die 
harmonisehen  Polaren  zweier  Punkte  der  Geraden  ab  im  Punkte  k 
sich  schneiden,  so  ist  letzterer  der,  harmonische  Pol  von  akx 
also  m  und  k  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole  der  Geraden 
Jfsi,  und  daher,  wenn  A,  die  halbe  Darcbmess^länge  von  Mm 
beadchnet : 


Dh  fe/twt  iNi  4er  Mtttelfratikt  ihr  Streck*  |i^6i  M,  i»  «M 
die  Geraden  fjf  und  fm.  mit  deo  Taoeeiiteii  f0|  tmd  ^  Imtwo^ 
nlsdi,  also  twet  zogeoranete  hamonlgdie  Polatea  dea  Pmtoi  t. 
Folglich  Regt  der  barmopiscfae  Pol  der  Gerade»  a^  anf  Mt«,  «i- 
gteich  aber  aticli  auf  der  barmoniaehen  Polare  Mm  de«  umRch 
eotfemten  Punktes  ron  $g,  folgRcb  hn  Dorchaebaitte  f  beider  Lt' 
nien;  es  abid  also  auch  f  and  ff  xngeordnete  baimeiilacfte  ftk 
Ton  Mm,  und  man  bal  wiederum 

MfJlff^jP. 
Ana  den  Proportionen 

mjfc :  üfm =mp :  mv ' 


oder 


und 


oder 


Mg:Mm::six:pxi=sQ — r:r 


'tmfszMwitnk^pm 


MfiMms^pin-^p 
ergebea  aicb  die  AuadrOdse 


Mk .  Mmss*- — 2 iKn*»  iP; 


folgUch  i«t 


9d«r 


o4«r 


Q4«r 


*l^-^''|fc:^^'^«^» 


>— p— r— P(g— r) 


p(9-r)(7t-p-^)ssr(it—p)  (p— p-r). 


J»*«— J»^«»^— r«e. 


p»  r« 


I 


887 


di#  GtelehuM  deijenigen  Carve»  welche  die  Mittelpunkte  M 
HinitHHier  Kegetocbnitte  der  "gedachteo  Gruppe  enthält. 

,  Wegen  der  letzten  Form »   in  welche    ßich   die^e   Gleichung 
Mngea  Dtost,  Ist  nun  auch,  einfacher  ai^s^edruckt: 

Jene  Gleichung  wird  durch  die  Coordinatenwerthe 
(p=0,r=0)«  (p^n,T:=i%  (p=(]tr=e)  m»*  (p=jr,rs=e) 

befriedigt  Er^üizt  man  also  das»  Dreieck  $mmi  zu  einem  Pa* 
rallelogramm  snumn^  \u  welchem  die  Ecke  n  der  Ecke  fiti  gegen- 
überliegt, so  geht  jene  Curve,  welche  offenbar  ein  Kegelschnitt 
ist»  durch  die  vier  Ecken  dieses  Parallelogramms,  und  der  Mit* 
telpankt  der  erstacen  fiUlt  niit  dfmMHtel|Mwklejdef  Strecjke  ilu,s<^ 


Fragen  wir  ferner  nach  dem  zweite^TPunkte»  welchen  einmal 
£e  Gerade  tp^  deren  Gleichung 

ist,  das  anderemal  die  Gerade  mh,  d^fea  CUeichung 

ist,  mit  der  Curve  grmdo  h«tt  so  erhalten  wir  im  ersten  Falle: 

p=5:£0  und  r=^» 
und  \m  iwetten 

d.  k  diese  ^Geraden  b^rfihren  die  Curve  in  den  Punkten  $  i|pd  m 

Mao  kennt  also  vier  Punkte  und   die  Tangenten  in  ziveiott 
it^rselben,  d.  h«  mehr  aj«  zur  Zeichnnag  der  Curre  n^ig  Ist 


Inhalt  der  Ellipse^  ^  ^ 

Es  ist  p  der  harmonische  Pol  der  Geraden  kq  in  Bezu^  auf 

ieden  Kegebchnitt  der  ersten  Gruppe;  also  geht  oie  harmonische 
Volare  des  Punktes  z  durch  den  INinkt  p;  zugleich  aber  auch 
nach  dem  harmonischen  Pole  von  Mx^  welcher  der  uoei^dlich 
entfernte  Punkt  von  Mm  ist;  altfo  sind  die  Punkte  s  und  v,  In 
■nrirfirrr  Irtsteren  die  Gerade  4r#  von  dfr  mü  ilfel  pacallelen 
Geraden  py  geschnitten  wird  •  zugeordnete  kanponi^ke  Pole  iksos 


M8 

iKr,  und  man  bat»  wenn  B  die  halbe  Darehmetittttflge 
bezeichnet  9  die  Gleichung 

Mk  tw      '  p— p— *r*   -j, 

Mz.My=mq  ^.  ^p^^jf^  mp—mp.mq.  ^  ^^„    =^^- 

Ist  nun  Qp  der  von  den  zugeordneten  Durchmessern  Jfsi  «ni 
JWar,  und  i  der  constaote^  von;  den  Geraden  $p  und  «p  cioge- 
scblossene  Winkel,  so  ist 


s»  ^''^ 


und  demnadi 


ilsiBHin«9  =■  ^  ilfm*. mp« nif  ^    £^^ 


DW  Punkte  p  und  9  sind  niitHi'  und  h  harmonisch,  also 

mp.mq^ma*^\^j  » 

Und,  wenn  A  den  FUcheninl^  das  Dreiecks  #116  besdcbnel: 

Mp  «ffiy.  9*wn^  s:  ^9. 
Hlerade  folgt: 


oder: 


1.. 


A.  B.  B\i^^p^^iK£i\ri:iZ£SZl  • 

Der  Ausdruck  A.  B.sino)  ist  bekanntlich  im  Falle  der  Hyperbel 
der  Inhalt  der  Dreieckefläcne,  weiche  von  den  Asymptoten  und 
einer  Tangente  begrenzt  wird,  und  wenn  man  ihn  im  Falle  iet 
Ellipse  mit  der  Ludolphischen  Zahl  multiplicirt,  der  Inhalt  der 
Ellipse.  Dieser  Inhalt  wird  also  ein  Grussfes  oder  Kleinstes ,  ie- 
nacndem  der  Tariabele  Ttiell  dieses  Ausdruckes »  den  wir  niit  / 
bezeichnen»  d.  i, 

^sspVe-p^-r, 

ein  Grosstes  oder  Kleinstes  wird* 
.   FSlIt  der  Punkt  M  mit  dem  Punkte  m  smaaiomen,  für  wekb^ 

p«z:)i»  r=:4ll9t»  90- ist  ' 


A.B.tAwp=^^^\ 


9 


t 

* 

«nd  fkllt  deradbe  mit  9  susamiiien,  flli'  welchen  p=9Kji  «'=^  ^t, 
so  ist 


Bestimmung  des  GrOssten  «nd  KlelDSte«» 
A«s  des.CSbielMHigQD 

ergeben  dch  als  Diflbrenzlalqaotienten  Voo  f:       , 

1  

EHe  Bedlngugeo  ^Hies  Grffssten  oder  Kleinsteii  sind  demnach 

3r— ^=:ö  oder  ^— p— r=:0. 


JLk 


1)  r=Sj9  ^i  P=5«+ Y  J »*-§»»?} 

* 

3)  r=:f  imd  psO. 

Anaserdem  wbd  /  auch 

t)  durch  rr=itf  und  ^==9  gleich  Mril. 

Dagegen  eaitspriiflit  die  Bedingung  2r»^Qi=0  weder  einem'  Ch^ss- 
ieu  mch  einem  Kleinsten.    Uenn  ffit 

■  i 

siso 

: .  s^  -  3««  ±  v«(«-^);  ^-p  -*•==*  J(T  Vi;-  vi^>  v»=^ 


♦• 


•7«    . 

nod 

EntsprScbe  duo   die  Bedingong  2r— ^=0    elDein  CMwtep  oder 

Kleinston,  so  niisate  auch  die  daoMt  «deoJtUcke  %i — Jr=dtV  «(«— ^) 
einem  solcben  entsprechen^  l^lao,   da  in  diesem  Falle  die  Grgese 

/iredersO^nocIi  =00  Ist»  dieGrOs8e/*(r)  fÄr  2|p— «=  ±  V  M(n — ^) 
entweder  =0  oder  =qo  werden»  was  nnmOglicIi  ist»  ea  aei  denn, 
daaa  ntttf. 

Neben  den  FSlIen  3)  and  4),  fiSr  welche /'sO  iat,  aind  noch 
diejenigen  anfzanihren,  wo'/=:<3D.  Diese  Maiehen  «Ich  mü  die 
unendlich  entfernten  Punkte  der  Mittelpunktscunre»  welche  ofeo- 
bar  nur  Parabaln  angehlTMfii  kto^an. 

Das  Hauptinteresse  der  segenwSrtigen  flntersuchuM  aber 
nehmen  die  Falle  1)  ond  2)  in  Anspruch ,  in  welchen  die  urusae 
f  einen  begrenzten  Werth  bat» 


Konatruktio-n  de^s  MlUelnuaktes  der  grOasten  and  der 

kleinsten  EHipse.' 

.    J. 
Sind  p'  und  p"  die  Werthe  von  p,  welche,  demjenigea  ▼#• 

rs=2^  entsprechea»  so  Ist 

3 
1/ -f //"«^ff.und  p'.p'^zsT.nQi 

*        •      .     I 

1  ' 

die  Konstruktion  derselben  läuft  also  auf  die  Elementar- Anfeabe 

12: 
hinaus:  ein  gi(geben«a Ke^blaek  ^:jfbjap  «0  aift  anderes  von  ge- 
gebenem Umfange  sz2n  au  verwandeln. 

2. 

Man  halbire  die  Strecken  ab  und  0|6|  In  deh  Punkten  m  und 
ffii>  1^  durch  die  Punkte  m^A  einen  Km#  und  d^rch  og  6.^  eii 


sweiteuy  welcher  jenen  in  zwei  Punkten  schneidet;  ziehe  die  g^ 
sMlnachaftliebe  St^ne  heider  Kreise  und  am  dpgjeaigca  PmäcK 
In  welchem  diese  Sehne  die  Gerade  «^«161  trwt  ml  eiiieoa 
Halbmesser  voa  der  Länge  der  Tangente ,  welche  von  demselbe« 
Punkte  an  einen  der  Kreise  tel^  wird,  eindn  dritten  Kreis;  ao 
schneidet  letzterer  die  Geride  maibi    \n  den  Punkten  p  und  9. 

.Man  ziehe  sodann  sp  (oder  sq)^  theile  dieselbe  In  x  dergje- 
atalty  dass  sx-^ipjc^  und  lege  durch  x  mit  aboibi  eine  Porai- 
lele  ex.  Hierauf  ziehe  man  «mi«  halbire  mm*  und  lese  durch  de* 
reo  Mittelpunkt  ^eine  PiiraUele  mit  ^mu  welche  die  <recade  ex  loa 
Punkte  'fft  achneidet    EodKch  ziehe  man  sfiL,  welche  aSoiOi  ' 


aA0|6|  in  t  trelS», 

Jetel  beschreibe  man  fiber  ^r  Strecke  ti»|,  «U  Durcbmeeeer, 
einen  KreUi  lege  an  deneelben  durch  e  eine  Tangente  end  be- 
edireibe  niil  dieeer«  aU  Halboieaaer,  en  ^  einen  Kreie»  welcher 
mh^ä»  io  ^  und  9  «chneidet;  diese  letateren  Punkte  ^dlich 
Terbinde  man  mit  s  durch  zwei  Gerade^  aq  treffen  dieselben  diQ 
Gerade  ex  in  den  Mittelpunkten  JK,  AI  der  gesuditen  £llipsen« 

8         9- 

JB4  bl  niflüich  nach  dieser  Konetrpktien  mt^r^^e^^sz^  »«!• 

2     ■ 
Hid  «|MBi»^«niij»}  hienHik  fiolgt: 


fray  and  ii'  ^fBeienigen  Werthe  ven  /»  bedeuten»  welche  de« 
heiiia  DneclMehni&apnnkten  der  MiMelMnhlsearve  nOt  der  Gch 
mt  ent^eeeheiL    Beieichnen  whr  diene  Punkte  aiit  JP  und 


«ad 


^  1 


pmi-^BPx  :pmi  =p^  +  $  9 : »; 


Ilse  i»fd>— JP^rt^sy-^:^ 

euer 


'jjfjr^ca.tt^ji^ 


Aber  der  Punkt  f»  halbirt  nicht  nur  Ae  Strecke  MM,  eendem 
auch  -  die  Sehne  M'M"  der  Mittelpunktscunre»  weil  die.  die 
atie<Jtm  NiNi|  «nd  jfft  bsAMvende  GOTade  die  hannentaehe  PbUre 
Abu  unendHck  entfeniMi  l^nkles  von  es?  in  Besug  auf  diese  €umi 
lat    Abe  fidle*  die  ¥wtk^  M,M  pK  den  Punkten  ir»  JIT  m« 


iiehnn  Hr  die  KenstrakHea  nnr  das  XJneal  und  ein  belidUg 
fanier  Kida  »it  gesehenen  Mittdimte  sa  «ehete» 


*# 


•• 


m 

m  Mdblnde  nw  ^am  in»M§m  P>mii/B  Asm«.  IMms  all 
dea  Pnokten  a,  b,  a,.  A,  dnrcfa  gerad«  Linien,  nrkbe  d«ia«liraB 
xuBi  KweiteDinalf)  In  aen  Paukten  a,  ß,  «i,  ßg  «cbn«!!]»!!;  xiehe  die 
Oenulen  cm^  und  Mu  deren  DunAsthnitt  j  «ei,  and  dl»  Gendep 
aßi  and  ßth,  deren  DnrchschnlU  /  sei;  «iebe  die  Ctcrsde  jf  imit 
verbinde  den  Pnnkt  B  mit  den  Pannen,  tn  welcben  7/  dea 
Kreis  schneidet,  durch  swei  gersde  Linien;  »o  treffen  dieee  Ae 
Linien  afriii6i  in  den  Punkten  p  und  f. 

Jflbt  lege  man  dnrch  den  Pqnict  *  Irgend  eine  Gerade,  welclw 
den  gegebenen  Kntla  in  kwcA  Ponliten  sehoetdet^veririnde  dieDärch- 
■cbDittspnnkte  mit  dem  Hittelpnnkte  des  Krmees  durch  zwei  Ge- 
rade und  die  Punkte,  wo  diese  den  Kiefai  sna  swfitcninilw  sidi*»! 
den,  miteinander  durch  eine  gerade  Linie;  so  ist  letctere  mit  der 
durch  (  gesehenen  MraJIel,  «od  es  Ikt  nun  kraft  der  Eisenechaft 
des  Trapeaes  ein  Leiehles,    die  durch  <  und  «6  «li^  hentfuto 
Strecke  tS  diese  letsteren  in)  Punkte  1  au  hajbiren.     Man  nalbke 
nun  noch  eine  xneite  solclie  Strecke  mv,  welche  den  Kreis  schnei- 
det, im  Punkte  x,  ziehe  vi  und  d«,  die  skb  in  ff  schneiden,  so- 
dann   $g,  welche  fc  in  |  trifft,  fer» 
nnd  dif,  welche  «v  in  9  trifft.     Endlii 
(  und  y  mit  etnauder  durch  eine  Gt 
ex.     Mittels    dieser   oder  such   der 
Strecken  ab  nnd  o.fti   in  m  nnd  nt|, 
halbiren,  und  verNndet  man  de*  H 
demjenigen  Punkte,  in  welchem  m  vi 
eine  Gerade,  n«  schneidet  diese  die 
M  verbunden,   wie   in   2),  den  Punkt 

noch  den  Pnnkt  t  in  finden,  siebe  man  von  t*  nach  dem  Mittel- 
pnnkte  von  m.,  welcher  iuf  JIk  liqt.  tifie  Gerade,  siebe  »N^i 
and  verbinde  den  Punkt,  wo  diese  beiden  letcten  «cb  treffen, 
mit   dem    Punkte  1  durch   eine  Gerade,  so  «chnndet    diene  idle 

tAOibi   IM  V. 

Um  nun  endlich  die  Punkte  tj,  tt  und  sofort  M.üt  an  finden, 
wiederhole  man  dasselbe  Verfahren,  wodurdi  oben  die  Punkte 
p,  f  gefunden  wurden,  indem  man  die  l^inkle  a  und  6  (oder 
auch  «I  und  A,)  mit  ffl)  und  t,  und  die  Punkte  a,  und  A,  (a  nnd 
6)  mit  ff  nnd  dem  unendlich  entfernten  Punkte  von  aboibi  vm- 
tauecht  Wlblt  man  nbniich  auf  dem  festen  Kreise  einen  solcfaen 
Punkt  J7,  welcbfT  zl^^lekfa  anf  einer  d^  kchon  vorhandenen,  oder 
noch  zu  zieheftden  mit  aba,Oi  parallelen  Linien  li^l,  so  schnei- 
det diese  Parallele  den  Kreis  xum  iweitenmale  in  &,  die  Geraden 
Ani,  £t,  .09  in  n.  JJ,  Ol  n.  s.  fr. 

Ee  rfad  nimlich  auch  hier  die- Punkte  ^,  m  eo^rohl  Mfit  mt 
■nd  «  eis  mit  ff  und  dem  nnendlicfa  entAjrnten  Punkte  bürmm^eoh* 
was  au  Folgendem  erhallt:  Betrachtet  Jnan  du  der  Mitt(<|tnn^ls; 
curve  eingeschriebene  Dreieck  tmm,  nnd  das  von  den  Tasgaoten 
in  (,  m,  ah  gebildete  Dreieck,  ao  folgt,  daas  die  Tangente  in  ni| 
,  nach  dem  Hittelpitnkte  k  von  ip  geht;  folelicb  ist  k  der  liarm. 
Pol  von  tmi  In  Bexug  auf  diese  Curve.  Daher  geht  die  bann. 
Pehi^  van  e  dsrtk  k,  zugleich  aber  anCh  durch  denf  vletlMi  har- 
msalMhen  Pwfct  m  ;  «,  Mi,  welcbw  sbeMMweit  ton  m^,  als  n^ 


i79 

voll  «'«Mftstnl  kt;  folglich  trA  diese  Pohti»  die  e^  Ifi  dem»  dem 
e  ivgeordneten  harmoiiischeii  Pole  f  dergestalt,  dass 


Da  aon 


1  4   3  4    ' 


3  3 


iot,  j»  Kegeo  §,  >  imd  t  hi  einer  Gerades  «#  s«  w. 


Detormination«. 


Bfrirfrsichrtgt  wmm  die  tegeaseitige  Lage  der  gesebeMB 
Pwkteafdare  m  «nd  6,  m^  aod  fi,  so  iaaseo  «ich  folgende  drei  wo« 
seBtUph  ?eascliledeDe  Fälle  UDteiiBcheideB;  entweder 

s)  tfegen  die  Punkte  o  nnd  6  zwischen  den  Punkten  Ot  und 

»I  (Taf.m  Fig.  1);  oder 
6)  die  Punkte  a^  nnd  6^  liegen  zwischen  a  und  6  (Taf.  VII. 

Fig.  2)  oder 
c)  hdde  Punktenpaare  schliessen  einander  aus  (Taf.  VII.  F%.3). 

Ei»  vierte  Fall:  das«  nur  einer  der  Punkte  a  und  b  zw4achen  «i 
■ad  hl  liege,  ist  nicht  4enkfaar»  woii  dann  noth wendig  eine  den 
fil^|ehelleo  Tangenten,  einen  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegenden 


Jene  Punktenpaare  sind  daher  jedenfalls  ungleich II eeend, 
and  daher  gibt  es  allemal  zwei  Punkte  p  und  q^  welche  mit  bei« 
den  harmonisch  sind.  Diese  Punkte  liegen  in  den  bezeichneten 
PWen  a)  und  b)  ausserhalb  der  Mittelpunkte  m,  nti  der  Strecken 
sft,  «1^«  Im  dritten  dagegen  zw^hen  diesen  Pnekten.  bebe' 
sondere  besteht  der  clutrakteilstische  Unterschied  der  Fttle  a) 
«kI  6)  darin,  dass  in  jenem  die  Strecken  pm  und  gm  kleiner,  in 
diesem  dasegen  grösser  als  pmi  und  gm*  sind.  Da  nun  in  der 
oben  gegenenen  Entwickelung,  welche  sich  auf  den  Fall  a)  stOtate, 
die  Lage  der  Strecken  f  und  «,  d.  i.  «p  und  niA,  gegen  die  Ge- 
raden pq  nnd  «Mf  als  positiv  angesehen  nuirden,  so  sind  diesel- 
ben im  Falle  c)  ebenfalls  beide  als  positiv,  im  Falle  b)  dagegen 
f  als  iiositiv,  9  als  negativ  zu  behandeln.  Daher  erhält  in  die- 
•em  letzteren  Falle  die  Gleichung  der  Hittelpnnktscurve  die  be- 
aeadarO'Fona: 

p^if+pnQ^^r^^mQ, 

ymUhp  ^Ißnbar  die  einer  Ellipse  ist*  während  dieselbe  Im  falle 
e)  ebenso  wie  in  ä)  eine  Hyperbel  darstellt.  Doch  |[>esteht  zwi- 
schen o)  und  e)  der  unterschied,  dass  dort  n  kleiner  als  q,  hier 
aber  n  grösser  als  q  erscheint. 

Aach  durch  blosse  AssobauMg' kann  man  sich  von  der  ver- 
schiedeaen  Gestalt  der  Hittelpunttocarve  in  den  drei  FiUen  eben 


n« 


gealeu  diefler  Cirve  üaA,  «o.  IIIKM  dieselbe  eipe  BypeiM 
■we  *rie  In  a)  und  c)  ireend  ein  Punlil  m,   dereeHMÜ  nicfc! 


MO, 


t   Mt    denelbem   nicht  siri- 

'aDKentcn  liegt,  vaa  sie  moas  eioa  EUipce 

s^D,    wo  wie  hl   i)  det  Psnltt  m^  Bwiseheii    diese«  TugntoD 


■eben  diesen  parallelen  f  anKenten  liegt,  vad  sie  moaa  eiaa  EUiu 


liegt  Dies«  letztere  lieas  aieb  anch  von  rorDberein  arwartm: 
denn  da  hier  die  |[egcbeaen  Tangenten  swiacben  den  Pakte*  m» 
fr  hindurcbsehen,  ao  konnte  der  Kegelacbnitt  keine  I^rabel  sein, 
also  auch  die  Mittelpunktscorre  keine  nnendliclt  entfenitea  Pnakta 
antfadteo. 

Die  beiden  Zweige   der  Mittelpnoktscurre  aind  in  den  Hl- 
len  a)  und  e)  dnKh  die  Tangvnten  tp  Uad  mk  vStliff  vs>  eio— der 
getrennt.    Ich  behaapte  nan,  daaa  tn  diesen  Fttlien  derjenige  Zwe!^ 
welcher  den  Ponkt  m  enthXlt,  nur  von  Eliipaen ,   and  der  aadaf« 
nur  von  Hyperbeln  die  Miltelpuakte  aotbalte.    Denn  ans  den  al^ 
gemeinen  Eigenacbalten  der  harmoniscben  Pole  nnd  Polaren  ergiöbl 
sieh,  dass  itle  barHoniscks  Palar«   eines  tns««»halfc  dai 
Keg*lachnltt es    gelereoe    PanktaSf     wa»B    d«rs«lbtf 
eine   l£llipse    ist,- jedesmal;    T 
Hyperbel    ist,    nie  mala    awlacl 
dem  Hittelpankte    des    Kegel 
Nnn  aber  iat    der  Punkt  k  allemal  < 
raden  pq  in  ße>ug  aaf  den  KegeUc 
ist,  und  avrar  «in  ausserhalb  dieses  ii 
weil  die  Gerade   pq  denselben    in  x\ 
nnd  welcbe  La^  ancb  man  einer  de 
ben   ma^,  immer   tvlrd    der    JNinkt  « 
Cerade  pq,    swtschen  die  Punkte  ic 
Gerade  nt  nnd  den  durch  m  gehender 
scbneidett  niemaJa  aber  swisctien  di 
nnd  den  durch  «  gehenden   Zweig   s< 
Also   gebürt  der  Punkt  JU  im  ersten 
belt  und  im  aweiten   niemala  einer 
van    der  Üchaar  der  Ellipsen  »  de 
Parabeln,  deren  Hittelpunkte  die  OM 
HUtelpuoktsGurve  sind. 

Der  Afisdruck 


welcher  in  a)  und  c)  dem  Wertbe  r=jf  eotspriebt,  ist  i«n»ef 
reell  im  Falle  c),  wo  »>f;  kann  aber  imaglnir  werden  Im  FUle  ^, 
wo  Tc-^f,  und  iat  nur  damt  auch  bier  reell,  wenn  9n^8e  ist 

Dass  hn  Falle  fr)  der  Werth  Ar  p,  wenn  r^Tf,  iamtrttett 
ist,  gebt  in  Uebereinftinraung  mit  den  Ansdracke 


"=-?•*  V^r'+I-» 
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mach  daraiis  hervor,  dass  die  DUpait,  weldie  die  Punkte  m  und 
$  enthält»  von  jeder  Geraden  Mx,  welche  mit  pg  parallel  ist  mid 
swisdMi  <  Md  p9  legi»  gMdiaUte»  werden  fiNm. 

BiM  Omglff^  bt.  eeeh«  ek  i*  dm  Penkte«  M  der  Kon- 
ttmkfSon  für  die  einaelnen  Fälle  a),  b),  c)  ein  Grösetes  oder  ein 
KMn^tfW  Ton  /  stattfindet  Sueheo  wir  sa  dtesem  Zwecke  dea 
swcatrn  Differenxialquotienten  von  /,  so  erhallen  wir  ^  die  Fälle 
J)  und  e) : 

1 

also»  wettn  Mer  ^=^9-^  ^^Mlit  wiid; 

wo  'sowohl  Y  j«*  —  g-JT^  als  V  ^ — f>— r  positive  Grossen  sind, 

and  das  obere  Zeichen  dem,  dem  Punkte  m  zunächst  Hegenden 
Ponkte  M,  das  untere  dem  entfernteren  entspricht.  Wir  schlies- 
sen  hieraus,  das  (ür  den  erstei«»  Punkt ^Ji  die  GrOsse  /  ein 
Kleinstes,  fOr  den  anderen  ein  Grösstes  sein  muss.  Verfolgen 
wir  also,  vom  ersteren  Punkt  M  in  der  Richtung  nach  m  aus- 
gehend, den  Lauf  der  ganzen  Mittelpnnktscurve,  so  ist ' 

im  Falle  a):  die  w^&Be  /'zuerst  ^n  Kleinstes,  wächst  sddann 
und  erreicht  in  m  den  Wecth 


,»V"«- 


n» 


-  •  •  ■  ♦ 

wächst  sodann  fortwähredd,  wird  im  unendlich  entfernten  Punkte 
aaendlich  gross,  nimmt  dann  nach  dem  Gebergaoge  zqnk  anderen 
Zweige  fortwährend  ab,  geht  im  Punkte  s  durch  Null  hindurch,' 
wich«!  wieder,  emkbt  in  m  den  absointen  Wertb 


7ty  n, 

fthrt  dann  fort  zuzunehmen,  wird  im  zweiten  unendlich  entfernten 
Punkte  derCnrveunendKcl^  gross,  nimmt  wieder  fortwährend  ab,  geht 
in  m%  wieder  durch  WuU  bin(|l«rcli»  wIUbIk^  wird  im  anderen  Punkte 
M  ein  Gr5sstes  und  kehrt  abnehmeoa  zum  anßinglichen  Kleinsten 
zarfick; 

im  Falle  e)  dagegen  ist  /zoersi  ein  Kleinstes,  wird  in  m  gteieb 

wichst  bis  ins  Unendliche,  nimmt  ab  bis  zu  Null  (io  f)»  wird  im 
andere  Pnakte  M  ein  Gcfoste»»  nimml  wieder  ab  bis  Null  (\u  s»i)» 
wird  wieder  «unendlich  gross,  nimmt  ab  zunächst  bis  zu   • 
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nimmt  weiter  ab  und  Mirt  «um  ahittagücliM  KleiotflMi  tuM« 
t)er  Fan  ¥)  zelcbnet  iMk  aucli  Meli  tot  des  fcaWe» 

aM.    Oa  jelst  4er  eine  Wertli  voa  p  flir  rsg^  n^g>ttiir  Ist,  ^ 

aacfa  /=/>  V  ^  — />  —  r  negativ  wflrde»  wau  nnstatthaft  ist,  somiiM 
man  sidi  erinnern,  dass  von  Hans  aus 

/  ist  also  allemal  positiv,  wenn  l»ei  positivem  p  das  obere,  bei 
negativem  p  das  untere  Zeichen  gewibit  wko.    iß  naribde»  aber 

«  /=±iiVp — p — r  ist,  muss  auch  /•(•)  das  Torseichen  i  erlui* 

'  ten,  onne  dass  sonst    der  AosdnicK  daAlr  eine  Aendemng  erlel* 

det     Schreibt  man  also  Vor  den  oben  gegebenen  Ansdrvdc  tob 

f{^\  das  Zeichen  -^  und  augleich  statt  n,  — sr,  so  wird  derselbe: 

-     _  .  C2r-p)(3r-rtr»-|-pp^2p  +  %)  ,^— — 
/  (F)-± p*(2r-rt»        ^  e-1»"-^' 

wo  das  obere  Zeichen  Air 


i-wr^ 


•• 


SU 


das  untere  dagegen  flir 

nehmen  ist.    Da  nun  (2r— ^)«=-y-J    ist,  so  wird  /*(^),  so- 

wohl  für  p^p'  als  |9=;i^  negativ,  und  es  ist«oiliit  /in  btfdea 
Fällen  eis  Grusstes. 

Diese  beiden  Maxima  sfaid  aber  einander  kejneswene»  glekb; 

denn  schreibt  man  der  KOrse  we^n  sUtt  ^  j^s^+^-^r^  das  blasse 
Wurzelzeichen,  so  ist  das  erstere 

daü  tetatei;« 

i  '  *  ■ 

woraus  uumitt«4bar  ersicbtlieh  Ist,  tias  ietatetes  gHISMr  sie  ^ 
steres  ist.  '      ,       .        • 
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Uabekhuipl  «ind  alla  Im  den  FIMmi  i^,  6)  und  c)  gefundenen 
Grteeten  «nd  Kleinelen  ea  bloee  in  relaüvem  Sinne,  d.  b.  in  fie- 
Mf  auf  ihre  NaehbernerUiey  mit  alleiniger  Anenahme  desjenigen» 
WMdraB  In  Falle  b)  dem,  dem  m  aonicbst  liegenden  Punkte  M 
eAlB|Mricht* 

Terglei^ben  wir  jetzt  Taf.  VII.  Fi«(.2.,  eo  finden  wir,  dase  f  m 
dem  infetst  gedachten  Punkte  31  ein   Maximum  ist,  nach  m  hin 

abnimmt,  in  m  =  9FV^p-f  tt  ist,  fort  und  fort  abnimmt,  in  nt,  durch 
NaH  hindiirebgeht,  wieder  zunimmt,  im  andern  Punkte  Ja  einen 
relativ  grOesten  Wertb  erreicht,  sodann  wieder  almimmt,  in  «  von 
NeMBi  dorch  Null  hindurchgebt,  dann  zunfichst  in  n  die  Grösse 

je  und  endlidi  wieder  den  absolut  grHasten  Werth  erreicht. 


V  t>er  btosse  Anblick  der  drei  Figuren  reicht  hin,  um  sich  zu 
Äberzeugen,  dass  die  In  den  FSlIen  a),  b),  e)  gefundenen  Ver- 
schiedenheiten  9  welche  von  vornherein  aurcb  die  gegenseitige 
Lage  der  Punkte  m,  iit|  und  »  bedingt  sind,  sich  nicht  Hnderen» 
wenn  man  den  Punkt  p  mit  dem  Punkte  o  vertauscht,  und  somit 
Ist  durch  diese  einzige  Bemerkung  auch  aie  anfangs  in  Aussicht 
gestellte  Theorie  der  zweiten  Gruppe  von  K^elschnitten  gegeben. 

Mit  Rücksicht  hierauf  kftnnen  wir  daher  jetzt  das  Geiiammt- 
resultat  der  vorhergebenden  Betrachtungen  in  folgenden  zwei  Lehr- 
sitzeo  aussprechen: 


■  Lehrsatz    1. 

a)  Die  Mittelpunkte  simmtlicfaer  K'egelscbnitte^ 
•reiche  zwei  Punkte  und  zwei  Tangenten  gemein  ba* 
ben»  sind  auf  die  Umfange  zweier  Kei^elscbnitte  K  ver* 
theilt,  welche  unter  sich  folgende  vi^r  Punkte  gemein 
haben:  den  Durcbsehnittspunkt  «  der  gegebenen  Tan- 

5e»t6Bf  den  Mittelpunkt  m  der  gemeinsi^baftlichen 
ebne,  der  Mittelpunkt  itt|  der  Strecke»  welche  auf  der 
gemeinschaftlichen  Sekante  durch  die  gegebenen  Tan*> 
genten  bestimmt  wird,  und  den  Punkt  n,  welcher  mit 
s,  m  und  mt»  als  Gegenecke  des  letzteren,  ein  Paralle- 
logramhi  bildet 

b)  Bestimmt  man  zweiPuukte  p  und  q,  welche  so- 
wohl mit  den  gegebenen  zwei  Punkten  als  mit  den,  den 
gegebenen  Tangenten  znaehOrl^en  Punkten  harmo- 
nisch sind,  und  verbindet  beide  mit  dem  Durchschnitte 
der  Tangenten  durch  zwei  Gerade  $p,  tq;  so  berührt 
ein  jeder  der  beiden  Kegelschnitte  K,  der  eiine  die 
eine,  der  aadere  die  andere  von  diesen  Geraden  im 
Durchschnitte  der  gesehenen  Tangenten,  und  ausserdem 
im  Punkte  m  eine  mit  dieser  Geraden  parallele  Linie. 

Tbeil  IIV.  2& 
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c)  Die  Kegeltieknltt«  JT  «lud  beide  entweder  »wel 
Hyperbeln,  deren  Sebnen  mnh  und  lÄ-InBerhalo  der- 
selben; oder  «wel  Hvperbeli»,  deren  Sehnen  «Mi  ob« 
tu  aaeserh&b  derselben  liegen,  oder  iwel  Ellipsen, 
jenachdem  die  gegebenen  Punkte  xwiscben  den  üniÄ* 
schnitten  der  gegebenen  Tangenten  und  Ihrer  Verbln- 
diingsünie,  oder  völlig  ausserhalb  derselben,  oder 
letztere  zwischen  den  ersteren  liegen« 

d)  Im  ersten  und  zweiten  der  so  eben  ontersebie- 
denen  Fälle  gibt  es  unzählige  Elllpseb  und  Hyper- 
beln, aber  nur  vjer  Parabeln,  Welche  durch  die  gese- 
henen Punkte  gehen  und  die  gegelienea  Geraden  be- 
rühren; nämlich  alle  Punkte  derjenigen  beiden  Zweite 
der  Kegelschnitte  *,  welche  die  gemeiesdiaftlif*© 
Sehne  in  m  haibiren,  sind  Mittelpunkte  ron  Ellipsen, 
und  alle  Punkte  der  beiden  anderen  Zweige,  welche 
den  Durchschnitt  der  gemeinschaftlichen  TangeDten 
enthalten,  sind  Mittelpunkte  von  Hyperbeln,  während 
nur  die  vier  unendlich  entfernten  Punkte  derselben 
Parabeln  angeboren.  Im  .dritten  Falle  dagegen  sind 
alle  Punlte  fer  Keeelschnitte  ITohne  Ausnahme  bloan 
Mittelpunkte  von, Hyperbeln. 


Lehrsatz    2. 

Unter  säromtlichen  Kegelschnitten,  welche  zwei 
gegebene  Punkte  und  zwei  gegebene  Tangenten  se- 
mein haben,  gibt  es: 

a)  wenn  jene  Punkte  zwischen  -diesen  Tangenten 
liegen,  entweder  zwei  (relativ)  grOsste  und  zwei  (relathr) 
ki^nste  Ellipsen,  oder  nur  eine  (rekitiv)  grdsste^  ond 
eine  Relativ)  kleinste,  oder  keine  von  beiden^  ' 

b)  wenn  die  gegebenen  Tangenten  die  geliehenen 
PunKte  ausschliessen,  so  gibt  es  allemal  zwei  (relativ) 
kleinste  Ellipsen  und  awei  Hvperbeln,  deren  Asyna« 
|itotendreiecke  relative  GrSsste  sind; 

c)  wenn  die  gegebenen  Tangenten  zwischen  den  ^e- 

S ebenen  Punkten  nindurchgehen,  gibt  es  allemal  vier 
yperbeln,   deren  Asymptotendreiecke,   die   einen  re« 
lative,  die  anderen  absolute  GrOsste  sind. 

-d)  Die  Mitelpunkte  aller  dieser  Ellipsen  undHyper- 
beln  Ifegen  in  einer  geraden  Linie,  welche  mit  der  ge^ 
meinscbaftlichen  Senne   parallel  und   doppelt  soweit 


iscnniiispunKie  aer  gerne 
Tangenten  als 


von  dem  Dprchschnittspunkte  der  gemeinschaftlidien* 

von  jener  Sehne  entfernt  ist. 
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Besondere    Fälle. 

Der  behandetten  allgenielBeii  Angabe  lassen  sieh  folgende 
FiUe  snbordinlren :  1)  wenn  die  gegebenen  Punkte  sich  verelniffen, 
wodarch  ihre  Verbindungslinie  zur  Tangente  wird;  2)  wenn  dl^  bei- 
den cegebenen  Tangenten  einen  gestreocten  Winkel  oHden»  wodarch 
ihr  Divchschnittspunkt  zum  gemeinschaftlichen  Berührungspunkte 
wi^»  and  3)  wenn  der  BeHmrungspunkt  der  einen  Tansente  in 
den  efaien  der  beiden  gegebenen  Punkte  föllt  —  Es  soll  nier  der 
enle  dieser  FäUe  nocb  behandelt  werden.  Er  betrifft  die  Aufgabe : 

Unter  allen  einen  gegebenen  Drei  ecke  ein  geschrie« 
benen  Ellipsen,  welche  eine  Seite  desselben  in  einem 
aegebenen  Punkte  berühren«  die  grSsste  und  die 
kleinste  an  finden. 

Da  hldr  9=^  Isl;  so  geht  die  Gleichung  der  Mittelpunkts- 
cwre  hl  den  Fällen  «)  und  c)  in  folgende: 

d.  h.  la  die  beiden  einlachen  p4v'=<^  ond  p — r==0,  und  folglich 
fBe  Cunre  selbst  in  ein  System  zweier  Geraden  über.  Die  eine 
dieser  Geraden  Ist  tm  oder  jpi  die  andere  verbindet  den  Punkt 
aH  Biüt  der  Mitte  Ton  «m. 

Im  Falle  b)  behält  jene  Gleicbung  die  Form  der  Ellipse;  er 
bt  aber  unmOglich/weir  keine  Tangente  durch  den  Berühmngs-' 
paakt  m  einer  anderen  Tangente  gehen  kann. 

Der  Aasdrock 

wird  jetzt  HlusoTiseh»  da  ^=^0  und  p*-9f=:0  wird;  wir  müssen 
ihn  daher  zum  Behuf  der  Anwendung  auf  den  jetzigen  Fall  erst 
aaflbtmeti»  Itadem  wir  auf  den  früheren: 

jPßhAa*ip=s  wy^y^'ff  l^^rin*« 

sorüekgehen 
Es  ist  nftntUOi 

^^  =^  und  mfs  qrni  - wiUi, 

CrigRcb 

85« 
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2E^  sin«  „,-P»WlgW|— PWl-WW»»  ^m^. 


aber 


weil  mit  a  udcI  b  auch  m  und  /i  zusammenrallen ;  also   ist,  ireoii 

^!£^8in«  «=  (A^ttifti)*— ^(A<mm|)« 
und 

-  il«B«8inV=[(Awi*i)*-4  ( Atmnii)«]  ^*^^f"^  . 

9 

Dieser  Ausdruclc  wird  =0,  wenn  «+r=^,  d.  h.  jede  EIKpse, 
deren  Mittelpunkt  der  Linie  tm.  aneebOrt,  ist  =0.  Setzt  man  da- 
gegen p*-r=0  und  zugleich  vs^^»  so  ist 

i<«iW8inV=i[(Aiai6i)«-4(Atmmi)«],      . 
und  dieser  Ausdruck  ist  eio  Grosstes»  weil 

Denkt  man  sich  endlich  den  gegebene»  BerfihrangspaiiktFaeinder- 
lich,  so  wird  J^B^^Xv^fp  am  so  grosser,  je  kleiner  das  Dr^edi 
imni]  d.  h.  die  Strecke  mmx  wird»  und  wird  demnach  "eio  Maxi- 
mum maximorum»  wenn  m  mit  nii  zusammenßillt  Dann  ist,  wenn 
n  die  Ludolphische  Zahl  bezeichnet,  der  Inhalt  der  Ellipse 

die  Lbie,  deren  Gleichung  p — rsO,  flUlt  mit  iler  Linie  fM|,  ood 
daher  der ,  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  dem  Schwerpunkte  des 
Dreiecks  8ifi6|  zusammen. 
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Lehrsatz    3. 

DerMittelpnnkt  der  grSesten  unter  alleoEHipseD, 
welche  eioem  gegebenen  Dreieck  eingeechrieben  sind 
und  eine  Seite  desselben  in  einem  gegebenen  Punkte 
berühren»  ist  der  Schwerpunkt  desjenigen  Dreiecks» 
welches  yon  dem  gegebenen  Berührungspunkte»  von 
dem  Mittelpunkte  der  gedachten  SeHe  und  von  deren 
Gegenecke  gebildet  wird»  und  zwar  ist  det  Inhalt  die- 

ser  Ellipse»  mnitiplicirl  mit  -?rr-f  die  mittlere  Proper- 

tionale  zwischen  den  beiden  Drei)eeken»  in  welche  das 
gegebene  Dreieck  durch  Sie  nach  dem  gegebenen  Be- 
rührungspunkte gehende  Transversale  zerlegt  wird. 


f  • 


;'■•. 


Lehrsatz    4. 


Der  Hittelpunkt  der  grSssteii  unter  allen  Ellip- 
sen» welche  einem  gegebenen  Drei  ecke  eingeschrieben 
werden  kSnnen»  ist  d.er  Schwerpunkt  dieses  Dreiecks» 
und  die  Berührungspunkte  sina  die  Mittelnunkte  der 
drei  Seiten;  und  zwar  verhält  sich  der  Inhalt  dieser 

Ellipse  zum  Inhalte  des  Dreiecks  wie  «:3V3i 
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Uelber  die   tob  Polaren  imil  Atsywa^ 
ptotettchorden  eiiigrehlillt«B  Cwnrem* 


'  Ifemi  O.  Berman,^ 

CSuMatea  de«  li51ier«i  Sdutlanti  n  Oeblens. 


In  eioem  frilharen  Aufsätze  (TU.  XIL  Nr.  XXVIL  S.  SS.) 
warde  die  Beziehung  der  Asymptotenchorden  sa  den  Dingoanlea 
des  Vierecks  nachgewiesen  und  hieran  die  Abl^teng  mehrefer 
geometrischer  Relationen  geknOpft.  Hier  soU  Das  enras  ireilar 
ansgefahrt  werden»  was  am  Schlüsse  jenes  Aufsatzes  nur  in  aller 
Kflrze  erwähnt  worden  war,  die  Bestimmung  nSmIich  der  Ton  die- 
sen Chorden  eingehfiilten  Curven,  wenn,  mck  der  Pol  in  gegete 
ner  Bahn  fortbewegt 


Die  Gleichling  eines  K^^schnitts  sei 

Entwickeln  wir  zuerst  die  Gleichung  der  AsjrmptotendbordaB 
desselben  filr  den  Pol  x',  y*: 

Vorigen  wir»  ohne  Aenderung  der  Azen-Richtonff»  den  Aik 
fangspunkt  der  Coordiuaten  in  di^n  Plinkt»  so  wira  die  GM* 
chung  i2=0  Qbergehen  in 

oder  tn 
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+  (y»f2aa:y+jJa:^+2)y'+2dj:'+«)=0 

rad,   da  bekanntlich   die  Gleichane  der  Asymptotenchorden  des 
Anfnngnponkles  Üb  das  uraprfinglicfie  Sl 

war,  wint  sie  jetzt;  Air  den  neoen  A»fiiDgspiinkl  als  Pol,  aein:    . 

Um  diese  wieder  in  den  früheren  Coördlnaten  anazodrfioken, 
hal.nian  Moaa  y~|f^  statt  v,  x— -«^  statt  x  einzosetzen,  d.  h.  zum 
orapTfiosHcb^n  Anfangspurate  znrVckiükebren.  DIeee  SobsÜtatlon 
gjHn  aaeli  einigen  Reductionen  die  CrMdkong 

I 

—2'  (yH-2«ty+/Ja:'*-t) = 0. 
welcher  auch  die  Form 

Ipeg^beD  werden  kttia,   ale^dle  geeadite  der  ^ynptoteocliorde 
Rt  dflo  Pol  «',  y'  und  die  Directrix*)   A=0. 

Die  DilereDtiaiglelcbung  von  (1)  wird  sein: 


CSanx  analog  wOrde,  sich  die  allsemelne  GMcbnng  der  Polaren 
oder  BorShningscborde  entwickeln  lassen;  doch  'flibren  wir  diese 
Entwtckelung  um  so  weniger  aus,  |ds  das  Resultat  ein  bereits  be- 
kanntes ist.    (S.  PI  Ocker  Entw.  S.  157.). 

äebeisst 


I^H 


*9    8o  wellen  wir,  wie  rim  fiMriaMe^M  frabefte  Aefiiliaf  biuieiH 
werde  ^  den  gegebeeea  Kogels^bnltt 
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Ihre  DifferentialgleichuDg  ^      ~ 

Das8  (1)  uod  (2)  parallel    sind   und  dass  erstere  die  Enifer 
nung   der   letsteren   vom  Pbofcte  s'i  y  haibirt»    ist  bebural 
lässt  sich  aus  den  Gleichungen  ersehen. 


Es  fassen  sich  schon  letcht  folgende  Resultate  angeben: 

Aas  Gleichung  (1)  ist  ersichtlich»  dass  sich  alle  Asroiptoteo- 
efaorden  dann  im  AnfangsponJcte  schneiden  i  wenn  die  oaaii  des 
Poles  ein  Kegelschnitt 

ist.  Nun  i8t  aber  dieser  der  gegebenen  DIrectrix  fihnUcfc  vnd 
fihnitch  liegend  und  schneidet  sie  überdies  in  denselben  Mdcn 
Punkten,  wie  die  Polare  des  Anfangspunktee,  da 

Hieraus  ergibt  sich  also  unmittelbar  der  Satz: 

Schneiden  sich  ähnliche  (und  ähnHch  liegende)  Kegelsdboitte» 
was  tninier  in  zwei  Punkten  stattfindet,  so  treffen  sich  die,  Asyni- 

Stotenchorden  für  alle  Punkte  des  einen  Kegelschnittes  als  Bahn 
68  Poleai  in  Bezug  auf  die  anderen  als  Directrix  in  zwei  festen 
Punkten,  die  erhalten  werden,  wenn  m^an  >|in  die  Directrix  da,  wo 
sie  von  der  Bahn  geschnitten  wird,  Tangenten  zieht ,  deren  Durch- 
Schnittspunkt  ein  solcher  fester  Punkt  ist  Liegen  diese  Pnn&le 
in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  geht  die  Bahn  des  Poles  datdi 
die  beiden  Endpunkte  eines  Durchmessers  der  Directrix,  so  wer- 
den die  Asymptotenchorden  anter  sich  parallel  sein. 

Wendet  man  dieses  auf  den  Kreis  an^  so  resultirt  der  inte* 
ressante  Satz  (Taf.  YHl.  Fig.  1): 


„Die  Halbirungslinien  der  Tan^ntenpaare,  die  man  von 
gen  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegenden  Punkten  an  einen 
anderen  Kreis  zieht,  schneiden  sich  in  einem  festen  Punkte.*' 

Eine  wettere  Betrachtung  der  Gleichung  (11  zeigt,  dass,  weöe 
sich  der  Pol  auf  der  Geraden  tt^+ßx-t-i^^O  bewe^,  weltbe  die 
der  Axi^  der  x  parallelen  Chorden  der  Directrix  halboi,  die  Asym- 
ptotenchorden  parallel  der  Axe  der  x  sind;  bewegt  er  sich  Dtn- 
ge^en  auf  der  Geraden  ff+ax-i-y^zO,  die  alle  der  Axe  der  y  pa- 
rallelen Chorden  halbirt,  so  sind  sie  der  letzteren  Axe  parallel. 
Mit  aaderen  Worten:  Bewegt  sich  der  .Pol  auf  einer  durch  den 
Mittelpunkt  der  Directrix  gehenden  Geraden,   se  sind  Jim  Asyair 


fMemhocdm    («*dl  Polirea)   de«    MgeorifeMteo  jUunduMsser 

Es  fitbrt  diesem  fi^enn  man  deo  Durchschnitt  der  Genfcdeitf  mit 
der  IHrecttix  zum  role  wSblt«  lU  dem  helcannten  8at^e ,  dasT'die 
Tmngente  am  Endpunkte  eines  Diameters  paraliel  dem  zngeofd* 
neten  ist 


«  • 


Ist' die  Bahn  des  Poles  eine  gerade  Linie,  so  haben  wir,  da 
Polaren  in  diesem  Falle  einen  'Punkt  umhOllen,  bloss  Das  zu 
berficksichtigen ,  was  uns  die  Asymptotenchorden  geben.  Mffthlen 
wlf  die  Bahn  zur  Aze  der  Xy  so  halten  wir  aus  der  nun  anzunek- 
äsenden  Gleichung  derselben  jf'ssO,  so  wie  aus  den  Gleichungen 

(1)  und  (10  o:",  Y  und  ^  au  elimhilren«    Mittelst   y'^O   wird 
6Mehmig<l)    (aff'1-f)^4'(/lx'+^ar-^|(|ld:'*--«)äEda, 

(10      yrs-Jc«-«*) 

oder 


Ben  Werth  Ton  :xf  In  (1)  sriistitairt,   gibt  als  Gteichu^^  der  ge* 
sachten  Umhalinngscurve 

also  eine  Parabel 
Setzen  wir 

»  *  •  *       5 

•oUt  .  ' 

* 

die  Oeieboag  derselben,. welche  demnach  die  Giäde  £=0  de  be-' 
r0hrt,  wo  n^O»  die  ein  Durchmesser  der  Parabel  ist»  sie  schnei- 
4at«  Pa  flner  die  Ordinaten-Axe  keine  Bestimmung  getroffen  war 
und  «1=0  eine  dem  zugeordneten  Durchmesser  des  der  Axe  der 
irr  pamllefen  Durchmessers  parallele  und  durch  deo  Anfangspunkt 
der  Cootdtnaten  gehende  Cierade  Ist»  so  wollen  wir  als  An  der 
m  eine  in  der  eben  angegebenen  Richting  dursb  den  MÜtelpankl 
der  Directriz  gehende  Gerade  ansehen. 


4M7V 

.   m«  Liirfe  i^9  M  «ffeoliar  die  AgyHpMwchffc  Ar  4cn 

DarchscfanlttspumLt  dieser  Geraden  mit  der  Bahn  das  Peles  im 
Be^ng  auf  den  gegebenen  Kegelsdinitt  |Je.  Directrix  nnd  diese 
mmam,  nach  dem  am  S^ckloiifie  des  vorbeigehenden  Abechnitfe« 
Geaagten,  der  Bahn  dea  Poles  parallel  sein. 

Bei  der  eben  eingeflUirten  Bestimmnng  der  sweHen  Axe  in 
der  Gleichung  der  Directrix  a  nnd  dssO,  Indem  letitere  ^neraeün 
anf  dieselbe  Axe  als  Durchmesser»  andererseits  auf  eine  dem 
augeordneten  Diameter  derselben  parallele  Linie  besogen  ist«. 

Als  Gleichung  der  resultirendei^  Parabel  hat  man  also 


■t 


(30  ^«+3ry+«»0 

I  > 


^-|(^^) 


wie  letehi  a  priori  gescUossen  we^em  konntf»,    da  —  ^aiick 

aus  der  Gleichung  der  Aarpuptotenchord^  des  Anfangspunktes  als 
Durchschnitt  derselben^  mit  der  Axe  der  jf  resultirt  v 

Ist  die  Directrix  eine  Parabel,  so  erhellet  leicht,  da  die 
Asymptotenchorde  in  diesem  Falle  die  Tangente  in  dem  Punkte 
ist»  wo  der  vom  Pole  aus  gezogene  Durchmesser  die  Parabel 
trifly  dass  Directrix  und  Einhfllhui^scorve  zusammenlallen.  Die- 
ses  ergibt  sich  auch  aus  der  Betrachtung  ihrer  Gleichungen,  die 
dann  loentlecb  werden.  Da  nfimttoh  dann  /3=:a*  ist»  so  wM  die 
Gleichung  der  Directrix 

(arf  «*)•+%+ M« + «^0, 

und  ganz  Dasselbe  wird  Gleichung  (3)  flir  /l=iA 

Man  hat  demnach  folgende  einfache  Constructfen  der  Umhtt- 
famgscurve  (Taf.  VUL  Flg.  2.): 

Durch  den  Mittelpunkt  O  des  gegebenen  K^;elschnitti  siehe 
man  eine  der  Bahn  Aß  parallele  Linie,  constnitre  den  zugeord- 
neten Durchmesser  und  yerlingere  denselben,  bis  er  die  Bun  im 
Punkte  P  schneidet.  Ffit  P  als  Pol  ziehe  man  die  Asymptoten- 
chorde  Mt  zum  Kegelschnitt,  Irelche  der  Bahn  parallel  sein  wird, 
und  eonstruire  eine  ParabeL  welche  letztere  da  berOhrt,  wo 
jener  Durchmesser  sie  schneidet,  und  die  denselben  db^nfkHs  zum 
pirpdim^er  hat 

^  Geht  die  Directrix  b  ein  Sfßttm  S9f eier  jSeraden  .Ober  (Taf.  VUL 
W^^h  (^K^  i^h  so  hat  man  (Entjr.  sT  13t),  iß  bereits 
di4i  Am  «deniy  so  atlegt  winde «...i^ißs  ^  nnd  d  verschwänden, 
d  k  hier  so,  dais  sie  4m  StOck  a6  halbirt,  noob  <=^)^. 
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-  AIm  OMelwa;  dM  Syttumm: 
oder 

Die  delcbmig  (30  der  reealtirendeo  Parabel  wir4  dam 

ee  daae,  wie  durch  Subtraction  bacferGMchüngep  erhellet,  ^hsO, 
d.  h.  die  Aze  der  o^,  gemeioschaftlicfae  Chorde  ist  Die  Parabel 
becOhrt  demnach^*  das  System  lo  den  beiden  Punkten  a  and  b, 
wo  die  Bahn  des  Poles  es  schoeldet  Sie  berührt  ferner  die 
Asyaiptotenchorde  nm  des  A^fiingslMinktes  O,  die  leicht  zu  con- 
strvireo  ist,  so  dass  man  drei  Taegeoten  derselben  und  die  Rieh- 
tmg  des  Darchmessers  kennt 


i4-MM> 


Ist  die  Bahn  des  Poles  ein  Kegelschnitt»  so  wird  die  Ent- 
wickdang der  ton  den  Asymptotencnorden  eingehüllten  .Cnnren 
•dv  complidrt  Am  «nbdbsten  scheint  folgendes  Verfahren  sa 
•ein: 

Man  lege  die  Coordinatenassn  «o«*  dass  der  Anfangspnnkt 
la  der  Bahn  liegt,  die  Axe  der  as  durch  den  Mittelpunkt  der  Bahn 
«bt  and  die  Axea  niriiicb  Rr  Bahn  und  Diirectra  sugeovdneten 
Durchmesser  parallel  sind,  was  auf  folgende  Weise  geschieht: 

Die  Gleichung  der  Directriz  Ist  AssO,  die  der  Bahn 

dan^  hat  man,  wenn  die  Gleichungen  jf^aXf  f=^x  die  neuen 
beseichnen,  «  und  «^  aus  den  bmdeo  Gleichungen: 

Oitf  -f-lB'(«-f  O-f-ZCssO  (Entw.  S.  13&); 
ins 

EU  bestimnieii,  woraue 

0    %.  Bdifaus  dU«  früicrfls  AutatsM. 


3 

wodurch  or  and  o'  Terachwiodefi. 

Afen  hdit  deomach: 
Gleidmiig  der  Bahn: 

Dif^eotlalgleichung  der  Bahn: 

Gleichung  der  A83nBptotenchorde  für*  o=0: 
Diferentialgleidniilf  der  ABymptotenchorde  flfar  ossO: 

wonn^  ^ ,  IC*,  y  n.  eliminim  iat. 

Die  C<HnbiDstiQB  der  beiden  DitereatUgleichu^eB  Saint: 

Letzterer  Werth,   in    die  Gleichans  der 
anbatitnirt,  gibt  f&r  x*  Ae  bibiscbe  Gleichadg 


AeynptetenehN'e 


oder,  x—x'i=v  geaetit. 


e» 


^ jR?=h ^- 


1 

HftI  iMtt  ans  dMMibaii  af^  und  »Iflilo  «ircb  y  cefiiBdUn,  00 
find  die  gefandenen  Wefthe  iii  die  Gleichung  der  BabB  zu  eiib- 
etitiiiren,  wodurch  im  Allgemeioen  eine  Curve  l^ett  Cbitdes  re^ 
ralttrt 

Es  Ist  (ans  dem  frfiheren  Aufsaize)  belcaiiDt»  dass  dieee 
Cnrve  durch  die  Punkte  geht»  welche  Bahn  und  Directrix  ge- 
meinachaftlich  haben.  Liegen  alao  beide  Kegelschoitte  gani  aus 
einiger»  so  wird  auch  die  €urte  sie  nicht  schneiden  9  jsonst  aber 
in  zwei  oder' vier  oder*  im  Beröbrungsfaile,  in  eitfem  oder  in  drei 
Punkten,  deren  Coordinaten  tfich  durch  EHmina^on  Ton  x  oder  ^ 
aus  den  beiden  Gleichungen: 

und 

flvgeDflik 

Sind  Bahn  und  Directrix  lihnliche  und  fthnticfa  (legende  Ke- 
celschnitte,  so  ist  o'si«» /3'=:^.  Die  vorstehenden  Ausdrflcke 
für  a  und  o*  werden  in  diesem  Falle  ungültig;  man  hat  bloss  die 
eine  GIddiung 

mit  welcher  die  zweite  identisch  ist,  wie  auch  zu  vermutheo  war, 
well  In  diesem  Falle  zwei  zugeordnete  Durchmesser  der  einen 
Cunre  stets  zwei  entsprechenden  (ilr  die  andere  parallel  sind.  In 
diesena  Falle  reducirt  sich  die  Gleichung  filr  e  auf  den  zweiten 
Grad.    Sie  wird 

Bezeichnet  man 

V  Ä'Ote+d)(fiyHd)— d(d— doy  mit  ü, 
SO  wird  die  Crleichnng  der  DmhOllungscurve: 

Sind  Bahn  und  Directrix  Kreise,  so  ist  /3s  1 


*)    Im  AUgemeio^a  mnw  die  GleldHug  4er  Curre^eis: 


und  die  GleidiaBg  der  Cnrre 

welche  beiden  letetorea  Gldchisgeii  eieb«   aH%el^M«    Aof 
Punkt  reduciren,  wie  Im  Anfange  noch  geieigl  wurde. 


Betrachten  wir  diejenigen  Corren,  die  dnrch  ElnhMImig  foa 
Polaren  oder  Berfibmngschorden  erzengt  werden,  wenn  der  Pol 
eich  auf  einem  kegelscnnitte  bewegt»  so  erleichtem  wir  ma  die 
ünterencbung  dadurch»  daas  wir  die  Terechiedlenen  Arten  der  Bahn 
einzeln  eiDlöhten« 


a)    Die  Bahn  ist  eine  Elllpae  oder  HyperbeL 


Beziehen  wir  sie  auf  zugeordnete  Dnrchmeaaer»   so  dann  wir 
die  Gleichung 

haben»  deren  Diferenüalglelchung 

Ar'""  *  «y 

Ist 

Subatituiren  wir  letzteren  Werth  in  Gleichung  (30  $  so  remftirt 

Dies»  in  Gletehung  (2)  aubafituirt»  gibt 
wonu»  '    i  > 

Dies,  in  dicGIeicbung  der  Bahn  eingeaetzt,  gibt  nach  efaiigeii 
Rednctionen: 


.    »1 


als  Glelehiiiig  der  geanfhteii  UmUHuBsseonre,  welche  alae  tod 
deira^btn  Art,  wie  die  Bahn,  4.  K*  eine  EHipse  oder  Hyperbel 
sein  wird ,  je  nacbdein  es  jene  Ist 

Setzen  wir 

80  gebt» 

d—tty  ßy—tti 

I 

geoetst.  wo  :ro,  jfo  die  AKttelpnnkts •  €oordinaten  der  Directrix 
sind ,  miebang  (4f  tfber  in 

welcbe  Gleicbans  nicbt  den  Fall  nmfiMsen  kann*  wo  die  Direc 
(rix  eine  Parabel  ist,  weil  dann  die  Linien  17=0  und  |=0 
nrallel  werden,  yjf^  -f  dx^  jf  f  mnss  immer  positiv  sein ,  weil 
der  Mittelpunkt  der  Directrix  in  positiver  Richtonff  jenseit  der 
Geraden  yy-f  4jr-|-«  =  0»  der  Asymptotenchorde  des  Anfangs 
Regt  Bexeicbnen  wir  den  Ausdruck  mit  i',  so  ist  ersichtlich, 
dass  die  Cnnre  durch  den  Durchschnitt  des  Systems  ii*i}^6*P=30 
and  der  Geraden  ^^-ffoS  —  c'^O  seht  Ihre  Gleichung  verein* 
facht  sich,  wenn  man  eioe  der  Cooroinatenaxeh  durch  den  Mittel* 
Milkt  der  Directrix  legt,  wodurch  ^0  ^^^Jfo  v^rsehwindet. 
Wihlt  man  z.  B.  die  Centrale  Ton  Bahn  und  Imectrix  znr  Axe 
to  or,    Ito  verschwindet  yo  ^"^  ^'^  Gleichung  der  Cnrve  wird 

.  (4*)    (Ä^*o*)'»'±**|»  +  2«b«-^-«^=0, 

SO  dass  die  Axe  der  tf  ein  Dwchmesser  ist  nod  die  der  i;  dem  su« 
geordneten  desselben  In  der  Entfernung      "^  ^    parallel     Hüft. 

Sie  sdineidet  die  Axe  der  {  in  den  Pimkten  Jb  t-V±I,  alsonnr 

(Kr  den  Fall  der  Ellipse,   die  der  ti  In  den  Punkten  — -j-* 

Die  Polare  des  Mittelpunktes  der  Directrix,  als  Anfangspunk- 
tes  der  C  und  ^,  in  Bezug  auf  die  gefundene  Corve,  ist  ^=5ir> 
also  der  Axe  der  £  parallel.    (Taf.  VUL  Fig.  4.). 


M2 


* 


Fflr  den  Fall»  das«  die  Bahn  eine  Htperbel  utt,  lisst  efck 
auch  ihre  AsymptoteogleichaDg  af^f^^A^  riebnieo,  deren  Biffcren- 

ttalgleichpng  7^^="~^^  >s^  Dann  resultirt  aofdie  frühere  ^eiae 
die  Canre 

(>y  +  &r+f)«=4il«(y+«r  +  y)  (ojf +/Jx  +  d) 
oder 

(5)  4iiHii=(at)i|— yo£— «0»» 

wo  aicli  iTn  oder  ffo  nicht  a»ebr  wMMcfibriicb  fortecbaffen  iSatt 
Die  Carve»  eine  Hyperbel»  geht  durch  den  Durchschnitt  der  Ge- 
raden   £=0  und   i^srO  mit  der  Geraden  aroY'~fo$^<'=0  oder 


Sind  Directriz  und>ßahn  concentriach ,  eo  ist  jrb=«i3=0  nd 
d^hung  (40  gebt  Ober  in  .        ^ 

Gleichnng  <5)  in 


in  = 


lA* 


ist  in  diesem  Fallt»  wenn  die  Bahn  eine  Ellipse  ist,  die  Diredrii 
ein  Kreis  und  die  Gleichung  dessellien  ^+j^*s^i^9  so  ist  die 
resultirende  Curve  die  Ellipse  a^^  +  bl^a^isr*,  «4ie  also  mit  d« 
Bahn  a^'  -|-  6*j;*=a>6*  concentrisch  ist.  Ist  die  Bahn  seliift  eii 
Kreis»  o.  h.  hat  man  zwei  concentrische  Kreise»  so  ist  a*=äi^R^» 
Die  resultirende  Giirve   ist  dann  ein  dritter  concentrischer  Kreis 

y^  +  a:*^j^\   Der  Badins   desssjbw.ist  al^ -^cis  ^^   so  diss 

oir—r:R     Es  Ist  auch  in  der  Tbat  In  Taf.  Vlll.  Fis.  i.  s.»  da 
On=:OH'i  ^  ; 

,        ;  OmiOnssOniOp.' 

Ganz  analog  verhält  es  sich»  wenn  die  Bahn  eine  Hyperbel  ist 

FOr  den  Ausnahroefall»  wo  die  Directrix  eine  Parabel  ist,  bat 
man  /7=:a*.     Dann  gehl  Gleichung  (4)  filier  in 

(6)  o«[«(y  +  «ar  +  y)  +  a-«y]«  +  6«(y+oa;+y)«   " 

=  (Wf +  **  +  «)•• 

Nimmt  man 

3ff  cu*-|-r=|»    yy  +  dar+«=:iy; 

so  hat  man 
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(6*)       i|«=(««a*dt*»)t*-»-3«««(«-«y)J +  «•(*-«/)». 

ehen  Kegdschnltt»   für  den  di«  I^nie  |sO>ein  Diaineter  ist  ond 
die  Linie  i^^O  dem  zugeordneten  in  der  Entfernung 

ßirallel.  Er  schneidet  die  Linie  £=:t)  in  den  Punkten  db^C^—oy)- 
ie  Gleichung  desselben  vereinfacht  sich ,  wenn  man  die  Axe  aer 
X  so  legt,  uass  sie  ein  Durehmesser  der  Dlrectrix  wird.  Dann 
muss  in    der  Gleichung  der  letzteren  a^O  werden,    und  es  ist 

t^y-fy-    Also  Gleichung  der  Curve: 

d.  h.  eine  Hyperbel,   wenn  die  Bahn  eine  Ellipse  ist  und  uroge 
kehrt    Auf  aer   Linie  i^^O  schneidet  siq  die  Stficke  ±  ad ,   auf 

der  Linie  4=0   die  Stöcke  ±^V^fl  ab.    (Taf.  VUI.  Fig.  5.). 


b)    Die  Bahn  des  Poles  ist  eine  Parabel. 

Ihre  auf  zugeordnete  Durchmesser  (Tangente  und  Durehmes- 
ser) bezogene  S^heltelgleichung  sei  y'*=2/iar'.  Nach  den  bekann- 
ten Eliminationen  ergibt  sich  ab  Gleichung  der  Curve 

(7)    p(y  +  «r  +  y)«=2()ry+dÄ+t)(«y+pj?+dh 
y  +  fi«r  +  y=|,  «iy+/3«  +  d=i?  gesetzt,  gibt 

(70        pP  -  'ijrofi?  -2^01?*  +  2«'  1^=0, 

I 

eine  durch  den  Durch^bnitt  der  £  nnd  17,  d.  h.  durch  den  Mit- 
telpunkt der  l>irectriz  gehende  Hyperbel.  Legt  man  die  Abseis- 
sen-Axe  durch  den  Mittelpunkt  der  Directrix,  so  geht,  da  yo=^» 
(7')  aber  in 

p6«-iroi?«+2(«xo+0n=0, 

80  dass  die  Corve  auf  Axen,  die  zugeordneten  Durehmessern  pd- 
raUel  sind,  bezogen  Ut.     (Taf.  VUI.  Fig.  6.). 

kt  auch  die  Direcftix  eine  Parabel ,  so  hat  man  als  Gleichung 
der  Curve     - 

p(y +!«?+/)•  =  2  (xy+te+t)  f«(y+«a? +y) +d-flry] 

% 

Theil  \IV.  *« 
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tftehende  Gleichung 

P  (y +«»)•= ?(&r+«)  t«(y+««) +«]  • 

y-^ax=:tj,    Jar+€=:£    gesetzt»  gibt: 

Dieselbe  ist  also  eino  Hyperbel »   welche  durch  den  Durch- 
schiiittspunkt  der   Geraden 

{  =  0  und  ^  =  0 

gebt   und  erstere  zum  Durchmesser  hat,    letztere  zur  Tangente. 
bre  Construction  bietet,    da  17=0  und  £=0  nach  dem  Frülieren 
bekannte  Linien  sind,  keine  weitere  Schwierigkeit. 
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Velwr  4ie  Be^HliMlaiiff  der  Theorie 

der  elliptiselieQ  Ffmetloiiea  durch  die 

BetrachtuniP  unendlicher  Doppel- 

producte. 

Von 

Herrn  Ladwig  Schläfli, 

Dorenten  der  Matbeniatik  in  Bern. 


Btffcaoiitiich  iverden  die  eKiptischeo  Fcmctfonen  sinam^r, 
cosamxr,  Jamw  QDendlich  gross  oder  verschwinden  der  Reihe  oacb^ 
weoft  der  Werth  des  Argaments  a:  resp.  die  Formen 


2m#r+(2«+l)*?  V-I,       imK  f  2nK'  V^, 

aonimmt,  wo  m,  n  beliebige  eanse  Zahlen  nnd  K^^  K'  die  den 
beiden  compleinentären  Modmo  k,  k  entsprechenden  vollstfindigeir 
eUiptiscbeo  Integrale  der  ersten  Art  bezeichnen.  Sie  sind  also 
gleichsam  als  Brflche  anzosehen,  deren  Zfibier  sammt  dem  ge- 
meinschafliichen  Nenner  ganze  Functionen  von  unendlich  hohem 
€inM)  sind»  deren  lineare  Faotoren  die  Form* 

habe».    Von  dtesev  BesohaSeiihelt  ^nd  mtti  4fe  vo«  Jacob!   in 
seinen  Fandamentis  Novis  mit  Hund  8  bezeichneten Fonctic^ 
pe»«    Während  aber  in  diesem  vortrefiflichen  Bliebe  die  gebroche- 
nen oder  eigentliobei»  eJliptiscbea  F^oetione»,   wie  sinamar,    den^ 
Aasgangspunkt  bilden,  von  dem  aus  durch  eine  wunderbare  Ver- 

26* 
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kettuug  von  (Traiisfdrroationeii  zuletzt  zur  Theorie  der  ganzen  elUp- 
tischen  Fanctionen,  wie  8ar,  eelanst  wird,  so  treten  andererseits 
die  Eigenschaften  der  elliptischen  Functionen  fiberhaupt  nidit  min- 
der in  ein  «helles  Licht »  wenn  man  von  den  ganzen  eUipHscheo 
Functionen  Sx,  oder,  was  dasselbe  ist,  von  unendlichen  üoppet- 
producten  ausgeht.  Diesen  Weg  hat  Caylev^  eingeschlagen» 
und  Eisenstein**)  hat  das  Wesen  der  fragllcnen  Doppelprodade 
einer  sehr  genauen  Untersuchung  unterworfen.  Wenn  man  in  m5g- 
lichster  Kurze  die  bekannten  Sätze  über  die  elliptischen  Funcüo- 
nen  beweisen  will,  so  scheint  mir  der  genannte  umgekehrte  Weg 
diesen  Zweck  am  besten  zu  erreichen,  besonders  wenn  man  die 
daraus  entstehende  Schwierigkeit,  'dass  ein  und  dasselbe 
Doppelproduct  je  nach  der  Anordnung  seiner  Factoren  versdiie- 
dene  Werthe  ciarbietet,  durch  geometrische  HüllsvorsteUungen 
erleichtert. ^Einen  Umstand,  der  ihnen  freilich  bekannt  sein  mosste» 
scheinen  mir  beide,  Cayley  und  Eisenstein,  nicht  erwfthnt  sa 
haben,   dass   nfimKch  von  den  unendliehen  DonnehrodiictHi  aoB 


eine 


in  den  Fundament is  npvis  noch  unerleuigte  F^age  ohne 
le  Mfihe  entschieden  wird.    Die  beiden  Integrale 


grosse 

K^  n       ^ 

J  V(l-j:«)(l  — it«a:^ 

in  deqen  die  Variable  x  resp.  die  zwischen  0  und  1  fiegend^a 
reellen  und  die  zwischen  0  und  -f-ooV— 1  liegenden  rein  imi^iiiS- 
ren  Werthe  nur  einmal  durchläuft,  haben  offenbar  jedes, einen  ein- 
siijen,  bestimmten  Wertb,  mi^^der  Modul  k  reia  older  complez 
seni.  Bezeichnet  nun  Nirgend  einen  der  n^lTModulo,  welche 
sich  aus  dem  reellen  Modul  k  durch  eine  Transformation  von  der 
ungeraden  Ordnung  n  ergeben,  so  sind  bekanntlich  nur  zwei 
Werthe  von  A  reell,  die  it— 1  üb^gen  sind  complex^  und  weno^ 

A'yf^l  die  Werthe  der  obigen  bestimmten  Integrale  bezeichoeo, 
falls  darin  k  durch  l  ersetzt  wird,  so  liefert  die  in  den  Fanda- 
me n  ti  s  eptwickelte  Theorie  der  Transformation  dafür  die  Aosdriicke 

n3J  nJU  ' 

wo  Jlf  den  Multiplicator  und  «,  ö  ungerade,  /?,  y  gerade  ZaUeo 
bezeichnen,  die  der  Bedingung 


•)    CaiBbrirfge    Mathanatioai  Joonuil  IV.    Maiheft  1W6.     te  ilie 
uYefM  «lliptic  faBdiont. 

♦•)  Cl>^fle'f  Jmimal.  XXXV.  Genaue  Untenmcfiang  dir  nnciuiliehea 
^opiicIpnHlacte.    (Septhr.   1847.)    Ebendnn.  XXVH.  Bemerkuniren  «ii  d«ii 
elliptitchen  uni  AbHichen  TrontoendeBten.    (Jan.    1844) 
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ai--ßyz=±n  . 

uud  ausserdem  noch  einer  linearen  Congruenz  gendgen,  die  von 
d^  besondern    Art  der   Transformation   fiter   Ordnung    abhängt; 

aber  ßr  die  tt— 1  complezen  Moduln  k  Hierden  dort  A,  JÜ^^l 
nicht  völlig  bestimmt  Auf  unserm  Standpunkte  wird  sich  zeigen, 
dass  diese  Bestimmung  nicht  in  allgemeiner  Weise  gesehenen 
kaan^ sondern    von    dem    jeweiligen    numerischön    Werthe    von 

|s —  abh&ngt. 


§.  1. 

Ueber  die  Anordnung  der  Factoren  des  uuendlicben  Doppel- 
prodocts  und  0ber  die  Convergenz  desselben. 


y 


Man  denke  sich  ein  System  rechtwinkliger  Coordinaten  in  der 
Ebene;  dessen  Ursprung  sei  O  und  P  irgend  ein  durch  die  Ab- 
0cisse  fk  und  die  Ordinate  q  bestimmter  reeller  Punkt.  Die  An- 
schauung   dieses  Punkts  P  gelte   als  Zeichen  ßir   die  compleze 

Gffjtose  p+o V — 1 ,  so  wird  jeder  .complexen  oder  reinen  GrOsse 
ein  reeller  Punkt  in  der  Ebene  entsprecnen  und  umgekehrt  Dann 
•feflt  der  Abstand  OP  des  Punkts  vom  Ursprung  den  Module 
vnd  der  Winkel,  um  welchen  sich  OP  von  der  Abscissenaxe 
gegen  die  Ordinatenaxe  bin  entfernt,    die  Amplitude  der  GrOsse 

»+yV  —  1  dar.  -Es  seien  e,  b  zwei*  beliebige  Gr5ssen,^  deren 
bezeichnende  Punkte  A,  ß  nicht  mit  dem  Ursprung  in  eine  und 
dieselbe  Gerade  Mlen,  so  entspricht  der  Formel  ma^nb,  wom, 
fi  ganze  Zahlen  bezeichnen,  ein  System  von  Ober  die  ganze  Ebene 
xentreuten  Punkten,  die  sSmmtlich  durch  ein  Netz  mit  ^OAB 
coiq^enter  Dreiecke  unter  sich  verbunden  sind.  Mit  einem  Halb- 
messer A,  der  die  Dimensionen  des  Dreiecks  OAB  weit  übertrifft, 
beschreibe  man  nun  aus  dem  Mittelponkt  O  doen  Kreis  und  be« 
scbrSnke  das  Doppelproduct 

Z=^n ; — T — 

ma+no 

auf  alle  diejenigen  Factoren,  welche  innerhalb  des  Kreises  befind- 
lichen punkten  ma  +  nb  entsprechen,  mit  der  einzigen  Ausnahme, 
dass  im  Nenner  der  dem  Ursprung  O  entsprechende  Factor  0  weg- 
Ollt«  wfibrend  im  Zähler  der  demselben  Punkt  entsprechende  Fac- 
tor X  stehen  bleibt  Es  fragt  sich  nun,  ob  die  Function  z  von  x 
(Qr  einen  unendlich"  gross  werdenden  Halbmesser  k  einen  bestimm- 
ten GrSnzwerth  hat 

Da  jedem  innerhalb  des  Kreises  k  gelegenen  Punkt   ma-t-nb  • 
ein  ebenfalls  innerhalb  liegender  diametral  entgegengesetzter  Punkt. 
ffta^nb  entspriehl,  so  darf  man  auch  setzen: 
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WO  dag  Ooppelproduct  Ü  alle  vom  KreUe  k  ttidschbMetieii  Pdokte 
mit  Aiisiiabma  dea  Vtsptuoga  O  nmrasftt.  Wird  der  begränft^iMi« 
Ki^is  bis  auf  den  llalbniessi^r  J^  erweitert ,  so  «oft  die  Function  9 
In  2'  fibergeben;  dann  ist 

?-^f  V"'(ma+it6)V' 

wo  das  Doppelproduct  alle  Factoren  entbSity  welche  den  zwischen 
beiden  concentriscben  Kreisen  k,  k  befindlichen  Ponliten  ma\9b 
entsprechen.  Geht  man  za  den  Logarithmen  fiber»  so  verwandelt 
sich  das  t)o|>pelprodnet  In  eine  Doppehinmttie  mit  denselben  Ortn- 
zen,  und  oiraait  man  den  Modul  von  x  als  tohr  klem  in  Vergleich 
mit  k  ao,  ao  kann  man  rechts  die  Logaritbnien  In  conver- 
gente  Reihen  entwickeln;  man  bekommt: 

LSjSst  man  in  dem  oben  erwähnten  Neta  von  Dreiecken  aQe 
mit  J^  parallelen  Geraden  weg,  so  bleibt  ein  Netz  von  oon^ 
grtienten  Parallelogrammen  zarfi^K;  der  Inhalt  eines  denelben  «ei 

e  und  positiv»  so  ist,  wenn  der  Faetor  von  V*^l  In  der  csmpieir* 
en    tirOsse  -  positit"  Ist,  A.  h.  wenn  der  Winkel  AO^  dös  Pa^^ 

rallelogramms  swiscfaen  0  und  0c  liegt,  nnd  wenn  «',  A'  dle^eotf^ 
jogirten  Wertbe  von  «i»  6  bezeichnen. 

Dann  kann   die  Bo^ebuniroe 


fSglich  mit  einem  Doppelintegral  verglichen  werden,  wdrin  c  dordi 
das.  Flächenelement  und  ma-f  ti6  durch  die  seinem  Orte  entspre- 
cnende  complexe  Zahl  ersetzt  ist  Schreibt  man  in  jedes  Tön  der 
Peripherie  des  ICreises  k  durchschnittene  Parallelogramm  deh  B6^ 

trag  j^  M^  4ddirt,   so  glebt  die  Snnmie  «Ine  ^ngelHire  Voi^M« 

Inng   von    der    Grösse    des    Fehlers,    den   man    b^eht,    wena 
man    wirklich    das    Dofipelintegral    an   die    Stelle     aer    Doppel 
summe  setzt   Derselbe  ist  also  nicht  grosser  als  von  der  Ordnung 

T-  ufid  muss  daher  beim  Unendlichwerden  von  h,  verschwinden. 
Aus  demselben  Gtunde  t^mimen  die  in  der  fechten  Seite  der  ^i* 


3M» 

geD  GleichuDg  auf  das  erate  folgenden  Glieder  noch  weniger  in 
Betracht,  da  sie  den  Ordnungen  p*  ä5«  ••••   angehören.    Ist  nun 


re^ "^     ^^    ^^   ^^-V^   gesetzte   con^nuirllch    veränderliche 
Grösse,  so  bt  rdrdt^  das  Fläehenelaineiit;  folglich 

aog  j  =  —  c   /*    /**'iir-2^V=l  dtpdr^ü 

1 

mU  einem  Fehler  von  der  Ordnung  -r-    Also  bat  ftir  ein  beüebi- 

ges  Arranent  m  mit  endlichem  Modul  die  Fuuetien  i  beim  unend* 
lichefi  Wachsen  von  A:  einen  einiigen  bestfmmten  Werth. 

Dieser  Beweis  grflndet  sich  wesentlich  darauf«  dass  die  inner- 
halb des  das  Doppelproduct  begränzenden  Kreises  liegenden 
Punkte  ma-^-nb  paarweise  einander  diametral  entgegengesetzt  sind« 
wodurch  das  Doppelproduct  zu  einer  ungeraden  Function  von  x 
wird.  Häk  man  den  Ursprung  O  und  den  begrenzenden  Kreis  k 
fest  und  versucht  es,  das  System  der  Punkte  parallel  mit  sich 
selbst  au  verschieben,  so  dass  die  Eigenschaft  der  diametralen 
Entgegensetzung  je  zweier  Punkte  bleibt,  so  kann  diess  nur  auf 
drei  Arten  gescbsh^n,  indem  der  Punkt,  der  frOber  in  O  war,  sieb 
resp.  in  die  Mitte  jeder  der  drei  Seiten  des  Dreiecks  *OAB  be- 
gieht.  Weil  aisdann  der  Ursprung  leer  bleibt^  %o  sind  alle  drei 
entstehenden  Doppelproducte  gerade  Functionen.  Ich  bezeichnit 
nachCayley  alle  vier  Doppelproducte  resp.  mit  yx^gx^Gxy^x*)^ 
je  nachdem  ein  Punkt  des  Systems  in  den  Urspruns  O  oder  in 
di^  Mitte  von  OA,  oder  7on  iDif,  oder  endlich  von  AB  ßllt  Um 
diese  vier  Functionen  noch  deutlicher  zu  definiren,  will  ich  unter 
einem  System  von  Punkten  zugleich  das  Doppelproduct  aller  den 
einzelnen  Punkten  entsprechenoeu  comple:(ea  Grossen,  mit  Aus- 
schluss der  Null,  falls  diese  sieb  darunter  befindet,  verstanden 
wissen,  und  bezeichne  die  vier  fundamentalen  Systeme  von  Punk- 
ten nach  einem 'einzigen  zugehörigen  Punkte  resp.  durch 


<...  ß).  (1).  m 


filr  jedes  dieser  Systeme  hat  der  begränzende  Kreis  von  unend- 
Reh  wachsendem  Halbmesser  den  Ursprung  zum  Mittelpunkt.  Ver* 
schiebt  *man  nun  eines  dieser  vier  Systeme  parallel  mit  sich  selbst 
sammt  dem  begrenzenden  Kreise,    so  dass  nunmehr  der  Mittel* 

Sunkt  des  letztern  die  endHche  complexe  GrOsse  x  daratellt,  und 
ividirt  das  so  veränderte  System  durch  das  entsprechende  fiio- 
diunentale  System,  so  Ist  der  Quotient  resp.  eine  der  Functionen 
pr,  gx,  Gxf  (Bx.  Sie  mögen  gaese  elliptische  Functionen 

In  Petreff  der  Convergenz  der  drei  letzten  Doppelproducte 
gx,  Gx,  Qix  braucht  bloss  bemerkt  zu  werden,  dass  auf  diesel- 
oen  der  oben  fiir  yx  geRlhrte  iicweis  ntiverllndert  libergetragen 
wfrd^   kann. 


^    Da«  Zeichen  (ßx  war  hn  Micoi.  gtmä  ondentlich  gefchrlehen. 
Ich  habe  übe rall  den  Bachtiaben  <B  tels'en  lasten.  G. 


§.2. 

Ueber  itle  verschiedenen  Darsl«lhingen  eiher  nnd  derselben 
ganzen  elliptiechen  FuDctlon. 

Der  Werth   eines   der   beschriebenen   Ooppeli>roditcte    hSüKt 
nur  von  der  Lage   der  Punkte   ab,    auf  welcfie  es  sich   beziehl; 
das  Nets  von  Parat lelogram inen,  durch  uelches  diese  Pankte  ver- 
bunden sind,    ist  dabei  vQtlig  b' 
fn',  h'  ganse  Zahlen,   welche  a< 
gen,  und  mon  wird,  irenn  man  i 
ersetzt,  dasselbe  Punktensysten 
an  die  Stelle  des  Purallelo^^raiiii 
Constanten  a,  6  entsprachen',  ei 
den   Seilen   ma  +  uö,    m'a+n'b 
indem  maadie  Cnnstanlen  a,  b 
sen  elli|itischen  Function   aurnimmi, 

y{x,  a,  b)  =  Y(ir,  ma-^nb,  m'a+n'b). 

Die  Mitte  der  durch  ma-fnA  dargestellten  Seite  des  secandKren 
Parallelogramms  fKllt  in  eines  der  Tundanicnt^n  .Systeme 

G)-a)m- 

je  nachdem  m  ungerade,  r  gerade,  oder  m  gerade,  n  nngerade, 
oder  endlich  tn.  und  n  zogleicb  ungerade  sind.    Dann  wird 

g(x,  ma-t-nb,  m'fl+n'6) 

resp.  gleich 

gix.  n,  b).    G(x,  a,  b),    <ß(T,  a,  6). 

Wie  sich  die  Sache  in  den  anderen  Sfanlichcn  FSUen  verhSIt,  Ut 
daher  lacht  zu  beurtheilan.  Nur  mag  bemerket  werden,  dass, 
wenn  alle  drei  geraden  Functionen  mittelst  der  neaen  Darstellung 

Sna-fnö,  m'a+n'b)  in  sieb  selbst  zurück  kehren  sollen,  die  heidea 
ahlen    m,  r'  ungerade,     die  beiden    anderen  ni',    n  gerade  sein 
mfissen. 

Giebt  es  unter  den  unendüeh  vielen  Darstellnngen  einer  ood 
derselben  ganaen  elliptischen  Function  eine,  die  sich  vor  allcB 
Ührigen  aosaeichaatf  Diese  Frage  hingt,  wie  wir  spSter  sehen 
werden,  mit  der  Im  Eingang  erwabnlcn,  einen  complexen  Iraasfor- 
mirten  Modul  il  betreffenden  Schwierigkeit  enge  znsammeo.  Sic 
ist  mittelst  der  geometrischen  HOlfsvorstellung  leicht  za  entschei- 
den. NSmIich  unter  den  zahlloseu  Dreiecken  von  gleichem  Inhalt, 
welche  anstatt  de«  aDßnglichen  Dreiecks  OAB  genraucht  iverden 
kennen,   um- ein  und  dasselbe  System  (0,   n,  b)  von  Punkten  za 


erxengen,  giebt  es  nn  eia -einziftea  apttininküges,  und  dieses 
ist  immer  vorlisndsii.  Nur  nenn  ein  rechtninbliges  Dreieck  mite-, 
Gcb  ist,  so  gtebt  es  zwei  Ferschiedene  gegen  einander  svmraetriscn 
liegende  Netz«,  welche  eiw  zwei  syiumetriscben  recatniokligen 
Dreiecken'  hervorgehen. 

Um  BU  zeigen,  dsss' eS  nur  ein  spitzn inktiges  Dreieck  geben 
kann,  nehme  Ich  an,  ^OAB  sei  ein  solches,  OA  seirfe  kleinste 
Seite,  so  wird  das  entsprechende  Nett  ein  System  mit  OA  pa- 
ralleler  Gerarlen  enthalten ,    deren  Abstand  der  auf  OJ  senkrech- 

ten  Hübe  des  ^OAB  gleieh  und  daher  grosser  als  -^-OA  sein 
wird..  HPQ  sei  ein  anderes  mit  OAB  gleich  grosses  Dreieck, 
welciies  dasselbe  System  von  Ponkteu  erzeugt,  so  st^t  es  uns 
frei,  das  Eck  P  anf  der  oftmlichen  Seite  von  der  verlängerten 
Geraden  OA  zu  suchen,  auf  welcher  auch  fi~liegt  Suchen  wir 
P'm  der  durch  B  gehenden  ParalteMinie ,  so  dflrfen  wir  Q  m\tA 
msammcn fallen  lassen,  fiberzeugen  uns  aber  leicht,  dasa  das - 
neue  Dreieck  an  seiner  Grundlinie  einen  stumpfen  Winkel  beklim- 
men wird,  sobald  P  nicht  auch  mit  B  zusammenfallt,  Suchen  wir 
daher  P  in  irgend  einer  entfernteren  Parallele,  z.  B.  in  der  zwei- 
ten, dritten  n.  s.  f.  und  ziehen  dann  durch  Q  eine  Parallele  mit 
OP,  welche  OA  in  M  schneidet, '  so  wird  wegen  des  fcleichen 
Inhalt«  der  beiden  Dreiecke    04B  voA   OPQ    das  Stdck    OM 

gleich   ü'  T  n-  >•  f-  '<">  OA,    also  kleiner  als  t;»>  rp^n.s.  f. 

mal  der  Abstand   der  zuerst  erwähnten  Parallel linien  {OA)  sein. 

Also  ist  jedMfalla  der  Abstand  der  PanHelen  OP  mü  MQ  oder 

die  ans  Q  auf  OP  gefSllte  Höhe  di 

die  auf  OA  senkrephte  Hithe  des   u: 

b«  kann  die  Spitze  Q  nicht  auf  ein 

welche  OP  nicht  schneiden,   gesucl 

O  und  P  des  Ikeiecka  OPQ  spiti 

BBss  also  auf  einer  zwbchen  O  ni 

Uoie  nsucht  werden,  und  zngleicb  n 

SB»  liegen,  der  OP  sum  Durchmeaa 

gOastigsten  Fall,  wo  OP  nur  bis  an 

wd  beaelchnen  durch  L,  iV  die  heid 

Bitehende  Paralletlinie  von  OP  nnA,_,  _ „  _        . 

ZiPjedenfalb  kleiner  als  der  Radius  LO=LP;  folglich  j^ONP 
«in  Stampfer. 

idi  gestehe,  dasa  dieser  Beweis  einer  ffir  die  empirische  A'n- 
schamuu  sehr  ^leuchtenden  Sache  aeailich  weitUufig  erscheint. 
Der  algebraische  Beweis  Iddet  an  dem  nfimlicben  Uebelstande, 

Soll  das  ^OAB  spitzwiaklig  sein,  so  genfigt  es,  wenn  die 
reellen  Theile  der  beiden  complexen  Grössen  -  und  ^  positive 
Ichte  Brüche  sind.  Wenn  also  die  Punkte  P,  Q  den  complexen 
GtBasen  nut-f  n6,  iii'a4-Ti'6  entsprechen,  wo  «He  ganzen  Zahlen 
M,  n,  «',  H'  der  Bedingung  sin'— »i'ii=l  genOgen,  so  mOssen 
aach  die  redien  Theile  von 


4<K) 

Ina+nT  "***   tn'a-i^n^b 

positive  Sdite  Brüche  eelo,    wenn  dae  Preieqk  OPQ  epItsiHnlctlg 
sein  soll.    Nun  ist  aber 

m'a-i^n'b      n'       1         a  n^  ■    l       b 

ma-Ht6        n      fi  ma+»b      mm  ma-i-nb 

ma  +  nb *  ,    ^        a  w       1         b 

m'a  +  n'b^t?'^  Wm'a^n'b^  m'^  ir?nifa+nfb'     ^ 

Es  sei 

-«s  p  +  gV^t 

80  ist  0<;i<l,   weif  ^OAB  spitzwinldig  Ist;    also  der  reelle 
Theil  von 

^  I  •  k-  I 


'~'+"*  («+«»)(!  + 


'11        » » I      *  j  *        ■ 


ein  positiver  ächter  Bnieli,  fvei»  m  positiv  und  grvaser  ab  *— « 
ist^    Ebenso  ist  der  reelle  Theil  von    wj^-        ein  positivir  Schter 

Bruch 4  wenn  n  positiv  und  grosser  als  —  m  ist,  folglich  eis  ne- 
ttativer  achter ,  Bruch,  wenn  -^n  positiv  und  gri)s^r  fils  m  ist. 
Aehnliches  gilt,  wenn  zu  ifi^  n  Accenle  gssetst  w«rdeo.  Wir  dO^- 
fen  nun  jedenfalls  m  als  positiv  annehmen  und  sohkeesen  vorevst 
diejenigen  Fälle  von  der  Betrachtung  aus,  wo  eine  derZaMNi 
m,  tt ,  m\  n"  verschwindet  Dann  siiMl  mnf  und  m^  zugleich  po« 
sitiv  oder  mgleicb  negativ.  Im  ersten  PaNe  sind  m,  n'  positiv 
und  entweder  auch  mf,  n  positiv,   folgficltdie  reellen  Theäe  W9m 


und 


ma + nb  m'a  +  nfb 

positive  ächte  Brdche.    Bezeichnen  wir  einen  solchen,  ahgeseben 
von  seinem  Werth,  durch  t ,  no  miisste  zugleieh 

folglich  »''^n  und  augleicb  ir<ti'  sein,   was  sieht  angeht.    Oder 

aber  m',  n  sind  negativ.     Dann  wäre  immerhin  der  reeHe  TheH 
von 


a 
moTn^  ^e^ich  einem  ächten  positiTcn  Bruche  e,    und  es  mSssle 

3;^>0  Belli»    tras   immfiglicb   ist.  — •    Wir  kommen  uuo  um 

itr^Hen  Fiill ,  wo  die  Producte  mn'  mid  m'n  zudeUh  negatir  sind: 
Ei  «P«i  Also  m  podttiv»   n'  negativ  und  entweaer  ht'^  negativ  und 

n  positiv,  rolglicb  der  reelle  ^heil  von ^-v-  offenbar  negativ, 

was  aoszusohllessen  ist.  Oder  aber  es  ist  m'  positiv  und  n  ne* 
gativ.  Hier  sind  nun  wieder  zwei  Ffitle  zu  unterscheiden.  Ent- 
weder ist  — n  kleiner  als  m»  rolgüch  auch  ^nf'^m'i  also  sind 
dl*  reelleli  Theile  von 

•  - 

•  g 

peiltive  iehte  Br(tehe ,   und  man  bekommt  Iflr  die  reelten  Tbeile 

die  onvereistNiren  Bedimguttgen 

Oi»r  «Mr  «*-^  ist  grtaser  als  m,  folgHcb  auch  <^it'>  m'.  Dana 
und  di^  reelldB  Theile  iron 

fr  fr 

ma-|-nfr      mra-t-n'b 

nj^ttve  ächte  firfiche,  so  dass  man  die  ebenfalls  unvereinbaren 
Bediagungen 

m      ^   *      m'    ^ 

erhält  Wir  sind  nunmehr  anzupehmen  genothigt,  dass  eine  der 
fl«^  tM^  m»  n,  iH\  n'  Nutt  mK  fiMsen  whr  z.  B.  ii»'s=0,  m 
IM^    MBt=l,    n'=cl   utid  H  bMbt  «bestimmt    Dann  saMe  der 

re^lte  TbeU  ren     'T"     ^  positiver  Sobter  Bnieh  sein.    Oiess 

fr 
ist  aber  unmöglich  wegen  de?  rficksichtlich  -  gemachten  Voraus- 

setzuneen.  Durchgeht  man  allQ  einzelnen  FfiUe,  so  findet  man, 
«SM  «nter  alten  »ngKclieti  Fermen  des  BnnAs  ^^^^^^^^  «iw  diese 
drei: 


\ 

/ 


b  a  a — 6 

a        a — b  —6 

den  gemachten  Anforderungen  genflgen.  Diese  beziehen  sich  aber 
luif  ein  nnd  dasselbe  Drei^^  ÖAB..  Dieses  ist  also  das  eiaalce 
ispitzwinklige  Dreieck»  aus  welchem  dasselbe  Pnakteosysten  (0^ 
a,  b)  erzeugt  werden  kann. 

Wenn  ein  System  von  Punkten  durch  Irgend  ein  stumpfirink- 
liges  Dreieck  OpQ  erzeugt  worden  Ist,  so  enebt  es  im  Auffemei- 
nen  Immer  ein  spitzwinkliges  Dreieck,  welches  dasselbe  j^stem 
von  Punkten  erzeugt,  und  welches  durch  folgendes  Verfahren  ge^ 
fuöden  werden  kann. 

Wenn  P  der  stumpfe  Winkel  des  Drel^ks  OPQ  Ist ,  so  ziehe 
man  durch  Q  eine  Parallele  mit  der  Omndlinle  OP,  so  wird  die- 
selbe eine  Reihe  von  Punkten  des  g^ebenen  Systems  enthalten, 
deren  Abstände  sSmmtlioh  gleich  der  C^undliilie  OP  sind.  Also 
ist  unter  den  genannten  Punkten  gewiss    einer  und  zwar  im  AU- 

Semeinen  nur  einer  —  er  muge  Q*  heissen,  —  welcher  sich  Auf 
ie  Grundlinie  OP  selbst  senkrecht  *  projicirt  Wenn  wk  daher 
das  Dreieck  OPQ  durch  OPQ*  ersetzen,  so  sind  beide  Winkel 
OPQ*  und  POO*  spitz,  und  die  Projection  der  Seite  OQ'  auf  die 
Grundlinie  OP  Ist  gewiss  kleiner  als  die  Uilfte  der  Projection 
der  Seite  OQ  auf  dieselbe  Grundlinie.  Auch  sieht  man  leich^ 
dass  die  Projection  der  Grundlinie  OP  auf  OQ*  kleiner  ist  als 
diejenige  auf  OQ.  1^  nun  immer  iioch  der  Winkel  OQfP  ein 
stumpfer,  so  ziehe  man  durch  P  eine  Parallele  mit  OQf^  aaf  die- 
ser liest  ein  einziger  Punkt  P  des  gegebenen  Systems,  der  sicli 
auf  OQ!  selbst  senkrecht  projicirt  Man  wird  iranniehr  das  Drei- 
eck OPQ*  zur  Erzeugunff  des  gegebenen  System«»  voo  Punkten 
febrauchen  können.  Hat  dieses  noch  einen  stumpfen  Winkel ,  so 
ann  es  nur  der  bei  P  sein.  Ferner  ist  ilie  Projection  von  OP' 
auf  OQ*  kleiner  als  die  Hälfte  der  Projection  von  OP  auf  OQ', 
um  so  mehr  also  kleiner  als  die  Hälfte  der  Projection  voo  OP  mt£ 
OQ;  und  die'  Projection  von  OQ*  auf  OP  ist  kleiner  als  dieje- 
nige auf  OP,  um  so  mehr  also  kleiner  als  die  Hälfte  der  no- 
jection  von  OQ  auf  OP,  Setzt  man  dieses  Verfahren  so  langip 
fort,  als  noch  stumpfe  Winkel  sich  zeigen,  so  erhält  man  eine 
Reihenfolge  von  Dreiecken 

OPQ,  OPQ*,  OPQ'.  OPQ^,  OP'Q",    u.  s.  f., 

worin    jeweilen    das     nengefundene    Eck    ein     stompfwfinkligos 
Ist,    imd  wo  die  Projedionen  von   OQ  auf  OP,    von   OQ  auf 
OP,   von  OQ"  auf  OP",  u.  s.  f.,    f^ie  auch  diejenigen  von  OP 
auf  OQ,  von  OP"  auf  OQ",  u.  s.  f.  zwei  Reihen  blldeo»   weiche 
schneller  fallen  als  die  geometrische  Reihe 

,111 
1.    g^.     j,     g. 


•  •  •  • 


So  lange  nun  die  .Dreiecke  noch  stumpfwinklig  sind,  ist  immer 
diejenige  Seite,  welche  das  feste  Eck  O  mit  dem  Scheitel  des 
stumj>fen  Winkels  verbindet,  kleiner  als  die  Projection  der  andern 
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f  on  O  aasgehendeo  Seite  auf  die  erste.  Folglich  bilden  auch  die 
Mteo  OP,  OP',  01^,...  HDd  die  Seiten  OQ,  OQf,  OQ%..  zwei 
Reihen,    welche   schneller  fallen   als  die  geometrische  Reihe  1» 

s'»V«.«..    Gäbe  es  nun  kein  spitzwinkliges  Dreieck,   so  gingen 

beide  Reihen  ohne  Ende  fort;  und  man  mfisste  in  beiden  auf  Glie- 
der kommen,  die  kleiner  wären  als  dl^  Quadratwurzel  aus  dem 
doppelten  constanten  Inhalt  eines  jeden  dieser  Dreiecke.  Ein  Drei- 
•CK,  worin  zwei  Seiten  zugleich  von  dieser  Beschaffenheit  wSren, 
enthilt  aber  einen  Widerspruch.  Folglich  kann  das  oben  beschrie- 
bene Verfahren  nicht  ohne  E|ide  fortgesetzt  werden,  sondern  es 
mnss  einmal  su  einem  spitzwinkligen  Dreieck  führen  und  dann 
aafbSren. 

» 

Afen  gelangt  noch  schneller  zum  Ziele,  wenn  man,  ohne  ge- 
rade den  Punkt  O  festzuhalten,  immer  die  kleinste  Seite  des  so 
eben  gefundenen  erzeugenden  Dreiecks  als  Grundlinie  betrachtet. 

In  Uebereinstiminung  mit  dem  zuerst  beschriebenen  geometri- 
eeben Verfahren  ist  non  auch  die  numerische  Rechnung  anzustel- 
len, sobald  es  sich  darum  handelt,  die  zu  Irgend  einer  gegebenen 
Darstellung  (a,  6)  gehörende  Hauptdarstellnng  auszumitteln.    Da 

o 
es  nämlich  freisteht,  das  Verhältniss  —   durch  seinen    entgegen- 
gesetzten oder  auch^ durch  seinen  umgekehrten  Werth  zu  ersetzen, 
wofern  fiber  das  Vorzeichen  des  reellen  Factors  von  V  — 1  nichts 

verfügt  wird,  so  dOrfen  wir  immerhin  den  reellen  Th^l  von   -  als 

positiv  und  grosser  als  l  voraussetzen.  Denn  ginge  das  Letzte 
Dicht  an,  so  wäre  (n,  b)  schon  die  gesuchte  Hauptdarstellung, 
selbst. ,  Es  sei  daher 

und  r  die  Zahl  der  In  p  enthaltenen  positiven  Einheiten,  folglich 
0<p— r<l|   man  seue 


p'^g^^ZTi' 


so  wird  jjh  positiv  sein.  Ist  ed  auch  noch  ^Osser  als  I ,  so  sei  r^ 
die  Zahl  der  darin  enthaltenen  positiven  Emheiten;  und  wenn  man 

fiese  wegnimmt,  so  sei  p^-f-^^V  — 1  der  umgekehrte  Werth  des 
Rests  u.  s,  f.  XMe  Rechnung  wird  da  aufhGren,  wo  der  umae* 
kehrte  Werth  des*  Rests  einen  positiven  ächten  Binch  als  reellen 
Theil  hat.    Sie  steht  demnach  so : 
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Hier  sind  r,  ir',...r(«-*)  lauter  positive  saDse  Zahleo,  |>, p',  p*, ...p'*^ 
sftnimtUcb  positiv  imd  GbenUess  die  tetxte  p^")  kiei»er  als  1«  imd 
«dazu  noch  g<»»)'V^("H*-^^"^)'    P'^  Fsctorea  9»  V»  *^#«-V^"*  «""^ 

abwechselnd  positiv  und  negativ.  Bezeldinet  nun  -i  den  redadrtea 
Werth  des  aus  den  Quotienten  r,  r!'^...r(«-i)gebUdeten  Kettepbnidis 
und  T>  dessen  letzten  Nftberangswertii«  so  ist 


6     A(p(»)  -|-^(n)VZn)+A^ 


folgllDh 


p(»)  +^(«)V:ri^  •:=ij5^   [aa'-a'a=(-1)-] 

und  (Aa  — /A— A'a  +  it'6)*oder  T^A'o+A'ft,  Aa— X*}  die  gesuchte 
Hauptdarstellung,  jenachdem  gl*)  positiv  oder  negativ  ist  Es  ver 
steht  sich  übrigens,  dass  jede  Darstellung  auf  drei  verschiedene 
Arten  geschrieben  werden  fcapn^  iiveil  je  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks auf  drei  Arten  c'ombinirt  werden  kumien ,  und  dass  jeder  an- 
deren Schreibweise  ein  Wechsel  der  Zeichen  g,  G,  (B  der  geTiden 
Ftukctiooen  entspricht.  . 


§.3. 

Ueber  die  TransFormation  und  Multiplication  der  ganzen 

elUptiscbes  Functionen. 

Wir    hahen  oben   gesehen,    .dass    eio     einfaches    Prodncl 
1— r— 7~Tv^  J  f  dessen  Factoren  längs  der  Peripherie  des  un 

endlich  gross  werdenden  Gränzkreises  liegen,  sieh  von  1  jmr  nfli 
eine  GrrOsse  von  der  Ordnung  des  verkehrten  Halbmessers  dieses 
Kreises  unterscheidet,,  und  daher  aus  einenr  Product  endlicher 
Factoren  nach  Belieben  weggelassen  oder   demselben  zugesetzt 


wtit4eB  daif.    Ich  «oMcke  dtaie  BMMtlnMg  vorftot»  «n  sie  nielit 
hü  legenden  wtoderMen  ta  mOmen. 

Es  sei  {a,  b)  irgend  eiD  erzeugendes  Paranelogranim;  man 
tteile  ^  dttvdi  df«  CMoplesen  GrSsse»  o,  6  dargef  teHten  Seiten 
JJMeelben  Tesp»  In  fh  q  ^die  Tiieito,  wo  p»  0  uwgeimde  sein 
sollen ,  und  ziehe  durch  die  Theilungspunkte  Fanüietnolen  mit  den 
Seiteli  des  ParaHelogramnisr    Man  wird  so  ein  neues  Punkten- 

p,  -9  -  1  erhallen,  welches  aus  der  UebeHagerung  der 

Ponktensysteme  f  ^ — +'5^'  «>  *  )>  wöm,    n    alle  fden    Gränz- 
bedingungen 


o    ^'»^    -2 J     ^»^  ^     2 


ßenSgeuden  ganzen  ZaMefi  bezeichnen,   entstanden  sich 
isst     Es   seien    A,  /*  ganze  Zahlen  und  Xa  +  ^ö  ein  fa 


denken 
bei  der 
Peripherie  des  GrSnzkreise«  befindlicher  Punkt,  und  es  mOgen 
je  zwei  Factorefi,  wie 

.  ma     «6- ,  ,      '    .  ma     nb     ^  _ 

^       y -—und  — ^ 2,- J—, 

»igleich  wegfallen  oder  neu  hinzukominen ,  so  wird  dadurch  die 
Richtigkeit  einer  endlichen  Gleichung  nicht  getrübt  werden*). 
Gerade  dieses,  und  niofai  nebr,  gesch&ht  aber,  wenn  wir  setzen: 


—w     «6 

y(*+ --  +  -Z»  Os  b) 


2  2        Vp      ff  / 

wo  rechts  im  Nennet  die  dem  Systeme  m^Q,  n=sO  entspre- 
chende Function  7  wegznlassen  ist.  Diese  Glei Aung  ist  also 
richtig,  und  wenn  11  ein  endliches  Ooppelproduct  bezeichnet, 
wotin  Ten  je  zwei  diametraA  entgegengesetzten  Shrstemen  (imn) 
will  (-.m,  -^n)  nur  das  eine  beracksicbti<4t  und  (0,  0)  weggelas- 
sen  isi,  so  kann,  sie  auch  so  geschrieben  werden: 


Peripherie        _ 
•)    Der  Fehler  it t  nämlich  von  der  Ordnntig ji ,    alto    von 


w  Offdnimg  tl  and  daher  TertckwMesd. 
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vre  reclits  «uter  dta  FoBCtioBSieielMii  die  specitsdiem  Coaitiiiten 
o»  ö  weggelassen  sind,  wie  fortan  immer  gescheben  soU»  sobald 
kein  Missverständniss  zu  besorgen  ist 

Weil  p,  f  ungerade  sind,  so  iberaengi  man  sich  aoeb  doreb 
die  nfimlieiie  Gruiidanschatinag  von  der  Richtiglieit  der  drei  fol- 
genden Gleldrangen: 

Setet  man  eine  der  angeradeo  Zahlen  p,  q,  z.  B»  4^=!,  so 
gehen  die  endlichen  Ooppelproducte  in  einfache  Predocte  fiber, 
nnd  die  vier  vorliegenden  Formeln  betreffen  dann  die  Traosfor- 
mation  pter  Ordnung. 

Neoneu  wir  f  ~ » —j  eine   transfonnirte  Darstellung  la  der 

nrsprfitoglichen  (a,  6),  nnd  es  sei  (la+i^b,  l'a-f  |»'6),  wo  1^'— 4'^li 
eine  mit  der  letzteren  äquivalente  IJarstellung»  so  folgt,  dass  aacb 

(Xu  -I-  tt6   k'ti  "1"  i^'6\ 
— - — » 2 )  ^^^  traiuformirte  zu  der  ursprdoglicfaeo  Da^ 

Stellung  (a,  6)  sei. 

Ist  insbesondere  p^s-q»  »o  wird  yyXf-,  — )=— y(|i^,  «.  i\ 

(a    b\  ^    V  py     p 

^»p'pJ^ffiP^»  o»  ^)  »n^  ebenso  fär  C,  (B.^   Man  kaon  also 

mit  oeibehaltunff  der  speciffschen  Cortstanten  a,  6  ehie  g^os^ 
elliptische    Function   des  Arguments   pa    als  '  endliches  Prodod 


pa 
Plincip  der  Multlpllcation  enthalten. 


sofcher  dem  einlachen  Arguments  x  ausdrOcken*     Hierin  ist  das 

iion 


Eine   getrennte  Behandlung  erfordert  die  Zahl  •  2.    Ans  der 
Grundauschauung  gehen^  sogleich  folgende  Formeln  hervor  : 
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9\^f^*  2  7  —9^'^^' 

folglich  auch 

y(2af)  =  2yx.^j:.  Gar.  (Par. 
Weiter  k5nnen  wir  hier  noch  nicht  gehen,  und  die  AusdrOcfce  für 

bleiben  einer  späteren  Betrachtung  vorbehalten. 

§.  4. 

Beatimmung  des  Verhältnisses  solcher  unendlichen  Doppelproducte, 
deren  Factoren    cusanimenfallen  und  die  sich  daher  iiur  durch 

ihre  Begränzung  unterscheiden. 

r(*+fr) 

Nehmen  wir  uns  die  Besttromnng  des  Quotienten  Q= 

vor,  und  abstrahiren  von  constanten  Factoren«  so  kömmt  wesent- 
lich nur  das  Verhältniss  der  beiden  Wertbe  in  Betracht«  welche 
ein  und  dasselbe  Punktensystem  nach  einander  anninimt»  w^n 
der   Mittelpunkt   des    l>egr&nzenden   Rreises  k  das    eine  Mal    in 

X'\'  s*  das  andere  Mal  in  x  ÜkWi.    Also  ist  das  Product  aller  in- 

Berhalb  des  ersten  und  ausserhalb  des  «weiten  Kreises  liegenden 
Pinkte  durch  das  Product  aller  derjenigen  zu  dividicen«  fllr  welche 
das  Drosekehrte  stattfindet;  oder,  wenn  man  zu  den  Logarithmen 
dbei^eht ,  die  mit  dem  Inhalte  c  des  erzeugenden  Paralldogramms 
moltiplicirte  Einheit  des  Punkts  durch  das  Flächenelement  </oi, 
nod  die  Doppelsumme  durch  ein  Doppelintegral  ersetzt,  und  end- 
lich die  ortsanzeigende  complexe  Zanl  durch  z  bezeichnet,  no  ist 


X  pdm 
logQ=const  +  - #  — 


l 


wo  die  Fliehenelemente  dm  im  einen  Monde  positiv,  im  andern 

negativ  zu  nehmen  sind.   Es  sei  nun  a=ifte"^"'*  ,  i=fe(iH^)^"'» 

iro  T=Mk  angenommen  werden  dart    Zieht  man  aus  dem  Centmm 

einen  Strahl  nach   dem  Punkte  %,  so  ist  die  Länge  eines  inner- 

I 

lislb  des  Mondes  befindlichen  StGckes  5- a  cos  9,  also   posifiv   im 
Tlieil  XIV.  97 


U 


41« 

ersten.  negatW    im  zweiten  Monde.     Man  darf  abo   da   durch 
hacMtp.  kdq>  ersetzen.    Es  ergiebt  sich  demnach 

=comi+ ^ 

V 

Wird  der  Kürze  wegen  die  «u  a  coiijugirte  QrGsse  a« ""    ~  ^  =a' 
gesetzt,  Bo  hat  mao 

OaecoiistXe      • 

Bestimmt  man  die  Constante  durch  die  Annahme  von  x=0,  so 
ergiebt  sich" 


— 5J 'ä« 

Setzt  man  hier  —  ?— ar  an  die  Stelle  von  x,  so  ergiebt  sich 


yx  a     ""4«^      2« 


a+^) 


2 


oder 


^ß+.)  ^-  - 


yx  a 

folglich,  für  ein  verschvrindendes  x. 


4e       — X 

e         %c 
e 


n 


Duroh  dieses  Verfahren  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 
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r 

Die  Coofltapteo  dieser  GieichmigeD  sind   durch  folgende  Re- 
lationen verbanden: 


a\h      a     ö       ^c  b  ^a       4« 

y-j-=y2'^2**  =72^2.6       . 

a\b       ,a     6      4e        6  ^_a       4c 

m'*+*— m**  /^'*    >*  —  iT?^  ^*  -,4e 
Cd'  -^-ssvDg-G  2  •  *      =  ^5-i^ 2*^      • 

Am  den  vier  letzten  Gleichnngen  folgt  anter  anderm: 
a  b  ,     a  a+6        b  a+6 

rf^^—    ^2    ^2     ._.  y-T-    ^2        y~2-,^-^ 

^2  ^2     ®2  ^""T'     ^2        ^  "2" 


Von  derselben  geometrischen  Betrachtone  ausgehend  wie  oben, 
findet  man,  wenn   m,  n  beliebige  ganze  ZadiTen  bezeicbnen. 


'^       „^    — ^=coost.X« 

yd? 


wo  das  Functionszeichen  y  dorch  die  drei  übrigen  ersetzt  werden 
darf.      Cm   den  Werth  der  Constanten  auszamitteln,   rouss    man     ^ 
aber     die  vier'  Functionen    imterscbeiden.     Setzt    man  oiimlicb 


«T* 


41« 

erstcD,  negativ    im  zweiten  Monde.     Man  darf  alao   da   durch 
^acnatp.  kdff)  ersetzen.    Es  ergiebt  sich  demnach 

logQ=con8t.  +  g«e-«'^y**V»V=T  cos^rf». 

=rconst-|- ^ 

Wird  der  Kürze  wegen  die  «u  a  conjugirte  GrGsse  ae"    '^z^ 
gesetzt,  Bo  hat  mao 

OaecoiistXe^*  • 

Bestimmt  man  die  Conataote  durch  die  Annahme  von  x=:0,  so 
ergiebt  sich" 

Setzt  man  hier  —  5— ar  an  die  Stelle  von  ar,  »o  ergiebt  sich 


yx  a       Aü"       2« 


(H 


2 


oder 


Kl+*)         e*"'"  if' 


folglich,  fifr  ein  verschvrindendes  x. 


aa* 


Duroh  dieses  Verfahren  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

iK)=i(o.e^'|(.). 
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^  Die  Coofltapteo  dieser  Gleichangen  sind   durch  folgende  Re- 
lationen verbunden: 


^2 


M'  M' 


TT 


y-j-=y2'^2**         =72"^  •*      • 

a-|-6       ,a     6      4e        6  ^_a       4c 
^-5-=fi'2*^2'^       ^^2®a-*      ' 

Cd'  -2-=vB2f-6'2  •  «      =  <02 -^  2         * 

«  — 

Aus  den  vier  letzten  Gleichnngen  folgt  unter  anderm: 
a  b ,     a  a+6        b      *        a+6 

^2  ^?    ®2  ^""T^     ^2        ^  "2" 


Von  derselben  geometrischen  Betrachtune  ausgehend  wie  oben, 
findet  man,  wenn  m,  n  beliebige  ganze  Zadiien  bezeichnen. 


'^       ,,^    — ^=const.Xe  , 

wo  das  Functlonszeichen  y  durch  die  drei  übrigen  ersetzt  werden 
«larf.     Um   den  Werth  der  Constanten  auszomitteln,   rouss    man     ^ 
«ber    die  vier'  Functtooen    unterscheiden.      Setzt    man   oiimlicb 
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ar= s" Ym^  *vo  0»  eine  verschwindende  Grösse  bezeichnet, 

80  ist  zuerst  für  f  der  FaN,  wo  m«  n  zugleich  gerade  sind,    von 
den  flbrigen  abzutrennen,   w^il   alsdann  y » —    Tdrschwindet. 

Man  findet  hier        •  / 

(/ita  4-  n^  .      \  '    ma^nh 


in  allen  andern  F&llen  dagegen 


ma\nb 

y— 2- 


/_m<i-f«6\~~*» 


folglich  überhaupt 

— 2 — +"y 

^C — 2—+»; 

V 

Fflr  ^,  Cr,  (B  sind  resp.  die  Fftlle,  wo  m  ungerade,  it  serade;  wo 
nt  gerade,  n  ungerade,  und  endlich  wo  m,  n  zugleich  ungerade 
sind,  von  allen  übrigen  Fällen  abzutrennen.  Man  findet  dann 
überhaupt : 

(ma-\-nb,    \ 
— 2 — ^"y 


^/      ma+n6.-\=(-')"(-l)-. 
C(^ 2— +7 


/     mo -fw6     »  \ 
®V 2— +V 

Es  ergeben  eich  demnach  folgende  vier  Gteichungen: 
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(B  +1        '  ®'  . 


Quotienten  uDendlieher  Doppelproducte  in  Doppelsununen  von 

Partialbrflchen  verwandelt. 

Denkt  man  sich  ina  Ausdruck  -Wz  Zfihier    und  Neuner     «I« 

endliche  Producte,  von  denen  jener  eine  kleinere  Zahl  von  Fac- 
toren  ^t  als  dieser,  so  ist  nach  den  algebraischen  Regeln 

wo  die  Summe   rechts  sich  über  alle  Punkte  ma-|-f  n-h^J  b  er- 

streckty  weiche  im  Producte  Gx,  begränzt  durch  den  Kreis  k,  vor- 
kommen. Setzt  man  im  Ausdruck  des  constanten  Zählers  eines 
Partialbruchs  die  auf  einen  unendtich  grossen  begränzenden  Kreis  be- 
zfiglichen  Werthe  von  y  und  G'>  so  begeht  tnan  einen  Fehler  von 

l 

der  Ordnung  T>»  und  dann  ist  der  hieraus  entstehende  Gesaromt- 

fehler,  wenn  man  je  zwei  PartialbrQche,  welche  diametral  entge- 
gengesetzten Punkten  entsprechen,  zusammenfasst ,  von  der  Ord- 
nung 


1^  p^^Ttrdr^Jln    P^r 


d.  b.  von  der  Ordnung  -t— ,  also   verschwindend,  wenn  k  nnend- 

licli  gross  wird.  Da  ferner  der  erwähnte  constante  Zähler  des 
Partialbruchs  immerfort  einen  endlichen  Werth  behält,  so  ist 
auch  der  aus  der  unendlichen  kreisförmigen  Ausdehnung  der  Dop- 

pebumme  entstehende  Fehler  nur  Von  der  Ordnung  -r.     Nun    ist 

der  fragliche  constante  Zähler  nach  dem  vorigen  Paragraphen  gleich 
b 

'.(—I)"»;    folglich  in  transscendentem  Sinne: 


«f 
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b 


(-1) 


01 


G',j      x  +  iiia  +  (n+2)*    ' 


b 

tu  — 

=  — J  j^log  G{x,  2o.6)  -^Iog<B(4;,2o,Ajj  • 
G'5 


tt 


Setzt  man  hier  a  in  5  "">  ^^^  wendet  die  Transformatlonsformebi 
am  Ende  ton  §.  3,  an,  so  erhftlt  maa 

b      b 


yx.gx  


oder,  da 


6   ^.,6 


ist,  wenn  man  rechts  die  DIffereotiation  vollzieht; 


b      « 


GxQ^x ~     V Ö^y  ^^     ®^^ 


Theils^indem  man  hier a:-|-o  ^t*  ^  setzt,  theils,  indem  mao  die 

speeifischen  Constanten  a,  b  vertauscht,  oder  auch  a-|-6f  ^ 
au  die  Stelle  von  a,  b  setzt,  gelangt  man  zu  folgenden  sechs 
GleifthoDgen: 


/dp  &a     GxXßx 

yo?  gx       fx.gx 

'/st  G*x  _(Sx,gx 

-yx  Gx "~  yx.Gx 

y'x     (B'x gx.Gx 

yx  vDa:  ""yar.ffia: 


G'x  (B'x  yx.ox 

(B'x  g*x       yx.Gx 

(Bx  gx     ^  SDx.gx 

g'x  G*x yx.(Rx 

gx  Gx        gx,Gx 


(I) 


wo 
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6'^   •  *     • 


=-e) =(1) 


dass  die 

winden,    und  rAdncirt 

hUt  man  folgende  vier  Gleichungen: 


Verbindet  man  nun  je  drei  dieser  sechs  Gleichungen,  so  d 
loearithmischen   Differentiale  verschwinden «   und  redacirt,   so  er- 


Sollen  die  drei  ersten  zugleich  bestehen,  so  wird 

erfordert.    Die  vierte  ist  eine  nothwendige  Folge  der  drei  "ersten. 

§.6. 
Das  Argument  x  als  einfaches  Integral  mittelst  der  gebrochenen 


Function  fr-  dargestellt. 

%jiX 


yx 


Setzt  man  y=^  »  so  geben  die  vorigen  Gleichungen 


toA 


folglich 


rfy = Vi  +  ry«  Vi  -  ptl*dje. 


«/V(l  +  »y»)(l-py») 
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WO 


X  und  y  zoglekh  veMchwindeo  «ollen.    Wenn  daher  —  — =A*, 


idso  der  Modul  A=:~^  gesetzt  wird,  so  ist 

V"^ .  ^  =  slnara(a?  V"^),  ^  =  cosam  (j:  V^^)  , 
und 

_         —  ^'i 

7;^  =  Aain(«V"^^),  wo  V"— r=  — ^  ist 
Zugleich  ist  der  complementäre  Modul 


-V^H 


5.  7. 

Addition  der  Argumente  der  elUptbchen  Functioneo« 

Macht  man  die  erste  derdeichuDgeo  (I)  ganz,  so  erhält  man 
f fir  zwei  beliebige  Argumente  jr,  jr : 

Gy(Sy=gy'/y—ryg'y\ 

also,  wenn  man  resp.  mit  Crydh/,  Gx(Bx  mnitiplicirt  und  substrabirt: 

Gy(By{gxy'x^yxg'x)^Gx(Bx(gyY'y'-yyg'y)=Q. 

Andere  flQnf  Gleichungen  dieser  Art  unterscheideh  sich  nur  durch 

gegenseitige  Vertauscbung  der  Functiou6;Eeichen  /,  g^  C,  (B*  Ad- 
irt  man  zur  vorigen  Gleichung  diejenige,  welche  sich  ergtebt, 
wenn  man  resp.  &,  (B>  j;|[»  y  g^g^o  ^>  7»  Cr,  CB  vertauscht,  und 
setzt  a:-f  (^=const,  so  ergiebt  sich 

gxGyd(fx(By)  +gy  Gxd{yy(Rx)^yx(Byd{gxGy)  ^yy(Sxd(gyGx\ 

und  wenn  man  hier  g,  G  vertauscht  und  die  so  entstandene  Glei- 
chung addirt  oder  substrahirf ,  so  erhSit  man  die  beiden  Gleichungen : 

(axGy±gyGx)d{yx(Sy  ±  yy(Rx) = (y^CBy  ±  Yy(Rx)d(gxGy  ±gyGx) , 


r 
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106  deoen  steh  durch  bitegrution  Me  beiden  Gleichungen 

rx(By-(Sxfji  r('T+y) 

ergeben.  Multiplicirt  man  sie  mit  einander  und  berdclssichtigt  die 
Formeln  (2),  so  sieht  man,  Hass  je  eine  der  Gleichungen  (3) 
•ine  nothwendige  Folge  der  anderen  Ist.  Noch  zwei  andere  Paare 
solcher  Gleichungen  ergeben  sich ,  wenn  man  die  Function  (B  mit 
g  oder  G  vertauscht  Setzt  man  in  (3) — y  anstatt  y,  so  erhält  man 

Gxgyi^gxGji^  G(a?--y> -f  g(a:—g) 

Gxgy-gxGy__  G(j?— y)— ^(x— y)  ^ 
ya?(B^  'k-(SxYy  y(p>--y)       '^' 

Die  Vertftuschung  Von  (B  mit  g  oder  G  liefert  noch  zwei  andere  Paare. 

Die  Gleichungen  (^  IcOnnen  ihrer  Natur  nach  nur  dazu  die- 
nen, die  gebrochenen  Functionen  der  Summe  x+y  durch  solche 
der  f^etrennten  Argumente  jr,  y  auszudrflcken.  Es  entsteht  daher 
die  Aufgabe,  von  den  erwähnten  gebrochenen  Gleichungen  zu  gan- 
ten zurückzbgehen,  aus  deren  Division  jene  als  hervorgegangen  an- 
gesehen werden  können. 

Pttr  ^welche  Argumente  bekommt  die  gebrochene  Function 
zz  dieselben  Werthe?  Die  Formein  am  Ende  von  6.4.  leeben  uns 

y(x-Hita+fi6)^  yx 

gix-t-ma  +  nö)     ^  g^ 

Unterscheidet  man  daher,  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist,  so  hat  man 

yjx-l-fna  f  5^)  _^  ^     y(ma  -Ki^  +  l)6-^ar) jrx 

g(xi-mä  +  :inb)'^ gs'   g{ma  +  (2n-\-l)b—x)      gx' 

Also  wird  der  ganze  Ausdruck 

r^gy—ygg^ 

M  oft  verschwinden,  als  entweder  x — y^^ma-i-^nö,  oder  aber 
:r^- w=:7ita-|-  (2n4:t)6  ist  Schliesst  loan  hieraus  auf  die  linearen 
Faetoren  des  erwähateu  Aasdrucks ,/ so  lolgl,  daBs  ,  derselbe 
durch  die  ganze  Function 

7(0?— y,  ö,  2b)G(x  +  y,  a,  26) 

theilbar  ist.  DOrfte  man  annehmen,  dass  jener  Ausdruck  die 
linearen  Factoren  nur  einmal  und  keine  anderen  ausser  denselben 
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enthalte«  so  filode  Olelcbbelt  etatt,  ohne  daee  man  eiiiea  Consta»- 
ten  Factor  beizufiigen  brauchte,  weil  (är  ^  =  0  sich  die  am  Ende 
von  §.  3.  bewiesene  Gfteichung 

y(ar,  a,  6)=><ir,  a,  26)C?(;r,  a,  2b) 

ergäbe.  Nähme  man  die  durch  Umsetzvuag  von  ßf  in  — jr  ent- 
stehende Gleichung  hinzu,  so  hätte  man  die  xwei  Gleichungen 

ysgy--yy9x=i{x^y,  a,  '2b)G(x^!/,  a,  26), 
r^y+y3fflwf=y(^  +  yt  o,  26)G(a?— y,  «,  26); 

aus  deren  MultipPication  sich  vermöge  der  angeführten  Transfor- 
mation zweiter  Ordnung  die  Gleichung 

ersähe.  Diese  Formel  soll  nun  streng  bewiesen  werden.  Da  ihre 
linke  Seite  verschiedentlich  dargestellt  werden  kann,  so  wollen 
wir  sie  kurz  durch  jY(:r,y,  a,  6)  oder  nur  durch  N(x,  v),  wenn 
sich  die  specifischen  Constanten  o,  6  von  selbst  versteneo,  be- 
zeichnen.   Man  erhält  dann  aus  den  Fornetn  (S^ 


fwG^--Y^^x^NiXyy) 
)^.T<B^y  -  r^(B*x=N(x4f) 


<S^xs/^^(S^jl/^x^qN(x,y)    J(4) 


Vermöge  der  Transformationsformeln  zweiter  Ordnung  bat  man 

y  (x,  a,  ^l^yyy  o»  2/  ~K^'  ^'2/^^'  f^»{^=yxGxgy(Sy-yyGygx<Sjc 

Wenn  man  aber  die  Formeln  (3)  addirt,  no  erhält  man 
Gix-^-y)  __yxGxgy(Sy'^yyGygx(Sx 

G(x^y)_fxGxffy(By  +  yyGyYX<Rx  '      ^ 
Y(x^y)  N(x,y) 

Folglich  ist 
^nd  wenn  man  beide  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt: 
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dividirt,  60  ergiebt  sich 

Eine  ätmliche  Gieichnog  eotsteht  darch  Vertauschung  von  a 
und  b.    Wendel  man  beide  lunter  einander  an  und  bedenlit,  daaa 

y(j:,2a,26)=2y(f,ii,6) 

bt,  so  erbhit  man 

'y  2  y  2  j 

folglieb,  wenn  n  iiyeDd  «hie  g*Bie  posiflve  ZabV  bezeichket: 

l'    2"  '    2"    I 

Es   ist   aber,    wenn    man    nacb    steigenden  Potenien   von  x,  y 
entwickelt: 

WO 

folglich  Ar  ein  unendlich  gross  werdendes  n: 

* 

Also  enducli 
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Werden  die  Gleichungen  (5)  mit  einander  moHipHeirt,  und  rechts 
die  Functionen  g^  (B  mittelst  der  Relationen  (2)  in  y,  G  ausge- 
drückt, so  erhSit  man 

G{a:  +y)  G(ar^.y)=  G^x  Ghf  +  rpy^^ry^. 
Ebenso  ist  \         (7) 

9{^^ry)9{oc-y):=:g^xg'hf^qry^xy^. 

Vermöge  der  Gleichung  (6)  werden  die  Gleichungen  (5) 

y(^  +  y)  G  (ar— 3k)  =  yxGxgy  <Ry  +  yyCygxQix, 
r  (i»— 3f)  G(x  't-y)^Y^Gxgy(By—Yy  GygxiBx. 

Durch  Addition  und  Substraction  ergeben  sich  hieraus  xwei 
andere  Gleichungen.  '  Vertauscht  man  darin  G  mit  g  oder  mit  (B> 
und  setzt  der  Kürze  wegen 


s  =  x  +  y,  tzzzx^y; 

so  beltommt  man  folgende  sechs  Gleichungen: 

r'gt  +  ytg8=^ykgx  Gy(By 
YMGt+YtG8=2yx  GxgyiBy 
yM(Bt+yi(Bs^'Jtyx(Bxgy  Gy 


y*9t-ytgs=2yygyGx(Bx  \ 
ysGt  -  ytGg=2yy  Gy  (Bxgxi  (8) 
ys(Bt  -  yUBs = iyy  (By^x  Gx) 


Sechs  andere  Gleichungen  dieser  Art  ergeben  sich  entweder,  in- 
dem man  hier  x  um  eine  haR>e  speciOsche  Constante  vermehrt,  oder 
auch  auf  folgendem  Wege.  Wenn  man  in  den  Formeln  (3)  das 
eine  Mal   x,y  durch    s,t   ersetzt,    das    andere  Mal    hingegen  y 

fleich  X  werden  lässt,  so  kommen  in  beiden  Fällen   die  rechten 
'eiten  jener  zwei  Formeln  gleich  heraus.    1Man  hat  also 

Gsgt+gsGt gxGx 

yi®<  +  (Bsyt  ~yx  (&x  * 

Gtgt^gt Gi Gxffx-^gxG^x ryjrCgj: 

y%(St^(&$yi ""  yx<S'x-^(Zxyx^ ^gx  Gx 

m 

in  Folse  der  Formeln  (1).  Da  nun  die  Nebner  links  durch  die 
Formeln  (8)  bekannt  sina,  so  erhalten  die  awei  vorliegenden  Glei- 
chungen sammt  denen,  welche  daraus  durch  Vertausdiung  der 
Funetionszeichen  sich  ergeben,  folgende  Gestalt: 

GM^t + ®*G<= 2Ga?  Gy(Bx(By 
(B'fft  +gsiBtr=  2(Bx  (By  gxgy 
gi  Gi  +  Gf  ^<= ^gxgy  Gx  Gy 


Gs(Bt—(BMGt=ipyxyygxgy  \ 
(Bigt-^gs(Bt=2gyxyyGx6y^  (9) 
gs  Qf—  G8gt=2ryxyy(BxiBy^ 


Die  drei,  letzten  Gleichungen  fünren  zu  merkwürdigen  Folgerungen. 
Multipliclrt  man  sie   nämPich  der  Reihe  nach  mit  gz,  Gxy  (Bz  und 


f. 


addirt,  so  erhält  man  links  eine  Determinante: 


9^^    9^f    9^ 
G$,  Gt,  Ol 

(Bs»  (St,  (Bz 
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Dadie  Detenninate durch yj7y=y^2~y-~3-  tbeilbar  ist,  somuss 

sie  der  Symmetrie  wegen  auch  durch  y— o~y  "o"'  ^  "2*^  IT"  *'*®*'" 
bar  sein.  Man  setze  daher  in  jlleiii  eingeklammerten  Ausdrucke 
rechts   xzz    T   #y=  "o~*  drflcke  «litteist  der  Formeln  (7)  alles 


in  den  Argumenten  o>  5>  5  &us  und  reducire  es   mittelst  (2)  auf 

xw^  einzige  Functionszeichen  z.  B.  y  und  g.  Zerlegt  man  den  er- 
haltenen Ausdruck  in  Factoren  und  beachtet  die  Formel  (6),  so 
ei^ebt  sich 

pg^gyg^  -\-  q  Gx  Gy  G%-\-r  (Sx  (Bg  (Bz 

o         ^  +  yt-»    g+Z'-x    z+X'-g     x+g-^z  -^ 

z=^2pgry g y  ^ — ^ y ^—^  y 1 ,       (10) 

und  wenn  man  in  der  Determinante  «,  i  dorch  x,  g  ersetzt >  so 
wird  sie 


(Bx,  (Bg,  (Bz 

Setzt  man  in  (10)  xz=zx+g  oder  z=:x — g,  so  verschwindet 
die  rechte  Seite,  und  man  bekommt 

IV^Äy£f(«  +y)+yCa:6ryC(ar+y)+r<Bj?CBy  <B  (o:  +  y)=OJ     ^^^ 
P9'^9y9(^'^9)-\rqGxGgG{x'^)  +r(Ba<^y(B(a:— ^)=0( 

Setzt  man  2s=0,  so  wird 

W^^^  +  ?Ga:Gy+r<Bb<By==2p^ry*^i^^       (13) 

oder  auch 

p^H^)jy(«7y)+yC(^+y)G(ar-y)+r<B(ar+y)(B(ar-y)=5^^J7^. 
Setzt  man  x=jf=?2,  so  ergiebt  sich 

/i^j:+jrG»j:+r(B'^=— 2p^rry»|y^.  (14)  ' 

Vermehrt  man  in  (10)  d<|s  Argument  x  nach  einander  um  a,  6, 
a^b,  so  erhält  man  folgende  drei  €rleichungen : 
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=  -2pjy— ^^ ^fl^*— 2 — 9 5— *^-^f ' 

Vermehrt  man  In  (tO)  und  (US)  beide  Argamenfe  y  ood  1  vi»  ^* 
«o  erhält  man: 

P9^^W*'\^Gx(By(Sz'\r(SxGyGt 

pgxyyyz — Gx(By(Sz^(BxGyGz 

pgxyyyz  +  Gx(By(Bz—'(BxGy  Gx 

Acht  andere  Gleichungen  dieser  Art  ergeheb  sich,  wenn  man  pt 
g,  G,(B  das  ein^i  Mal  resp.  dorch  q,  G,Qi,g,  das  andere  Mal  durch 
r,  <B,  o,  G  ersetzt. 

Vermehrt  man  in  (11)  jedes  der  Argumente  or/y,  2  am  ^,  so  er- 
glebt sich 


YXy  yy*  y^ 

Gx,  Gy,  Gz 


=4p^  ^'/-|^^"-?r  «pr^  '-^ 


und  noch  swei  Unliche  Glekbiiageo.     Von  hier  aus   kann  nsn 
2u  folgender  merkwflrdigen  Formel  gelangen: 
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/ 

r^$    7^»    yy»    y« 
gw*  g^,  gy,  gt 

Gw,  Gjf,  Gy,  Gl 


u>-^[w-^z   x-^  ah-%  .y-z  w^x  +y^z 
"^5— y     2^2^2^2^  2 


Ich   bemerke^  hier  noch  zwei  Formeln  ^   deren  ich  mich   zum 
Benreise  der  vorliegenden  bediente: 

fi(f  y^lfxfyyx  -\-pgM)gxgygz  ■{-  q  Gw  Gx  Gy  Gx-\-  r(Bto(Bx(By  (Bz 


worin 
endialten 


^2pqrr—^—^^—r-^ r—^ ^r    ^  ^        '  ^"^^ 

in  (10)  als  specieller  der  Annahme  to  =  0  entsprechender  Fall 
balten  ist    Setzt  man  w+a  anstatt  to  upd  reducirt,  so  kommt: 

pgr  yutyxyyyz  +  pgwgagygz — qGvsGzGyGx  —  r(BiD(Sx(Sy(Bz 
=2p^ 2     —  ^  2 ^  2  ^ 2     — '^^^ 

V 

and  noch  zwei  andere   Gleichungen   dieser  Art.  —     Die  andere 
Formel  war: 


y-^z     y\-z 
:=zpyxr^^  g  *Y"  * 


und  ähnliche. 


§.  8. 

Anwendung  des  Vorigen  auf  die  Verwandlung  zweiter  Ordnung. 

Am  Schlüsse  des  $•  3.,  wo  die  Transformation  zweiter  Ord- 
nung vorkam»  konnten  die  Ausdrücke  Hir  ^f  d;»5-,  6J «    u.  s.   w. 

noch  nicht  gegeben  werden »  weil  sie  nicht  unmittelbar  aus  der 
dortigen  Grundanschauung  hervorgehen.  Erst  die  Formel  (9)  des 
vorigen  Paragraphen  Inaclien  es  uns  möglich,  die  Transformation 
iweiter  Ordnung  in  dieser  Beziehung  zu  vervollständigen.  Setzt 
man  nämlich  in  (9)  «=y«  so  erhält  man 


Glx^^lx^'lGM&^x, 
(B2ar -I- ^2a:  =  2(B* Jr^o: » 
glx  +  G2x=:2g^xG*x, 


(B2x-^Si^-=2qy^xG^x,  |  (A) . 
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Setzt  mao  in  (13)  ^=:0  und  verdoppelt  x,  so  ergiebt  flieh 

Diese  Gleichungen  gelien  die  Functionen  des  einfadien  Amunents 
X  ausgedrfickt  durch  solche  des  doppelten  Arguments  X«;  sie 
dienen  also  zur  Halbirung  des  Arguments,  eifordern  aber  hiezn 
die  Ausziehung  Tierter  Wurzeln.  Ffir  den  Zweck  dieses  Para* 
graphen  geben  di^  zwei  Gleichungen  der  ersteit  Horizontalreihe : 


Man  setze  hier  2a  statt  a,  und  dann  muge  p  in  P  übergehen,  so 
wird 


(b(x,  a.T^^C^X'^P.y^x. 


Um  die  Constante  P  zu  bestimmen,  setze  man  x^=^^y     so     vrird 
nach  $.  4: 

Wn 


folglich 

b^b  **!» 

^2  >^'2 

also  endlich  die  gesuchten  Transformationsformehi : 

b  ^b 
r(  *^      nt        ^2^2  , 


*    ? 


^  2 


und  ebenso 


■  ^.' 
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V" 


r 


2 


Betrachtet  man.  die  in  §.  5.  definirten  Constanten  p,g,  r  als 
Fanctionen  der  speciöschen  Constanten  a,  6  und  bezeichnet  sie 
daher  durch  p(fl,  b\  u,  s.  f.,  so  hat  man 


,( 


(Ä) 


yV 


«|  +  .CB|s.« 


(  ^  .     /'"S'  +  '^OV 

p(«»ö)= j—  =4  V^a,  6).p(o,  67. 

/      6\  •  (*i~^)       ,; r 

/  6      ^6^* 

*^-  Zur  Verwandlung  von  ungerader  Ordnung« 
in  %:  3.  wurd^  gezeigt,  wie  sich  ganze  elliptische  Functionen, 

die  xur  Darstellung  (  .  »x }  (wo  A,  A:  zwei  ungerade  Zahlen  sind) 
Theil  XIV*  2ö 
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geboren,  als  eDdüche  Prochicte  solcher  darstelleo  lassen»  die  zur 
Erstellung  (a,6)  gehören,  ffier  sollen  nun  die  bestimmten  Func- 
tionen» wie  y  f  ^9  A  '  r)»  ^^^^  besonderitn  Betraditang  unterwor- 
fen werden. 

Der  Kürze  wegen   wird   hier  durch  P  ein  endliches  Ddppd- 

Sroduct  bezeichnet  werden ,  welches  sich  fiber  alle  den  GrSnxbe- 
ingungen 

I  H, 

genügenden  ganzen  Werthe  von  m»it  erstreckt.  Wird  in  dieMm 
Producte  der  dem  Systeme  f?t=:0»  it=0  entsprechende  Factor 
weggelassen»  und  wird  von  je  zweien  diametral  en^e^ngesetztee 
Systemen  (m»  n)»  (—m^'—fC^  nur  das  eine   berficksicbngt»  so  soll 

das    alsdann   nur  *^^ —  Factoren  zahlende  Product  durch  üa*- 


gedeutet  werden. 

Nach  §.  3.  Ist  nun 


Ffir  ein  constantesH  bekommt  hier  das  Argnoient  öX  F  T*  ^  T 
di»  h  Werthe 

a     ma     nb    a     ma     nb  ap-=      ssA^—1  "| 

Wendet  man  dann  die  Formeln  an»  welche  zur  Vtrwandlimg  das 

a 
Arguments  ^±^  in  x  dienen»  so  bekommt  man: 

f^/a    a   6\^j^a      - — j^ —  w      V.  *       */ 


K      \ 
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^/*    «  *^_V    ,^""8i^    „^T •«•  T j 

nod  Uoraus 

Wendetmao  die  Formeln  (6)  und  (7)  des  J.  7.  auf  die  Trans- 
MAionsformelD  des  (.  3.  an,. so  erhält  man 

*C^'r*;=^*  " 7pi^ir-^b\ ' 

0.      S.      fr 

Ist  die  reelle  Componente  Ton  -  ein  positiver  rationaler  Bnscb 

7»  dessen  Zähler  und  Nenner  ungerade  sind,   so   kann  man  die 

Viinctionen;'(j:'a«6),  n.s.w.  mittelst  der  Vorigen  Transformationsfor- 
meln als  endliche  Producte  von  Functionen  wie  x(y,  I,  1  -|-  6  V^— 1) 

28' 
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darstellen,  wo  r^  =  1  +  ö  V^— 1  ist,  und «omit durch  solche  ellip- 
tische Fanctionen  ansdrflcken,  ^o  das  spedfiche  Verh&ltniss  rem 
imaginär,  d.  b.  wo  der  Alodol  reell  ist 


§.  10. 

Herleitang  der  gaiz«n  elliptischen  Functionen  aus  den  gebrochenen. 

In  €.  7.  ist  eigentlich  dio  Addition  der  Argumente, fiir  ^anze 
elliptiscne  Functionen  nicht  gelungen ;  denn  es  wurde  nur  ein  Pro-' 
duct  zweier  ganzen  Functionen^  Ton  x-^-y  und  a: — y  in  ^nxen 
Functionen  der    getrehnten  Argqroente  a%  y  ausgedrückt   ^age- 

Re- 


gen sind  die  dortigen  Formein  so  beschaffen,  dass  durch   dl 
ben    die   Aufgabe    der    AdfTItioti  der    Argumente    für    eine 
brochene  elliptische  Function   wirklich  gel5i$t  ist     Es  ergebt 
sich  z.  B.  aus  (8) 

y(xi-y)  GiX''y):szya:Ga:ffy(By-l-YyGyga:(9x, 

und  nach  (7)  ist 

G(x  +  y)  G(x^y)  =  G^xG^y  +  rpy^xy^y. 

Dividirt  man   diese  beiden  Gleichungen  durch  einander,  so  fallt 
das  Argument  x^y  weg,  and  man  bekömmt  dann  eine  wirkliche 

Additionsformel  für  die   gebrochene  Function  p,  nSmlich 

* 

rix  +  y)  _ r^Gxgy(Sy  +  ryGygx(Sx 
G{x+y)''         G^xG^y  +  rpr^xfy     ' 

oder,  was  das$elbe  ist, 

_  sinamOTosamy  A  a^y  -f-  sinaroycosatnar  ^  amx  ' 
^      ^  "^  1  —  Ä:Vin*amarsin*amy 

wenn  r= — 1,  p=A**  angenommen  wird. 

Was  so  in  §.  7.  für  gebrochene  Functionen  geleistet  ist«  soll 
nun  auch  filr  galize  geschehen,  freilich  nicht  in  endlicher  Weise, 
sondern  nur  mittelst  Differentialgleichungen.  Im  Zusammenhange 
hiemit  wird  sich  dann  eine  ganze  Function,  wie  gx,  mittelst  In- 
tegrationen  aus   irgend    einer   gebrochenen   Function,    wie    z.  B. 

-    ,  herleiten  lassen. 

gx  '        , 

Aus  der  Formel  (7)  in  $.  7.  folgt 

g^xg^  ^g^xg^ ' 


I 


«2« 

man  fiiese  (xMel|uog  logacitbinisch   nach  a:  und  be- 
ijtok8iclitigt5  dasß  nach  (l)  '  ' 

^og /^\ Gx(B± 

^  \9^/       yxgx 

vaX,  80  erhäb  man 

9i^-\^y)      9(x-y)      gx^   ^  9(^+9)9(^-p)  y^9^ 
Durch^Verttoschung  von.;];  und  y  ergi^bt  sich 

at^r+y)       i7(a:-^)       gy        ^  9(^+9)9(^-1/^   ryyv 


Addtft  man  beide  Gleichungen,  beächtet,  dass  nach  (8) 
}fx§gcGy(Sy  \  ry^yfix^x = rix  -j^  y)yjix'-y), 
<        und  halbiit,  so  ergiebt  sich 

9(^  +  9)      9^      99      ^   9^999(^+9) 

und  zwei  andere  Formeln  dieser  Art  entstehen,  wenn  man   von  g 

'  ^  '       '   •  •  yCx  ~i*  'y 

lu  G  und  zu  (B   fortgeht.     Da  die  gebrochene  Function     .    ,  \ 

steh  durcb  gebrochene  Functionen  der  getrennten  Argumente  x,y 
darstellen  lässt,,Bo  enthält  die  vorliegende  Gleichung  die  Lösung 
der  Aufgabe,  die  ganze  Function  gix+y)  ohne  Beihfilfe  des  Ar- 
^bnents  x^^  einzig  durch  Functionen  aer  getrennten  Argumente 
x,y  darzustellen. 

f..       Diferentiirt  man  die   Gleichilmg  ^(16)  nach  y  und  setzt  dann 
ysOy  so  erhält  man 

,g*x 
folglich  " 

*  ■  ■ 

Es  bestehen  demna^  folg^Me  Formeln,  durch  welche  die 
ganzen  Functionen  y*  g*  (^*  CB  mittelst  der  gebroclieneo  W-* 
n.  s.  w.  ausgedrückt  werden: 


4M 


%='^*rfP'     • 


:=xG'0+Tf^dx=^x<S'0^qf^ds, 
=x(B'(i+pf^/x=xsrO-tf^dx, 

f 

/*G*x  Pi^x  j 

^xjfO^qJ  jgs-^dx=xO'Q-^  gi^/ 

Uebrigens  ist 

Um  noch  eine  der  Gleichung  (16)  Sbniiche  Gleichung  für  die 

n 
Function  y  zu  bekommen,  setse  man  in  jener  ^v  +  q  anstatt  x,  so 

wird  man 

erhalten.    Zieht  man  hiervon  fi%  Gleichung 


w     «y     yy«f 


ab,  so  erhält  man: 


/(^+y)     /J?    y'y__^^^^+y)yV-"y^^+y)Cy<gy 
y(^+y)      y«     y.v  r^^+y)nf9if 

Mao  muitiplicire  rechts  Zählte  and  Nenoer  mit  ^..setie 

und  beacht»  die  Gleichang 

gyfBxQUx  +y)  +  qGjfrxr(x  +  ^)-r-iBy9Xff(x  '+ff)=sO, 
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welche  sich  aas  (12)  ergiebt,  wenn  man  dort  ^  -t*  u  anstatt  x  setzt* 
Dann  erhält  man 

K^+y)     yo:     ry  ^Äyyy(a?+y) 

rYxrgY(:t+y)  ^  py^yyK^+y) 


8.  IJ. 

Ueber  die  elllptisdiett  iMtegrale  der  dritten  Art. 

Die  Ihtofie  der  elÜDiiMheii  lnte«;rale  drittem  4rt  ist  in  fol- 
gen^o  einiadien  Betrachtungep  enthalten.    Es  ist 

aliQ,  wenn  man  (6)  berücicsichtigt  und  nach  x  integrirt: 


Ebeoco 


Llsst.inan  hier  anter  dem  InteKrationszeichen  das  Argument  o; 
mir  mit  den  FuDcttooszelchen  y,  G  erscheineD«  «o  erhalten  diese 
vier  Gieichnngen  folgende  Gestalt: 
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Setzt  man  endlich 

«  =  2*,  6=2Ä'V— 1,  also  c=4Ä^'; 

so  werden 

p=A2,  q-k\  r=-l, 

und.  man  ediätt'  folgende  Formeln : 

Oy(x — a)      J  sm*ankr— ^m'ama 

/     .    X        ^cos^ama-^^ — ^*ama  Tn-sin'ama: 


C09^  9ifm — /X^ama  ain^mar 


**si»*aiiiff^«ln* 


(Lr, 


-A^äiH^amaaln^mj; 

m^^  -L  «^       /»i\*ama  ^^  -  ^«co8«ama  ^sin^ama: 
®(B(ar — «)     ^/  ^*ama — A^cos'ama^in^anu: 

Wird  das  elliptische  Integral  dritter  Art  durch  1  \A,^^\^%fjg^ 

dargestellt^  so  erstrecken  sich  filr  ein  reelles  a  die^  vorijg;en  For- 
meln nur  auf  diejenigen  Werthe  von  n,  welche  innerhalb  der 
Grftnzen  ' 

—00  <n<  -1,  — )5:«<n  <0 

enthalten  sind.  Glebt  roai^  aber  dem  Argument  a  eitlen  rein  ima- 
fi^nären  Werth,  so  gelten  die  ängeföhrten  Formeln  fOr  diejeuigeo 
Werthe  von  n,  welche  innerhalb  der  Grenzen 


enthalten  sind.    In  dieser  Aufzählung  sind  also  alle  reellen  Werthe 
von  n  begriffen.  >.<-.. 


,  *.  12. 

lieber  die  Addition  der  Argumente  b^  den  elUpti^hen  Integralen 

der  dritten  Art. 


♦  • 


Der  Zweck  dieses  Paragraphen  erfi^rdert  ein  Zurückgehen  auf 
die  Formeln  (a)  und  (6)  des  §•  7.    Setzt  min  in  {n) 
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ud4  bezeichnet  der  Kifrze  wegen  das  Product 

t  w 

m  ' 

dunpb  K'^»  s<v),  u.  s.  f.,  8o  verwandelt  sich  die  angeführte  Formel  in 
pqn  ist,  uv)  +  pg  {sU  uo)-\  qG  (st,  ar)  +  KB  (st,  uc) = — 2pqry  (su,vt) 

«od  hieraus  durch  Vertauschung  von  u  und  v: 
—P9n  (*<»iw)  +pg(Hs  m)  +  gG  (st,uc)  +  rß  (st,np)=2pip7(fv,  tu). 

Addirt  und  subtrahirt  man  diese  zwei  Gleichungen ,  so  ergiebt  sich 
pg  (stM)  +  qG  (st,  uv)  +  rCB  (st,  uv)  =zpqr  \y(sc,  tu)^y  (su,  vt)\,    (c) 

•  r(st,uv)-i-y(tu,vt)  +  Y(9^»tu)  =  0.  (d) 

Anf^iche  Art  gewinnt  man  aus  (6)  die  beiden  Gleichungen 

pqrri^»^^)^P9(*^f^^)—9G(st,uv)'-r(B(st,uv)=1pg(su,vt),  (e) 
--^^  (ßfyuv)  -\'pg(st,uv)  —  qG  (ft,üv)  — r<B  (st,uv)  =  2pg  (sv,tu) ;  (/) 

UH^  wm  diesen  doreh  Addition  und  Subtraction 

•  ••'*'  ' ' .. 

pg(it,uv) ^qG(H,m)^-ir(B(st^Uv)s^p\g(§u,ffi)  +g(sv,tu)^,  (g) 

qry  (st,  uv)=g(su,  tv)^g  (sv,  tu),         (h) 

Ich  eilaabe'ftiir  eine  kleine  Zwischenbemerkung.  Wenn  man 
in  U)  von  der  Function  g  zu  G  fortgeht,  und  die  so  entstandene 
Gleichung  zu  der  unveränderten  (e)  hinzuaddirt,  so  ergiebt  sich 

pg  (su,  vt)  +  pG  (sv,  tu)  +  r(B  (st,  uv)  =0. 

Die  Gleichungen  (c),  (d),  (g)^  (h)  können  nun  bei  der  Addition 
to  Argiumefite  def  elttptiscbeii.  Functionen  dritter  Art  aoT  Mgende 
Weise  benutzt  werden.    Setzt  man  darin 


;    '         ... 

so  wird 


d?  — 


'  I    t 


pqr  \ytir(x  +  y  f  «^  y  te-«)  r  (y  r«)  -r  yay  (a;  +  y— «)  y  (x  +  B)y(y  +  a)| 

yay(x+y +«)y  (;r— «)r(3f— «f)^^^^  +Jf-ri>r)y(ap  +  «)iy(y  f  «) 

—  'flay(x-\rg)yxyg, 

P'9ag(x  +  yi-a)g(ai^a)g(g''a)+gag(a:  +  ya)g(x  +  a)g(g  +  a)\ 
^P^l9tg(x  +  .y)^.w— ^G2«6'(a:+y>Ga%— r(ß2a(B  (a:+y)(Rr'(5y. 
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Mittebt  der  Fonneln  (12)  in  $•  7.  und  {A)  in  §•  &  kann  mao 
die  vorliegenden  Gleicbnngen  auf  folgende  Art  nmgestalteo.    Es 

sei  der  Kfirze  wegen 

■  • 

M^gttGa(B€trxygY(a:  +y), 

I 

==^{CB««^Ä^y^  (ar  +  y)  -  5^iKBte(|fy<^ 


so  isi 


==-f\g^GxGyG(x\y)^G^gxgji^x  +jf)l, 


y(a:+y--a)y(«  +  «)r(y+«)      Ä-i^' 


M^y^{g^tcY^x^r^a9'^x){ghtyh,-r^Shl)(^ 

und^  wenn  nnan»  um  zu  der  von  Jacob i  ebgeffiliften  BeieifteoDCs« 
art  der  gebrochenen  eiliptiscben  Functionen  übensugehen,  p=^il*y 
qTsik!\  r=:-^]  annimmt,  und  dann  der  Kürze  wegen 

^ — ;^l — =;=cosama^amasinamjrsinam,v8inam(d:-|-5)» 


p — g — =:sinama(cosama;cosam3fcosam(j;-|-y)  — cos%una); 

folglich 

^^=s(skAüDjr-^sin*ama)  (sm^my— sin^tn«)  (sin*am(ar-f^) — siiAatttt) 

setzt,  so  ist 

^y(«+«-«)yr«+«))'(y+«)~''''' 

Setzt  man  ferner 

Pi=^«  {<?o^d:^y^i + y) + r7«ÄVBa:%<K 
=17«  |CB^«5^jr^^  (o:  +  y) -- jy^öCrjr  Cy  C  (a? + y)), 
!      Q7siqrraGt^BtKrxysr(X'^fl)\ 

QO   Wt 

g(a;-f'y+«)g (^-:«)^ (y— «)  _ P-t-Q 

^(j:+y-«)^(«+«)y(y  +  «)- P_Q' 


•  )> 


4^9 

Gdit  nifto  von  g  n  G  Ober  Hud  gebraucht  daao  g^rodMo« 
Functionen,  so  hat  man  dieses  System  vo|k  Gleichungem 

^  — s- — =^%roa-|- J:*sin%unacosamj;cosaniycosani(;r-|-^), 

Q  — ä~ —  =A:*sinaniacosanitt Aamasinamxsinamysinani  (x  -f  y). 


Die  Lee endre' 8 che  Formel  für  die  Addition  der  Aremnente 


SV 
en  bei  den  elliptischeo  Integralen  dritter  Art  kann  anf 

Mgendem  Wege  erhalten  werden.    Es  ist 

_^(ar^-g)g(y^^«)_G(f^-p)G(f~p)      G{n,uu) 
~G(jr--c)G(y-«)  ~'G(<+©)G(<— ©)""G(ft?,iii») 

Trigt  man  aber  die  obige  Formel  (h)  vong  anf G  Ober  und  setzt 
dann  t=tf  hinein,  so  giebt  sie 

G{sOf  Hu)^G(sUtVu)'^pry(su,uo); 
4»lg|ieU  ist 

C(ir+fOG(2±|Ö  s-^if^^ 
G(ar— «)G(i^-«)       G  (a? + y— a)  Ga  GorGy  +pry(ar  +  y — «)  r^xyy 

VgäA'  hieraus 

C  (g  -f  y~«)  G(x+ g)  G(y  •<- «) 
G  («+y + «)  6'(j:-«)  G(»-«) 

1.  1  -t-  <;*ginam«taiiuaB;>»iiiaaiy  WBao>(a?-hy  ^-  c) 


Wie  dieser  Ausdmds  mit  der  Additioii  der  Argumente  d^r  Am- 
plituden der  elliptischen  Integrale  dritter  Art  zosammbängt,  ist 
ans  dem  vorhergehenden  Paragraphen  f^iar. 


$•   Iww 

Wenn  das   Argument   4; 'ab  Function   von   iW^.  '  J  L      und 

der  tpecifischen  Constanten  a»  h  gedacht  wird ,   die  in  Beziehung 
auf  die  lieiden  letztem  genommene  Variation  ix  des  Argumenta 
(z  als  constant  voransges^zt)  au  bestimmen. 

Setzt  man 


1. 
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yx  '   <Bi 

ei-"'  ^-*' 

«o  liat  mao  vermuge  der  Gieichnogen  (2)  ttod  (1)  des  §.  5.f 

Die  letzte  Gleichung  wird  daher 

(,«-l)(;,x«  +  y)(^)»=-l, 

und,  wenn  man   sie   nach  a,  h  logarithmiscb  diflferentiirt,   so  er- 
hält mao 

dz      p  prv^ 

Ax     dSic  * 

Nun  ist  ';/~  =  'T~>  u^^   wenn    man   die   vorliegende  Gldßhinig 

mit  dx  multiplicirt,  so  wird 

,   ddx     döx  -       ,, 
ruvdüs^T-:=-p  di^^döx, 

m 

WO  das  Zeichen  d  eine  Differentiation  nach  z  anzeigt»  während 
Oj  b  sAm  constant  gedacht  werden.  lotegrirt  man  nun  in  Be»^ 
bung  auf  x  oder  x  allein,  so  erhalt  man 


\  .  *     - 


DadieWerthe  x=0  und  z=l  immer  zusammengehören,  waes 
auch  o,  b  sein  taftgen,  so  v?erseh winden  x  und  6x  gleichzeiUg; 
also  muss  auehdas  Integral  rechts  für  ;r=:0  verschwisden.  Ver- 
m5ge  der  Formein  (l7)  in  §.  10.  kann  aber  dasselbe  durch  den 
ebenfaHs  filr  wssO  versohwuideDdeE  Ausdruck        • 

ersetzt  werden,  wodurch  man 


»  t\< 


,,=_.g+^«?^)+öEÄ| 


X 

(Sx 


erhält.    iSetzt  man  jetz  x^u-i-  od,  so  wird  i=-->r^,    nnd,  iveno 
(0  eine  verschwindend  kleine  Grosse  bezeichnet , 
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folglich 


<   )      • 


fliso  ist  da  selbst  von  der  Ordnung  co»  so  dass  man  iit^Sa  sietzen 
darf.    Aus  den  Formeln  wok  ScAilüss  von  §.  4.  ergiebt  sich  aber 

(B(ar+a)"~  c    +  ffij: '  ^'*®  (Bas  —  c   ' 


i 


Setzt  man  jetzt  der  Efirze  wegen 

so  dass 

.  (B'x 

wird,  so  bekommt  man  für  x^a  und  :r=6  folgende   zur  ßestim- 
niang  von  i  und  fj  dienende  Gleichungen: 

^  a'jt 


woraus  sich 


€  = 


ergeben.    Also  ist  für  einen  constanten  Werth  von  /%.  '  '  / 

.    ü^Sb  —  b^a     (g'x  aSb—Mtt 

Aus  dieser  Gleichung  ersiebt  man,  dass  sich  die  Continuit&t  von 
dx  nur  allemal  dann   verliert,  wenn  (Bx  verschwindet,  d.  h.  nur 

dann/wennar^rm-f  ^V+f^  +  a  )*  ^'"^^^   ^^   "** '*   beliebige 
ganze  Zahlen  bedeuten. 
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S-  14. 

Wie  niiiss  das  specifiscbe  Dreieck,  vrelches  zur  DarsteUuog  riMr 
ganzen  elliptischen  Function  dient,  beschaffen  sein,  daqft  oaes 
der  Verhältnisse  der  drei  in  {•  5.  bestimniten  Constanteo  p,  q,  t 

reeH  sein  fcOnne? 

Ist  eines  der  genannten  Verhältnisse  reell«  so  sind  es  wegen 
der  Relation  p'{-q-\-r:sz^  nothwendig  auch  die  beiden  übrigen. 
Dann  wird  man  irgend  drei  reelle  6r5ssen  angeben  k5nnmi|  wdfcke 
mit  Pi  g,  T  proportional  sind;  und  da  ihre  Summe  gleicbNall  ist» 
so  muss  eine  derselben  entgegengesetztes  Vorzeicheo  haben  bH 
den  beiden  Obrigen.  Unter  aen  drei  mdgUchen  Fällen  wollen  mt 
deigenigen  voraussetzen,   wo  die  mit  r  proportionale  GrSme  te 

beide»  übrigen  entgegensetzt  Ut    Dann  «nd  -£.  -}  .«glel<* 

positive  ächte  ßruche,  weil  -^—^=1   ist     Setzt    man  daai 

V^^==y,  —^ =*•<!,  so  ist  der  Modul  *  reeU,  und  man 
hat  nacii  §.  6. 

/ dy 

V^  -r.  x=^J^  V'(l-^«)(i-A«y«)  • 

Bezeichnet  man  nun  den  Werth  dieses  Integrals  durch  K  oder 
K^^ly  jenachdem    in   demselben  y  continuirlich  die  zwindben 

0  und  +1  liegenden  reellen  oder  die  zwischen  0  und  +*. X"^ 
liegenden  rein  imaginären  Werthe  einmal  durchläuft,  so  «od  A> 
K'   endliche    reelle     und    positive    Grossen,    und    nimmt  mn» 

(jj=^y    \r^  ^^-^^  ^  Darstellung  an,  so  ist  y  dieselbe 

Function  von  x,  wie  bei  der  ursprOngKcben  Darstellung  (^J^'V 
Beide  Darstelliygen  geben  also  em  und  dasselbe  Netz  von  PnnKj 
ten,  und  jene  erstere  ist  die  Hauptdarstellung  desselben,  ^^' 
Ihr  ein  rechtM'inklig:es  Dreieck  zu  Cürunde  liegt,  d.  b.  weil  w 
zugebSrige  spectfische  Verbältniss  rein  imaginSr  Ist.  Ds^  ^ 
sagte  fahrt  zu  folgendem  Schluss: 

„Wenn  die  Verhältnisse  der  Grössen  p,  y,  r  reell  »""f /.^ 
kann  das  zugehörige  Netz  von  Punkten  durch  ein  rechtwinklig«* 
Dreieck  erzeugt  werden,  dessen  Katheten  denjenigen  *'^®*^^. 
den  Grössen  p,  g,  r  entsprechen,  deren  Verhältniss  eineo  pomv- 
ven  W^rth  hat** 


•)  Hier  ist  di«  tchivache  ^ile  de$  Beweisen  desa  die  R^o«:^ 
eine«  Aa«dr«ckt,  wie  «inainO/t^l  +  iiVI' V— I  +  J-),  •cbeint  hierbei  «*•■ 
voraatgeteUt  werden  xn  mästen. 
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§.  15. 


I 
/ 


Ueber  die   analytifche  Becüentmig  der  Uaiiptdaratelliiiig  einer 

elliptischen  Function. 


Denken  wir  un«  «it  die  in  0.  1.  heecbriebene  Weise  y 
cmmfhx»  AigiuBept  a  durch  einen  Punkt  in  der  Ehene  darfteatellU 
ao  bildet  die  Keihenfolge  aller  derjenigen  Punkte  x,  welohe  zu 


reellen  Werthen   der  gebrochenen   Function  yf^'  ^' A  gehören, 

eif  eCarve.  Die  genannte  Function  bekommt  aber  reap.  die  reel- 
len Werthe  ( — l)"H-«,0,<»,  80  oft  als  das  Argument  x  eine  der 
Fontien 

ma+nb,  (f^  +  ^jß  +  nb,  ma+(m+i^jb 

anpimmt.  Folglich  gebt  die  betrachtete  Curve  1^.  durch  alle 
Edcen  des|  speciBschen  Dreiecksoetzes,  2^.  durch  die  Mitten  aller 
der  Constapten  a  und  29.  durch  die  Mitten  aller  der  Constanten 
6  entsprechenden  Seiten.    In  den  ersten  Punkten  erhält  die  ge* 

brocbene  Function  ^  abwechselnd  die  reellen  Werthe  +1  und 

—  i ,  in  den  zweiten  die  Werthe  0  und  in  den  dritten  die  W^erthe 
op.    VteHache  Punkte  der  Curve  können  nur  da  liegen»  wo  der 

naeh  'x  genommene  erste  DIferentlaleQicient  von  fr-  verschwind» 
det,    abe   nach    (1)  In  $.  6.  da,  wo  yx<Bx  verschwindet     Da 

C?(mii+w6+x)     ^     *^        Gx 

ist,  und  die  Curve  demnach  nach  zweien  Richtungen  hin  periodisch 
verlluft»  so  brauchen   wir  in   der  zuletzt    erwänten  Beziehung 

BOT  ^  beiden  Punkte  j:=0>  x=z    ^      zu  betrachten.    Nehmen 

ax  l 

wir  vorerst  x  verschwindend  klein  an,  so  wird  -yr-  =1  -f  ;7r  x*. 

trX  Ä 

Unter  allen  complexen  Werthen  von  j:,  die  zu  demselben  ver- 
schwindend kleinen  Modul  gehören,  kann  es  aber  nur  zwei  x  und 

xV—l  (j®  2^^'^  entgegengesetzte  werden,  als  einer  und  derselben 
Tssfente  entsprachen^  hier  nur  flir  einen  gezählt)  ^ben,  flir 
w^äe  Tx^  reell  wird.  Folglich  sind  die  Ecken  des  Dreiecksnetzes 
•tets  Doppelpunkte  der  betrachteten  Curve,  in  denen  diese  sich 

rechtwinklich  schneidet.  Setzen  wir  zweitens  ar=  ^  +  <0>  ^e 
CO  verschwindend  klein  sein  soll,  so  wird  nach  $.4. 
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c(£+*+„)-  g4*^=V  -^(i-f— ) 

Die  Curf«« -kann  af«o  nur  dann  dutA  diesen  Punkt  -j^—     gehen, 

wenn  das  Terhältniss  —  reell  und   negativ   ist,  also    nach  §.  14. 

nur  dann,  wenn  im  speciflsoben  Dreieck  der  Ha^ptdarsteUung 
einer  der  beiden  mit  o  und  q  homolosen  Seiten  ein  rechter  Win- 
kel gegenGberliegi  Dann  sind  auch  die  Mitten  alfer  mit  r  homo- 
logen Seiten  des  Dreiecksnetzes  Doppelpunkte  der  Curve,  in  denen 
^  älei  sich  rechtwinklig  schneidet  ^ 

um  eine  Anischatnnig  von  der  Coiitinuität  der  Realitltscurve  (Öx 
^p-  zu  bekommen,  nehmen  wir  zuerst —als  rein  imaginär  (mit  positiven 

Factor  von  V—- l)^n.  Dann  ist  ^ug  der  >Jß*orm  der  unendlichen 
Doppelprodnct^aufde^  Stelle  kfar,  dji^e  die  ^sudbteCurve  mit  den 
beiden  sich  rechtwinKÜch  schneidenden  Systemen  paralleler  und 
äquidistanter  Geraden  des  specitischen  Dreiecksnetzes  zusammen- 
fmlt  und  demnach  ein  Netz  von  congruenten  Rechtecken  bildet 
Geht  mm  das  specifische  Dreieck  ^us  ^er  rechtwinkligen  Form 
allm^hlig  in  die  spitzwinklige  über,  so  verwandelt  sich  das  Netz 
congraenter  Rechtecke  in  ein  aus  zwei  Sy steigen  sich  rechtwink* 
lig,  ^hneidender  geschlängelter  Cnrven  bestehendes  Netz ,  in 
welchem  die  einen  mit  p  correspondirenden  Cnrven  den  zwischen 

J^l  und  — 1  osipi  11  trenden  reellen  Wertben  von  yr-zugßhftren* wäh- 
rend d|e<a,nderen  mit^corresponjdirend^nCurven  zu  denjenigen  reellen 
Wertben  von  gj:,  gehören,  ^>:elchje  von  +;!  bis  +qo  und  von  —  o» 

bis  — 1  und  wieder  zurück  verlaufen.  Isolirte  geschlossene  Zweige 
der  Realitätscurve  können  niemals  auftreten,  und  zwar  aus  folgen- 
dem Grunde.     Es  sei  -^7-  =  ^  >  so  folgt  nach  (9):    . 

g:rGy-  C^^3,=2r^Wlß^,lZ^.(B^=:0, 


folglich  entweder 

pder 

^±y=(2iii  +  l)a+(2»fl)6.      \ 
Da  nun  die  beschriebenen  offenen  Curvenzweige  schon  alle  reellen 
Werthe  von  -j^  enthalten  und  der  durch  die  letzten  Gleichungen  ange- 


*)    Hieriinrcli  wird  §.  13.  cntlielirlicli  gemacht. 


I 

\ 
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iteiiteteii  doppelten  Periodicität  voIlkoromeD  eotsprechen,  so  ist 
dnrch  dieselben  die  ganze  Cuire  auch  voükominen  erschöpft.  — 
Bei  fortschreitender  Forroändemne  des  specifischen  Dreiecks  kann 
erst  dann  eme  Discontinuität  in  der  gleichzeitigen  Formänderung 
der  Realitätscurve  eintreten ,  wenn  diesell>e  die  Mitten  der  mit  r 
correspondirenden  Dreieckseiten  erreicht,  d.  h.,  wie  wir  oben  ge- 
sehen haben,  wenn  das  specifische  Dreieck  an  dieser  Seite  einen 
rechten  Winkel  bekömmt    Gesetzt  die  Hypotenuse  correspondire 

mit  jr,  so  ist  nunmehr  — -i  rein  imaginär,  und  da 

G(Xta,b)      CB(^,a— Ä,a)' 
so  ist  die  Realitätscorve  durch  die  Gleichungen 

,      ,x         o-^b 

j:=(a — o)u,  x^aUf  ^="5 |-öt«> 

wo  11  einen  beliebigen  reellen  Factor  bezeichnet,  dargestellt  Die 
■it  p  correspondirenden  Zweige  fallen  wieder  mit  den  entspre- 
chenden Dreiecksseiten  zusammen,  während  die  mit  q  correspon- 
direnden Zweige  sich  in  rechtwinklig  gebrochene  Zickzacklinien 
Ttfwandeln ,  von  denen  die  einen  StQcKe  m  die  Seiten  a — 6  fallen, 
«Arend  die  anderen  parallel  mit  den  Seiten  a  durch  die  Mitten 
der  Seiten  b  gehen.  Je  zwei  aufeinanderfolgende  Zickzacklinien 
erreichen  einander  mit  ihren  Ecken  in  den  Mitten  der  Seiten 
f— 6.  Diese  Beschreibung  ffilt,  wenn  der  mit  q  correspondirende 
rechte  Winkel  noch  wie  der  ihm  unmittelbar  vorhergehende  spitze 
Winkel  aufgefasst  wird.     Sobald  man  ihn  aber    wie  den  nacnfol- 

Snden  stumpfen  Winkel  behandelt,  so  müssen  die  geradlinigen 
eroente  der  vorigen  Zickzacklinien  in  den  Mitten  der  Seiten  a^b 
anders  verbunden  werden,  die  Zickzacke  müssen  die  Richtung 
der  Seite  b  plOtklich  verlassen,  um  in  die  Richtunjg  2o — 6  über- 
zugehen. D.  h.  weil  jetzt  (2a — b,  a)  im  Begriff  ist,  Hauptdar- 
stellung  zu  werden,  so  richtet  sich  von  nun  an  auch  die  Reali- 
tätscurve nach  dieser  Hauptdarstellong. 

QX 

Während  W-  die   reellen  Werthe  von  1  bis  0  einmal  durch- 

iirX 

läuß,  durchläuft  V  — i*.  jr-  ebenfalls  einmal  die  reellen  Werthe 
TOD  0  bis  1 ;  und  während  *^    die    reellen   Werthe    von    1   bis 

+  «  einmal  durchläuft ,  durchläuft  V  — r.  -q-  ebenfalls 
ebmal  die  rein  imaginären  Werthe  von  +0V  — 1  bis  +ao V~—  l. 
Setzt  man  nun  y=:  V"— f.  ft-»  so  folgen  aus  der  vorigen  Betrach- 
tang über  die  Realitätscurve  für  ^  die  Gleichungen 

Theil  \1V.  29 


442 


V 


wofern  die  ßpeciOschen  Constanten  «,  6  der  Hagptdarstellung  an- 
gehören, welchen  complexen  Werth  auch  der  Modul  Y  --"^ 
ser  vollständigen  elliptischen  Integrale  erster  Art  haben  ma^. 


$.  16. 

Verwandlung  der  elliptischen  unendlichen  Doppelproducte  a 
unendliche  einfache  Producte  trigonometrischer  Factoren. 

VoUaieht  man  In  den  vier  Doppelproducten,  wie  JI-^^^jj"» 

welche  oben  in  6.  1.  unter  dem  Namen  der  ganzen  elliptischen 
Functionen  beschrieben  worden  sind,  die  Multiplication  zu«*»! 
von  m=  — X  bis  1»=  + 00  ,  so  ergeben  sich  resp,  die  eimacben 
Producte: 

.    n(x  +  nb)  nix  \  »ä) 

„^  sin--^ "'  cos 

a    ,    nx  a  n 

~  sin  —    11  5—  »        n 7 — » 

^  ö(«-70)  .     ^«^  7CH0 

-^  sin cos 

a  a 

^x  +  Tn  +  ^^  6)  Ä  (ar+  (n+  -^jb) 

sin cos ~ 

a  a 

n 7—r\ — '      ^ 7 — K^ 

sin  — ^ ^  cos— ^^ 

a  o 

Dieselbeii  sind  convereent,  «obald—  nur  nicht  reell  ist  H*^ 
denke  sie  sich  zwischen  gleichen  und  entgegengesetzten  sm 
grossen  Werthen  von  n  oder  n  +  ^  genommen.  Es  handelt  sicn 
nun  darum,  ihre  Verhältnisse  zu  den  entsprechenden  Functionen 
7»  99  G,  (S  zu  bestimmen. 

In  der  Ebene,  in  welcher  die  Werthe  von  ma^nb  durcn 
Punkte  darses^teilt  sind,  sei  um  den  Ursprung  als  Mittelpunkt  eto 
Kreis  mit  dem  sehr  grossen  Halbmesser  k  beschrieben,  welcncr 
als  Gränze  für  die  Doppelproducte  y,  u.  s.  w.  gelten  soll.  Aj** 
serhalb  desselben  liegen  zwei  Parall^linien  von  der  durch  a  ve- 
zeichneten  Richtung  und  den  beiden  entgegengesetzten  Gräni^^' 
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fteo  ¥on  n  oder  n  ^  ^  entspredi^nd.  Bezeichnet  nun  Q  den  ge- 
meinsamen Qudtteeten,  der  ans^ler  Division  der  obigen  einfachen 
Prodncte  durch  die  entsprechenden  Functionen  y,  g,  G^  VB  heM^or- 

ergeht,  so  ist  Q  gleich  dem  Doppelprodocte  Il(\^  — ,     .   J» 

welches  sich  dfoer  den  ganzen  ausserhalb  des  Kreises  k  und  in- 
nerhalb der  Parallelliuien   (db»)  lieg^den  Flächenranm  erstreckt. 

1 
Nun  ist  mit  einem  Fehler  von  der  Ordnung  ~7  : 

1  x'^  Ä*  PP    dm  dn 

^Q=-^^^(^^nb)*=-  \JJ \ma  +  «6)*  ' 

ind  wenn  man  zuerst  in  Beziehung  auf  m  iategrirt : 

log  Q=-  ^(  Jm"a^nb  ^Jia^lliö) ' 

wo  mf  sich  auf  den  Anfangs-,  m"  auf  den  Endpunkt  einer  mit 
der  Richtuns  a  parallelen,  durch  den  Werth  von  n  bestimmten 
Sehne  des  Kreises  k  bezieht  Um  nun  das  einfache  Integral  längs 
der  ganzen  Peripherie  k  verfolgen  zu  kOnnen,  setze  man 

so  ist  der  Inhalt  des  durch  die  Seiten  a,  ma+nb  bestimmten  Pa- 

C^k 
railelogramms  McrzsoA^sio^,  folgUeh  dn^=—  eoßipdipt 


logO=— e-2«V-r^   I      e-fV-i  coBipdq> 

WO  c'=ae~*'^"*    den  conjugirten  Werth  von  a  bezeichnet.    Hie- 
raas folgt  'nun : 

•'»  _  /       sm* —  ^ 


9 

a 


g(ar,a,b)  =  e''        cos-^J7^I-    ^^^nnbj 


29* 
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"51 

nx 


V   cos» — ^ — y 

Od^r  auch ,  weno  e  "  =  *  gesetzt  wird  r 

£i  .  1  — 2 A«»cos  =-^  +  A*» 


/  A\  2««  »      •      ^^^  TT 

(o:,  a»  6) =^  —  sin  —  11 


a    ,    nx  „  o 


Y  f^x,  a,  o)=ze-         -  sin  —  ii  (i^k^y 


^,.  1  +  2Ä«»C08— +A4- 

^2««  «^   TT  I ^ 


> 


^  (ar,o,ft)=e'       cos  —  JI  (T+JÄ)! 

£».       l-2Ä*-»co8—  +  *«•- » 
G(x.«,6)=e2'^    21 —^^ . 

<P(ar.o,6)=««~     ^- « 


(1  +  A*— »)« 
Da  a'6 — b6'=2cV— 1  ist  und  da  c  als  positiv  vorausgesetzt 
a     a'     aaf 


wurde»  so  ist  -—  —  =  — jV — 1  und  daher  die  imaginSre  Compo- 


oente   von   -  positiv;  folglich  isf  der  Modul  von 


*='"^(-l(M-)+^"»l(l+?)) 

ein  ächter  Bruch »  weshalb  die  steigenden  Potenzen  von  A  sich 
der  Null  ohne  Ende  nähern. 

Setzt  man  in  den  obigen  Formeln  ^  =  ä'>  ^=q>     und     be- 
denkt im  letztern  Fall»  dass 


afn/by     bb'n  ,  bn^. 
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"" 25  =  2vr <*-*>'  «="«2ä=2vÄ' 
I  ±2*-  cog  ^  +  A*»  =(1  db  A— »>  (1  ±  A,+>) 


ist,  so  erhfilt  man: 


••'» 


«2-*      "U-A*-V ' 

and  hieran« 


6 
''2 


=e 


2nh^ 


H^^l' 


b 


8« 


2—*    2A*  "  V"T+Ä*r  j  ' 


=-e)""(i^ni-> 


§.  17. 


VerwaodloDg  der  elliptischen  «oendlichen  Uoppelproducte  in  eiu- 
fache  Snmmea  der  Cosious   oder  Siuus  der  Vielfachen  des 

Argaments. 

Da  die  hier  aogekfindigte  Eotwickelung  aus  den  Ergebnissen 
des  vorigeD  Paragraphen  *  in  derselben  Weise  hergeleitet  werden 
kann»  ine  es  in  den  „Fundamental'  von  J ac ob i  geschieht, 
so  kSnete  ich  mich  geradezu  auf  diese  Schrift  berufen.  Es  möchte 
iodess  manchem  Leser  nicht  unangenehm  sein,  wenn  auch  hier 
diese  interessante  Entwickelung  an  das  Frflhere  angeschlossen 
wird,  und  über^ess  kann  hier  die  Bestimmung  einer  gewissen 
CoDstanten  vielleicht  etwas  einfacher  eegeben  werden',  ab  in  der 
erwähnten  Schrift  des  berühmten  Verfassers  geschieht 

Denkt  man  sich  in  den  Formeln  des  voriffnn  Paragraphen 
die  Uuhiplicatlonen  ausgeführt,  und  die  Producte  der  Sinus 
und'  Cosinus  durch  Cosinus  und  Sinus  der  vielfachen  Winkel  er- 
setzt, so  sieht  man,  dass  die  Functionen 


e  a««      s " 
^(5 


^Su^). 


gx 


2«e 


)'X 


•ich  respective  nach 
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2itlM:  (2n— l)w:         .    (a»-l)»F 

cos  ,       cos ^  •       8IÖ  Z 

m  a  n 

entwickeln  lassen.    Wir  können  daher,  indem  wir  die  BetnKcfatiuig 
zunächst  auf  die  beiden  ersten  Firoc!tionen  heschränken , 

^^  — s-cD 


setzen,  wo  Cn^=^C^n  voransgesetet  ist     \n$    den  Formcün  am 
Ende  des  §.  4.  ergehen  sich  leicht  die  folgenden 

——•—-('4-«)      r*  —  — «r— «•     w-i 

— !-•  — ijr4-6j"  — S-« — «* 

•*  "I ,  ..  w..  ♦*  ^  ^ 


weldie  uns  nun  zh  der  Besfinmuag  der  CoefBcienten   Cm  dienen 


soHen.  Der  Bxpmiei{t  ^^^v  — 1  ia  der  oben  angenommenen 
Entwfckelung  kann  durch 

ersetzt  werden,  so  dass  f  ^^g®0"5"5;;^*-^"r\^^==  ^ — SS~  / 

wird,  wo  Ln^Ii^^  den  zn  bvatimnMiden  constan^n  Ceefficiev- 
ten  beseichsot.  Ersetzt  man  jetzt  x  durch  «*f  6  ¥iid  berüdi- 
•ichtigt  die  ana  §•  4.  angefiftrten  ReiationeB,  sa  etgiebl  sich 


Die  CoefVcienten  L  sind  also  entweder  abwechselnd  entsegenpe* 
setzt  oder  sämrotlich  gleich ,  jenachdem  man  es  mit  der  Function 
€  oder  (B  zu  thun  hat.    Folglich  ist 


U7 

G(a:)  ;=  e»  « U»^- 


—  J 


nnd  bieraiia,  indem  man  >  in  :r  -|-  ^  übergehen  Ifisst: 


-V^l  £(-iyCin+l)e 


a 


gxz^e 


i:.<-«"^t 


Setzt  man  wiederum  e     •     =A,     wie   Trüber,    »o   eifbaiten 
diese  vier  Formeb  folgeBde  Ciestalt: 

•2.^  1— 2Aco8 +  2Ä^co8 A»co» +  ... 


s:»^  1  +  2AC0I,— +2A«cos— +  2Ä»co8— + .... 
<Rt=««-  a  a  a 


1  +  2A-|-2A«-|-2A*+... 

£« -»„Sin-—— A»'*»!» — 4A*','8in A'-*8in  -— 

-J««     *        fl O  ' o o 

»  1^3A»«+6A*»— 7*»^  .....  ' 

-..  «K    ...a     3jKr  .  ...      Sjrt  ,  ...      7«a: 

I  +  A»«+A*»+A«-« 

Es  bleiben  noch  die  eenstanteo  Werthe  der  Reiben  hi  den  Nen- 
nern dieser  Ausdrücke  xu  bestimmen  übrig.  Die  zwei  ersten 
Gleichungen  geben 
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®2  _  /t— 2ft+2A«— 2A»...  V. 
~7,  ""VI+2A+2AH2A»....y  ' 


C.J 


so  ver- 


folglicb,  wenn  man  die  Qaadratwarzeln  \  ^ x>     V  ^2 

steht,  dass  sie  Rlr  ein  verscliwindendes  a  sich  auf  die  positive 
Einheit  reduciren , 

V  ^2  ■•"  V  ® 2  _  l-f2A«4^2A"  +  2A»«...      tp(k*) 
2iP» *'*"^*  "'""^*  ■*"^*' ■■    ~''^*^  ' 

WO 

9(A)=1  +  2Ä+2AH2Ä«  +  .... 
seiD  soll.    Nun  geben  die  i£wel  letzten  der  Formeln  (B)  des  $.  8: 

''2-  ''U'2'*;  '2         -       ^{tJ'V 

woraus  sich  durch  Addition  und  noehnialige  Anwendung  der  er- 
sten Gleichung 

(V4^V'^'_<rl-0^-»(l-l-0  Ah  1-  *) 

ergiebt.    Wir  bekommen  demnach 


a 


oder  auch 

r(j.  0.6)  '^(l'I*) 
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Wenn  a  in  g  übergebt,  «o  gebt  auch  h  io  A^  über;  der  vor- 
fiegeode  Auadmck  C  ändert  also  seinen  Werth  nicbt,  vrenn  da- 
rin för  a  nach  und  nacb  j»  f^9  aT»  •••  substituirt  werden;  folg- 
lich ist  sein  Werth  derselbe  wie  für  ein  verschwindendes  o.  Für 
ein  solches  haben  aber 

resp.  die  Gränzwerthe  -.  1,  1.    Demnach  ist  C=-;  folglich 


nnd   weDD    man  die  Darstellung  (a,  6)  mit  (o,  a-f  6)  vertanBcbt, 
wodurch  A  in  — h  und  Cr  in  (B  flbergeht: 


l-2&+2Ä«-2AH...=V     --^^I+Äi- 

Setzt  man  in  den  vorletzten  Ausdrflcken  fiSr  yx,  gx,  welche  noch 
die  Exponentialfunctionen  enthalten,  x=ä>  so  hekSramt  man 

b_   iTc^-^i  1— 2A+2A«— 2A»... 
^1—*     »^""'"SM-eW  +  lOAV...  ' 

6  _  S;r'l+2A  +  2A*+2A»... 
V      ^2—*      2A*+2AJ+2AV....  " 

Durch  Vergleichung  dieser  Werth«  mit  den  am    Ende  von 
$.  16.  gefnndenen  ergieot  sich: 

2Ai--6At  +  16AV....  _  o . .  „  /^l-A»    V 
1— 2A+2A«-2A»....--**^  "  M-**"-*/  ' 

2A1 +2A»  +  2AV....  _  /l+A«-    X«. 

l+2A+23S«+2Ä»Z~  *"  •     M+A*^V  ' 

und  hieraus  durch  Substitution  der  bereits  gefundenen  Wertbe  von 

l+2A  +  2A«+2h»....  und  1— 2A+2A«— 2A»... 
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und  anter  BeiflcksichtiguDg  der  Relation  77(1 -{-A'')(i'-^*"~ ')=!'• 

UL-m+lOkV—^.zzziki  7I(1-A»)» , 

3At-|-2At  +  2ÄV  ...=s2A*  g}^^-*  * 

Dieselben   Reihen  in  h,   durch  die  TolUtfisdigen  Functionen 
auagedrfickt,  werden: 


2*»-fl«  +  lOÄV = 


/aV^?  r-.    ®2  ^   ®2 
1 2  ^2*  »'s 


2Äl  +  2AI  +  2AV+...= 


Denn  es  ist 

—    aTi; — l         2    *2  , 

''?       »'S 

Fasst  man  Alles  zusammen  und  benutzt  die  in  §.  5.  g^eb«D«B 
Oonstanten  p,  q,  r,  so  gewinnt  man  folgende  Uebersicht: 

2Ä*-6AI+10AV_  ..^y  ß)V^p^rf  =2At  TTCl-A*»)», 
2A»  +2A»+2AV+..=y  JVp=2AJl]r(l^««)(l+A«-)« 


^ 

|V^=^=  iI(l-Ä*»)(l+A*-i)* 


Da  nao  iii\deii  ,, FvAdamenta*'  yoo  Jacob!  die  Reihe 

1— 2Acos  —  +  2A*cos 2ä«co8 +  ... 

a  o  tf 


r 


^JSl 


lis  die  Fanctioo  B  des  Arguments  x  V— ^  bezeichMt  wird,  Ao  ist 

ood  y   -.£   ist  der  Modul  dieser  Fanctioo  0.     Der  Werth  der- 

•elben  ändert  sich  also,  wenn  man  die  Darstellung  (a,  6)  mit  ir- 

E  einer  andern  Squivalenten  Darstellung  vertauscht ,  während 
gen  der  Werth  der  Function  G(a:)  von  der  Wahl  der  Dar- 
ing  unabhängig  ist. 


Ueber  die  Entwickelung  der  gebrochenen  elliptischen  Functionen 

in  trigonometrische  Partialbriiche. 

Es  soll  Uer  nur  an  einem  einzigen  Beispiele  gezeigt  werden, 
wie  dieselbe  aus  den  Sätien  des  S-  ^*  hervorgeht  Dort  wurde 
gefunden: 

yx         /^  2     d        G(x,^a,b) 

Nach  §.  16.  Ist  aber 

g(;>.2a,6»        /i+ir-T-\  ^-'^*    «   cos— +A«ii-> 

,   «(«.211,6)- ^L  .*!^J  ,~TiiEr  »X .  ^^. -; 


foigU«bi«t 


"t"    -_->*    «    (l+A'f-*)sio — 
yx  __      a     ^P ^   '      '      «^  . 
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Heber  die  Bestimmung  eines  liäuflir 
vorkommenden  Oränzwertitt». 


Voo  dem 


Herrn  Dr«  O.  Schlomilch, 

Professor  der  höheren  Utathematik  und  Mechanik   an  der  tedwitcheii 

Bildangtanstalt  su  Dresden. 


Die  eleiDentaren  QuadtatAreB  ond  Cubaturen»  sowie 
Untersuchangen  der  niederen  Mechanik,  erfordern  bekanntlich  die 
Anwendung  des  Satces,  dass  für  unendlich  wachsende  s  die 
Gleichung 

-.    l«+2*  +  3"»+....  +  j«         1 
Lim 


statt  findet  Gewöhnlich  beweist  man  denselben  mittelst  des 
Uinomialtheoremes ,  was»  aber»  wenn  man  hinreichend  streng 
sein  will,  nicht  einmal  sehr  rasch  geht;  Tiel  kürzer  dagegen 
kommt  man  auf  folgendem  Wege  zum  Ziele,  der  nichts  a&  die 
Kenntniss  der  Summenformel  für  die  geometrische  ProgressioB 
voraussetzt 

Nehmen  wir  In  der  Identischen  Gleichung 

^}:±^!^= 1+ (1+ «)  + (1+ «)«+...  (1+ «)-i 

tc  als  positive  GrOsse,  so  ist  die  Progression  eine  steigende 
und  wenn  man  an  die  Stelle  aller  n  Glieder  einmal  das  Ideinste 
und  nachher  das  grösste  Glied  setzt,  so  folgt  augenblicklich 

(l+tt)"  — 1^  .(l+a)»— I        „.■      , 
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«od  durch  eine  kleine  Umstellimg 

1)  .<a±«)"_=^ 


a +„)-.>  ü±fci. 


'  '    '       ^         nu 

Ans  Mo.  1)  ergtebt  steh  ftir  11=-  ond  darch  Multiplikation  mit  :' 


3) 


^,^(x+l)"-^. 


LaMeo  wir  ferner  in  der  zweiten  Ungleichung  -^   an  die  Stelle 
Ton  u  treten  y  so  giebteine  nachherige  Multiplikation  niit(z— 1)»~^ 

4)  ^i>£-_L_J__. 

Die  beiden  Ungleichangen  S)  und  4)  fasscD  wir  in   die  folgende 
mgammen,  wobei  tn-i-f  f&t  n  gesetet  ist: 


*)*        — ;rn — ^'  > — i^+T — 


HieiEaus  ergeben  sich  für  z=I,  2g  3»...«  die  Ungleichungen: 

m 


+T->^'->5rFr 


m  +  1      ^^>       m  +  1 
SIT      ^'^"^       m^t 


— STfi — f'"^ — ;mT — • 

Die  Samme  dieser  Ungleichungen  liefert  die  Beziehung 

und  wenn  man  linker  Hand  l^H-i  wegiSsst»  so  ist  um  so  mehr 
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Durch  DiTision  mit  s"+^  folgt  hierauB 

iMl  V^V      ^  ?^ ^  ShFI 

und  durch  Uebergang  zur  Gränse  ftr  unendlich  wachsende  % 

Lim psip =  ;j^., 

womit  der  in  Rede  stehende  Satz  bewiesen  ist 

Dividirt  man  die  Ungleichünfg  %\  Allgemeiner  mit  {ß\1c)r^\ 
wo  k  eine  unveränderliche  GrOsse  ist»  so  kann  man  dem  Ilesiil- 
täte  die  Form  geben: 


m 


1  Yi    *rii\"*+* 


m+lV     *  +  */       • 
und  hieraus  folgt  die  allgemeinere  Formel 


Lim 


(i+it)"'+i         ~m+r 


ßlr  welche  der  individuelle  Werth  der  Constanten  k  gleichgültig 
bleibt. 


Heber   die   BestfmmuMff    des  Oränz- 

werthes  Yon 

für  unendlich  waclvsende  1¥ertlie  der 

Zam  «. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  O.  Schlomilch, 

ProfeMor  4er  höheren  Mathematik  nod  Mechanik  an  der  technischen 

Bildoagvanctatt  ztt  Dr«td#ii.< 


Wir     bemerken     zunächst,   dass.   vermöge    der    identischeo 
Gleichung 


4S5 

die  beiden  Beziehangeii 

1)     •  virFi-vi^>^. 

2)  VSTi-V^<    * 


2Vli 


statt  finden»  deren  Ableitung  aus  jener  Gleicbung  unmittelbar  er- 
hellen wird.  —    Betrachten  wir  weiter  die  Differenz 

3)  (u+OVTTfl-^ttVtti 

I 

so  können  wir  dieselbe  unter  einer  doppelten  Form  so  darstellen^ 
dass  die  obigen  Ungleichungen  anwendbar  sind.  Erstens  schreiben 
wir  nämlich  statt  jener  Di&renz  den  Ausdruck  « 

(ti+i)[V'ttTT— Vti3+  vir 

und  da  V^tt+1>  V^«,  so  haben  wir,  VT«  für  Vw+I  setzend, 
4)  (ii+l)VirFr-uVtt>|V^.     ; 

Die  in  No.  3)  verzeichnete  Differenz  ist  femer  gleich 

und  wenn  Vu+1  fär  V'^u  gesetzt  wird: 

6)  (u+l)VJ+r-uVli<|v^Hl. 

Nehmen  wir  in  No.  4)  ti  =  2,  in  No.  5)  11=2  — 1,  so  lassen  sich 
beide  Ungleichungen  in  die  folgende  zusammenfassen: 


456 

V  (z + 1)»  -  Vx»  >  I V7  >  V»»  -  v(«-i)»- 
'  FOr  z=sl,  2,  3, ...<  folgen  hieraos  die  Beziehungen: 

V3»-V2»>|v2  >v2»— Vi». 
V4»-V3»>lv3  >V3»-V2», 


V(«+l)«— V*»>|v«  >V»»-V(»-1)»; 
deren  Addition  sogleich  giebt: 

V(*+l)»— Vt»>|[Vt  +  V2  +  v3+...  +  v*]>V»». 

Lässt  man  linlter  Hand  Vi'  w^>  wodurch  die  Ungleichung  stir- 
ker  wird,  und  multiplizirt  durchgängig  mit 

2    t       2    1 


3  sVt~3  V*"  * 
80  ergiebt  sich  die  Besiehung 


Iv(.-ei) 


1 V^  Vl  +  V2-t-v3+...+V«  .    2 
~'  ^  iv»  ^3' 


und  ans  dieser  folgt  durch  Uebergang  zur  Gränze  filr  aneodlich 
wachsende  * : 

,,    Vl  +  V2-fV3+...-fV»     2 

Die  Quadratur  der  J^arabei  bildet  u.  A.  ein  nettes  Beispiel 
für  den  Gebrauch  dieser  Formel,  deren  Ableitung  nach  der  obigeo 
Weise  ebenso  streng  als  einfach  ist;  es  wiederholt  sich  fiberhaopt 
Hbei  diesem  und  dem  vorigen  Aufsätze  die  Bemerkuns  Moigno*s: 
,»la  rigueur  n'est  pas  ennemie  de  la  simpiicit^,  eile 
en  est  au  contraire  la  compagne  ins^parable  „(Le- 
bens de  caicul  diffärentiel.  XlX). 


t  '         * 


-.CO  *   ni;  /    n   h    no-irl'ill.nm.i    i*#i»     ^-".',.1  »ü«,.  1      um  *•     .       i 

.     !.'ii*rji'»     \\,\  i\>     :  *»!r»'l  i     nMtl»>!i /'(.s  »■     (T"n  iir'»iri       .    .         .11   •*' 

\'    J     i  tyii)»-»    M,'!iilr,;ir  :i/      Inii     ,  1;  »ih-   ,  'u  1     -  ■  •     ■    .     '"••     .    ,,.;;► 

ii->*:y      .Mm'!'    .   *ii     .;:    In-'.»    .'li    .(     (       .  » :  i    !■'        -       -  *..•   ..•■:. 

'•I*''    .     I    '■;:        ifiH'-.l    I.-    tf  (;i-.'jlir.    i  ti»  .;.!      i-:.               ■,    >/ii*-i'» 

•  '■•   *.    "  •       .•'Mfi;    i^!lt;'.i      ':",     ■(  1-     i.l'"  -      -^\"\  ;'         .           ,t         t  •    [■.    •■ 
"*    .              .      •  t!:    mI    (•  »•'>,»''Ti  'N    "iv     '. !     it.'t.?  <        •     ..  -«         i.»  t    ,,;    . 
•i'    >     '        ;    t  -m  I  ,■     .  ^     .    ,.'       ;.    .:^»i«i    ;•►;*')  *         »        .            I,    ■  . 

■  •      '■        ■      ,'  -.1..  1/.     :  .      Ol-      ;i    .'•'.-.*  I  ;     ■     .'-.       •  ,      .       .     -i 

•  '     Ii-i  I  •h>(l  »Jjt>/|'  tf    !l  •      .     .;'i;\'*    ;    •>   .'  ;  ■;    1'      .     •       'I'Hr.  •.  ■. 

M  /     . .  »;  i    T»|>    i'.-'.-')     .  .,  '  ii'»  "      .      »,: :    f,:     .      i...:!   .  (  •      <T.i    ;■  -* 

)<     'i'd»     1   ;   ;      \W^^  ff  ^  ♦    ,  .1..'      II 

i4lc»riirt9e]ier  Berlelit 

•    '    '.•»"«*  ;.   ;U/!    •>    T»    .-/  *->^  !i.'     -■   •,  i     ♦• 

..!>'•.•      -•       '.»■•'.      ''         .       -      ■  ;        ii  '  •  '  !'    1      i  .   ii    «  ') ' \        .1 

•  '  '     >  m'    .:  ■  j:    ,    .  i    .   .  .;!.     ,.    .i'»::-"'    i  ».l.!"  ]    <r  j!!  ..1. 

•;■:"  •'••.J  "••A:|*-|t'ltni  et f ■*•.',  . 

•  !.••  .:r       I.fi/     ■■      »^     d'  «  I»     '.\'.". /.      .    '■  ■  ''!..' 

.1 -NDioiitjfoiUttfo^iiget  L&8ui»g  Ottinttfidobdr  ßl^iiobun.'- 
9^n4iht(ii  W'«Ubi0r-4lir«h^eil^iMM  das^^lb.e  Verfabrafitj»^«-. 
w^biil^ie  lüii^nAt^iii  «lal.auob  die  t^^^ltn  W.ilrs0lD> 
lciaditibi»»UnuiU/^vitMili«tfi.r.Vofi(;  Ufjr.  AVtllUlm  Btftb^erfotfd. 
An)ii  4ciiii  E]igJifl^efi{übbt«i^iliitt  voo  I>4«..;Ai<igttüt  Wii»-* 
gaod» -iI«U«ui'.;l%l  91.1(4;  iJASgr.',.  ....//  •  >i..t  trxH  j 

'  /  Dptrcb  d\^  V^r^mntinft  ,«l«^<^r  IsäiriTt  auf  ^^t^cfaeti  mdeti' 
Ut  ^feb'disr  Herr  j^^mrsit^r'tihi  so'inebr  ein  Verdienst^  ßV^or^' 
' "   «Äo  nea;es  elfifäches  Verfkbreh 


d^ '  H^rtt  Rti tb ^ r rtlf  d|  iljMr^Jre^tl'i 


^  ,    ,    ,    ,     ,  fnrrfiirag  a|ler  drei  Wurzebi  iöineV 

GÄ}$eb(^h''.C»ilbb^ti^;attd<'dto  MÜf^iheHtä'  l'^O.  der  ZeitacHM 
^h6WkfiäiiAiiiVd¥ki*''}hM'iiQc^^  Andere  beigefi^t  bat 

mckMebtHcV  9et  mth^iAhti'iieä  HeVtn  ^u  tberfotd  selH^  müs- 
sen wH*  dW  Leser  bierMMrtfch  auf  <fie  instrucHv^e  Scfarifl(  ^t^^f- 
mep,  bM'b^rherk^  Wr0Ö^*/^ii8sditoelben  aufGleichurig^^  d^# 
«Mfteit .  ;Vh^k^n ,  fiffinrftietf'^nd'^eoh8ten  Grades  in  vollstänfig  aus- 
gM^bii^teb  BcAsriielett  angewandt  worden  sind.  * 

.;  .(GtrupJ^iriss' der  bSbfirn  ,,Aoa,);ysi8,  von    Dr»,p.,.Bur  . 

lue  Dlte^  ilMaBidrisi»  dev  bÖbitrW  Analysis  Üst  zimtcbst  Air  dl4 
WMM''4et  ibObera  Cü^'^rblpchiik-  aü'  CmsoI,  it«  weteber  det  Herr 
uwer, :  tM.w^ wiisen , .  schien  «tk  ^M^n  GHindan^  sehr  segens-^ 
MiwMitjtrMkMt'ii4rdefa.  vDvnielbe  ist  bei  grosser  Kurse  der 
filik«tellatigyiindei»»siek:derHerr  Veriasser  oft  oiir  mit; der  Angabt 
aü^nleiDer  GesJchtripitiie  beM^'  otid  die  weitere  Attsfilbnm 
deoD  mfindiicbe»  Torltage  ibwläMt,    doch- sAr  TeMbtSndlg  und 

Baad  UT.  M 


7U 

verbreitet  sich  fast  über  alle  wesenüichen  Punkte  ia  Wuiei- 
scbaft,  seibat  mit  EiflHcfalaw  der  Grandlehreii  der  V>natioM- 
recbnung,  in  ihrem  rein  ftnalvtischen  Tbeile;  deiio  «jeptndK 
Anneodungen  auf  die  Geometrie,  und  noch  weniger  auf  ««Mfr 
chanik,  enthSit  dieses  Lehrbuch,  mit  Ausnahme  daiBW  kntMB 
allft«meinen  Andeutungen  in  %.  llfi.  und  §.  W-,  nicht-  i^^ 
Beispiele  zur  Erlliiterunft  der  allRemelnen  Lehren  sind  oor  wenige 
gegeben,  indem  der  Herr  Verfaaaer  jedenfalls  auch  die«  de« 
mnndlichen  Vortrage  des  Lehrer«  zu  flherlassen  bealwichtiRte,  d* 
ihm  immer  der  Zweck  eines  eigentlichen  Compendium»  "<' "^ 
Abfassung  vorschwebte.  Dagegen  sind  in  Anmerkungen  &ften 
sinnreiche  und  interessante  Beziehungen  hervorgehoben,  dm  i* 
sonders  verdient  bemerkt  zu  werden ,  dass  der  Herr  *'"'**"*'■ 
auch  die  prahtiscli*  Anwendna  derBvometragenen  Lehren  «WB 
vor  Augen  habend,  vielfache  «ÜWMiÄt  auf  den  w  "'""^^S^k^ii 
brauch    der    Diferentialrechnung    zur    Entwickelnng    lm^™J 

\Vei4lJ»4esl^tel' '»rWegrale '^^w^^enKmiiftr  mtfW^ 
in  6.  69.  das  (.nindpriocip  der  Methode  der  kleinsten  Quidnu, 
in  L  60.  das  Princip  des  kleinsten  Zwangs  (oder  der  gfJw^T 
liehen  Freiheit)  als  Grandgesetz  der  Natur  entwickelt  *'k'',T 
bei  Anwendungen  der  höheren  Annivsis  auf  die  NaturwisstMcDi^ 
bekanntlich  so  wichtigen  Fonrier' sehen  Reihen,  und  '"■'«="^r?| 
dere,  worüber  man.  i«  veUn  md wn>  Ijelubfiffhem  keine  tfcwr 
».nir  R^Aat     a\„A   nlp)>rnfihpHlrlc«IcftRirr  D&liltpben.    und  man  sw 


tii,iietü(rei<  ZfU.  nit  4eni JHenllekflMgesohlhefcte  t»>hrtoflig*f*Si 
4ab  wltjwitQi  IrttocsM  m  dem'inatp  krUtigesea  AnAW«»^!,, 
■(•br  «Im  'praktitcbe^der  techaiMb«RtcblMt-nrfDlgeM«>''^ 
«nqlake»  m)tt»en,.tiBNli^  im  d«n  hUafteatM  DasM '«hp» *^ 


nsr 

eine  bo  treffliobe  Gelegenheit. aMibrerAinblldme'dKrbielfetv  wi» 
die  knrhessiscbe  Regierung  in  der  hühereo  Gewenwcbule  bii  Cm- 
aeL.  ll«ckten'i*He:'iMHlM«BivResienwfM  'n-  flecijetilgtif  be- 
woalM  «HuftattMn-voniMM«  skobeBdeD  Z«it  «Ick  mm  ittba» 
BMqikl  -aaai'MMIer'  nduntn..  usd,  ohu  aicb  ia  ii^pHtdi  einef- S*- 
xiehuBS  wieder  zn    retrograden  Bewegunsen  ytilitteo  n*  !■»■«■; 


retrograden  Bewegungen  ' 
immer  mehr  die  Ueberzeugung  gewinnen,  dosB  in  einem  tdcbtig 
Bcbildeten  imd  nach  allen  Seiten  hin  sich  niOglichst  frei  entfalten 
bünueDden  Geweibstande  ein  grosser  Thtil  der  Kraft  de«  Volkes, 
der  wahren  Wobirabrt  des  Landes  nihet.  Muse  man  uns  diese 
Expectoration,  lu  welcher  uns  da«  vorliegende  Lehrbuch  mit  Hin- 
blick aaf  die  durch  dasselbe  deutlich  bekundete,  jedenfalls  grosse 
Vortrefflicbkeit  der  hohem  Gewerhscbule  zu  Cassel,  yeranlasst 
bat,  Itei  dem  lebhaften  Jnlftreaxa,  »'«|cb«s  -v^  namentlich  auch 
an  dem  immer  krJtlUgeren  Atafblßhen  der  genannten  Lehranstalten 
nehmen,  an  diesem  Ort  verzeifaeol 

Noch  ein  Wort  mfiasen  wir  schliesslich  aber  du-  gw^e  in 
diesem  Grundrisse  innegehalt^e  DatstetlHnH  b*8^.  Das  Poucfum 
aaüeiia,  worauf  es  bei  aar  Üartiteliunji^  der.liütteK^  AnalyÄsgMen- 
wJTrljgeigentJichsnkoiiunt,  und  worin, Hieb  die  i^^s^i^d  ncuefaUar- 
steJ tu nga weise  bann titSchl ich  von  einander  uift^^sp^ejdan.rjat  bekannt, 
md,  von  unaerra  Staudpunlcte  ms,  schon  M  .genug  iq  diWT  Zeat- 
scbrJll  besprocbe«  worden,  so  d^  «In  dsrü((er  unsere  JVo<i<<^ 
nicht  von  neuem  auszusprechen  brauchen,  fn  der  Verr^d«  de« 
Torliegenden  Grundrisses  safrt  der  Herr  Verfasser:  u^Va8  die  i(le- 
,4hD&  betrill,  so  Mn  ich^er' Uebevseuerinc  gefolgt,  dais'man 
,^Mm>  dr»  mm  «raten  Male  einen'  Uebemfck  'fil>er  das  tcitA« 
^ScMat  der  Analyslai  gVwlnneWi  uad  attcb  Ifeld  zu  Anw«i)dnn{rea 
„gelangen  wolleil ,  nicht  durch  allzu  grosseii' fi^otlsnraa  In  der 
»Darstelhing  en 
„diejenigen ,  wi 
,  pPrfvtftstu  dhfin 

pUaüdsUcfaen  'S 
LsbräiAtabtli, 
T6fl^dtbtn«ii  bei, 
^ctat  von  deM  i 
UDd  bemerken, 
inokunB  Aen  MI 
FJMrilT.iB  «ha  4 

Xtfil.-geHf'haliahen  UaratnHungaweW»  dwrcb  äie  MMhode  dnr  un- 
bMtirantttai:CaM(ficicnte4  n:  s.  w.  bedient,  tind  da«»  spttHhtn  In 
iW  Integraltedianng  In  %•.  77.  (Die  Taylor'sche  ReHie  nrft  den 
R««t(|i,  in  L  78.  r  O&wder«  Fnmi  ffir  den'  Rmt  der  Taylor'schen 
it«ke>.'{l.  7&  (ConfatsMB'der  Raiben  fb  die  einfachen  Fwicti»- 
na4»i>S-  Sa  <(iAnira*tan0  dM  .beaNmditsn  Intimi«  he(  Bent*«i> 
hnig  der  Convergens  einer  Reihe)  auf  die  frfiber  entwickelten  Rei- 
hen  zurückkommt,  nnd  dieselben  in  BeEng  auf  Conveiven;^  nnd 
DlMr|«M  R»her'b>M1tranK  Vm  die  fttrt  dem  HAm  V^nssei-  hei 
af*MO  <Dhig«n  ■•Mt  IHffe  der'  hrtMrtNHinnn^  befolgte  Dcrst^I- 
laag'ito  deriMne  etwas  'nfiber  n  cfi&ractenairen,  inae  ek  uns, 
■v  mi  ein  jettedfadh  fn  de^  HKndW  viHer  Leser  benodtidies 
Bh*  MnnfMiNn',    vrhubt  neliV,!  aof  ätn  Artikel  Differentialrecb^ 


»ertaveii'«.  6.  6ML  ff.  su  venvciM«. 


md  dw  Biidi  dUnuMwdimteiBwb- 


,     ^  e  o  m  e  t  r  1  c 

lielirbnch  der  Geometrie  und  Triertnometrie  sebil 
IliVe'rf  ausgedehnten  Annendangen  adT  die  l^risung  g» 
mttrisCtier  Probleme.:  Vorsflglich  fflr  MHitsir-  pai 
tecbnisiihb  L«branBtal4en  von  R.  ÜDrnb.  Dritte  vcTbei; 
»orte  obd- Vermehrt«  Anflxge,  herausgegeben  in  drei 
Th  eitern  VdVi  C.  Kuh^i,  k.  ProTesaor  der  Mathematik  nad 
Phyafk'liin  k.  b.  eadetten-Corp«.  Landshut.  iSSO.  8. 
I  Thit  ■27  Sgl. 

Eid.  ;iieiBlich  vollsUndiges  recht  d««tlich6s  itebrbDiJi  wt  «W- 
len  Apfgüben,  welches  in  der  Uand  ein««  gewibicltten  LahnK 
l»asoii4flrs  ■auf  den  «uf  ,dem  Titel  genaAnkm  Sdnilevi  P"^ 
MuUep  ^ften  wird...  ; 

cemelDe  goldene  Schnitt  u 
](  [der  barmonischen  Tbeil 
1  Ausbau  der  Geometrie.  Zi 
i  des  Verfaesers  Schrift:  I 
!  des  Dreiecks  mit  RQcIcsic 
iung.     Von    Dr.    August    W 

'.  Sgr.  .  

£iW:  recht  lesenswertfee  neue  Ideins  Abbsudloog  des  s^m 
vielfadiiUm  die  Geometrie  verdienten  Uerm  Verfassen  !''«(*>* 
Verallgenleinecung  der  Aufgabe  vom  goldeaen  Schnitt  (Tb«lng 
einer  Llitie  nach  dem  Sosaerett  nnd  raitllemn'VeiÜUlBiike)t  ^ 
•mcb  Schülern  zur  Üebung  in  der  Geometrie  enipfohleB  lu  ""i^ 
den  veMiert-    Inhalt:    1.-  Gmuiien  hannoniacber  -Kunkte.   A  vif 

al  7  .      .-- 


alifcem^lne  igoldebe  ^ohoitL „ _.„-- 

girfdenen  wlnUt«  mt  den  früheren  Gruppen  hanndnlscfaer  Pav**- 


«ubmittit   Ar'noldn«''G'uli«lma8' Alings,    Groni«««!)««. 
GrouiDgae.    1649.    4.  °  .„     • 

Wit'  baben  sehen  einige  Mal  in  di^aeu  literarisch en  Berictiten 
Gelegenheit  oehabt,  uns  übär.dieGrilndlichkeit  nnd  den  oft  zlem- 
Uch  ^roaaen  Umfang  der  aufden  fa  ollindischen  UniversitXten'  er- 
Mbnnenden  matbenatiscbt 
A»p.  Dies  zu  thun,  gieb 
der  Teraniassun^,  in  welcb 
der  Krümmung  der  FIftcben 
nchem  Umfange,  zugleich 
bandelt  worden  ist,  daai 
eigenthOralicbe  mit  Recht 
.  auch,  diese  Schriß  als  eine 
stand  des  matbemat^cheo 
vefaltäten  gern  anerkennen 
eben  werden,  wenn  wif  I 
das«  der  Herr  Verrasser  a 
Aber  die.  Krümmung  der  F 
ganze  Curvatur  und  dai 
genannt  bat,  bestimoitere 
aalt  'ist  folgender:  Pari 
■  ystema'tis  linear  um 
deterninantur  functi« 
aram  ori^ines  definiun 
sugerficierura  normali 
flciernm  curvatura,  e 
dncta.  Cap.  I.  Tjheoreii 
nnm  tangens  habetur 
einem  dritten  Theile  will 
splter  die  Geschichte  der 
krirz  bebandeln,  und  wird 
aosges proebene D  Wunach  nenicKsic nagen. 


Trigonometrie. 


I  and  sphlri«cbfln  TrigoMMttrie,  «mmmi 

,  HeUtor.   Prof.  der  Pb^ik  und  .MUb«nMil 

.  Xybeum  a.  a^  w.  cn  Freisbg.    Freiaing.    ISBO.,  .IB  Sf|r.   . 


M  e  ch  a  A  I  k* 

Lehtrbuch  der  Statik  fester  KSrper,     n  elementarer 
DftrstellttDg,    nit  besonderer  Rachsicbt  inf  technische 
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»im.niuho.-  Von  Adolph  F,at4.  ,Wean«kL  Brii,  Foibri- 
ken-Commissions-Ranie  u.  8.  w.  Zt»ei.t«  «Inilicii  dhi» 
arbeitete  Auflage.  Ervte  AbtbeiluDs:  Die  Lebreo  dir 
reinen  StaUlc  enthaltend,  mit  lü  flEureDtafetD  ni4 
eineitt  Anhange.    Berlin.     1849.    a  3  THt.  H  Sgt.  ' 


lieh  flberall  hScbste  Strenge  eine  Hauntsacbe  iet  Ohne  Sbrlgen* 
der  Meinung  za  «ein,  das«  die  Tecnniicer  der  von  der  faüberei 
Analyeis  dai^ebntenen  so  grossen  nnd  wichtigen  Vortheiie  p» 
verlustig  gehen  sollen ,  Iheileo  wir  daher  doch  anf  der  bi»^ 
Seite  mit  dem  Herrn  Verfasser  des  Torliegenden  Lehrbuch»  ™' 
komHien  die  üebeiieaguVt^  das s  ipAO  »ich  bei  dem  ftr  TecaDU« 
beBtimmten  matheWbfiätlfEii  öiftbrlchfc  hauptsSc blich  der  elemen- 
taren Darstel längs« eise  zn  bedieneo  habe,  und  halleo  alle  Beme- 


IWMnn .  dtt— ih»  'immerniahp  m,  vemolUi— >i«»cni  MMeallith  n 
#ar«MU]b«nJ">undi^nuaer  'taiebr  'fand  «ah*  zmdei.fileWn.-** 
cbar  »itttaik  uDserarfeiteatra  UebarxeugiMg 'in^iboheti  Bn*> 
(khig  ist,  zu  erbeben,  in  jeder  Beziehung  für  sehr  verdicniiUKA 
wflnschm  auch  sehr,  dass  das  Archiv  noch  mehr  als  bishei  nr 
MittheiiuDg  solcher  elementaren  Darstellungen  und  anderer  bei  m 
Unterrichte  gemachter  Erfahrungen  benutzt  werden  möge. 

Dass  die  vortiegf«i<k  «i^eite  Auilage  «ist  vollem  ^^^  jj^. 
?<ameo  einer  vielfacn  T(41)e«serteil' ntid  vermehrten  ^"''''"''■^t 
aus  einer  nur  oberflächlichen  Vergleicbung  beider  Anilin 'ogM*'^ 
hervor.    Oenn  ao  ist  z.  B.  in  die  neae' Auflage  die  Tbeorfc  J^   | 
-Kt-üAep^re, 'rfie  Besti«iDung:dea  Sckwer|ii*ikto  des- »|)hür»** 


DMMbk»,  ««'Ueke'VM  «er  S(kWliat,'<Ui*>m^rie  Akt  Wu^M 
imd'Ht«UBesn^,-tli«44m  Pkaktikeii'Ro  >1*iohtigB>l■8ti<li>M>CATf4^ 
nnd  viele«  Apflan,  wa»  «Iah  ih  ded  «Itefeit  Auflag«  fiitdlt  ftadeA 
M%»Miliiiieli'-w«id^i-  okiB  4ie''BMlwieaht'bedeMm-Ba'^«ril>Ds^ 
•^;  'AAclr'to-'W0'Z«nb»K»wk»taii|fa»:llei«pieIe  za'OltiiiiwH» 
MttifltiteD  ImWAA  «kA  TheortMil  rikbentbcfe  bei  eiM».Bocb«i  villi 
iar  "Te^dtthi- dflir  vorii^Dded  ÜOÜbM^rfaAkniBWeMb;'' Kldsml  wir 
DDn  selMMtiiA'lMMh  1i«AkriWiiji<dika'>äu(brdir>  »Ins  >e4«aid- 
menstellaDff  der  wichligsten  Theorien  aus  der  niedere 
4iH»ly«iH»dOlli'Vtsr*^^hf«,vnd  Stereonietrie  «n^ulteBde  An- 
^«q^.«»  4i«3ftW.>tBlHcb*aiI<abrbii|^«  actian  n^\,ü<»tKti  Qtißü 
in,BiH«r;Tfrb«4aort«ni  und  erir«U*rten  ^ouU^e  euübippeD  ist^t^üpr 
«i»en  ,wir  dieawn  wMfelilepsirartbea  I^ibuche,  «ine.  .ipA^i^fif 
^«•t  ^^iJiwpitnvgiMBirdie  »UK«iniei9BteBeacbtitng,.,dn«Bja<M^ 
JWU«w  mvämi^:.  .■      .  -    ■  u-.-  u  'i  -■'   '  "iitiii-'  '.i* 


.J|.stroiiomie* 


■Vi 

StttabildwMiid.  ratb 
•isd  I  ia<  refkcbiedapcn 
4m*  dibM  nem«:i£t«n 
■M«MBt«i  HiBik«Ui,id 
Wder  Bad  dwob-dte  ^ 
«hfl»' Bwiflbilail   der  ] 

^  nmirtbaMbiArb 
■M>-  imd  dnpMile«  <fl 
oMatotiicb  '»ueb  durol 
vbUflE  lUebdtierigattgi  a 
Aeb:«iM  «eaügMde  Ji 
te  w«U«i»'ariiole0*iit 
«titooMld.alkaneiK« 
M-bsiffBgeMkii.;    .>     ■    <     ,  .r'    Jul.'  ..t,,:-.   '■■  ■  ■■>f-' 

tb«lU»i4,i  ob»chta»Mri,,de»,HalifIi*Pl>«P.t'«.f>e: 

l«ai,itin  .ifcbr»  i  und  ift^ßy  und  d«r  C^niete»  in  d«« 

Jl«JiMM.J,d4^  6.    (AMJjdfii  Ä»ii«(en    der,:t.V,  Wi*- 

'•■■■' t^Wia  in  diwW  Sebrif^  dl«  flilgfen^-'ÜMUetrin'bdfainvMlt 
Comet  Uälley.  —    Comet  Mauvaia  l.   ~    Coiuet  Faye.  —    Oomet 


Munri«  11;  —  Canet  de  WitüfL-  Coont.ifArTOlfr  -^jCmH( 
4e  V)o»;lL—  CiiowAr.  Gomefc  vtiiri  JUni  184&;'— iCaomI  BieU:  — 
CoHMt  da  Vwp  UI.  ^',Gattet  de  Viob  IV.  rrr  C«««  Brorsan,  l.-r 
Coraet  Brorttea  U.  v-r  B4i  jad»aliC«Betail  siwLaaHW  der;SiiMU»r 
nwDBUUuBg  der  fieahaohtimanJA»  inittlerH''0<Vt«-4ei  Vfirelwpli'' 
gterne'a«|«bM,.dnd  i*a&iswU  dab«F  au»  dfiM-QUaeO t.  Wi.fny 
rfiicbra'Olbterial  diowihOfhatitfletosiKa-.uiid.Ntioht^f«  Iubtliit9*im 
BerecbAang.d«  Ba&n«t^r-4»6o^u3itetmiC(tiii«taR>:<talUlt<^.  unu 

n*tt>Bp1teirier{d«'ilUYHiin'Äif4l«'«r'»i«fririfD«tljr«W  ««s-J«*^ 


resIRSO,  «frt«!t  Quartal;  'Ktln«<:liHt"btt4li^iiClt''nH"de* 
Horitont  der  Stertjtatti  XH-'Bt't^lä«.  "a'hfl>  >*pK-'fBt 
j«däta-0^t  uDS'tfresBrdtheWtf  li«n*^'tll'KCi**«'»'*»fe  »M^ 
stvllung  der  wechselndeo  ErscheinuD^ti^'lt>ih  HMüM 
FOnfter  Jahrgans  (I9te  Bearbeitung  seit  183?)  iu  Vier- 
teljahrsherten  kä-auseegeben  von  der  Künigl.  Univei^ 
sltäts-Sternirarte  za  Breslau.  1850.  8.  Jedes  Quartal 
bei  Abnahme  des  completen  Jahrgangs  10  Sgr.,  eiD- 
seln  12  Sgr. 

Bei'm  Beginn  e 
lieh,  sjghr  gut  ausge 

Slcfc  Pen  pFofeMoi 
,  '^erdiepst  um  ape 
die ^l^eser  des  Are) 
chen  zu  mSssen,  i 
Nr.  X?IX;.  S.  Ml. 
baben.  Wir  weisen 
bin,  dam  diese  E 
Gmtalt  haiQitsXcfali 
nach  den  «inzel 

etne  g'enfru«-uAd'  vollstSndf'g<d'  Ailrgabe  all*Tia»'ibt«««4 
Tage  vorfallenden  metkwflrdl^eiJ  <fiftn]melB«rsebBlB%mi- 
^«11,  ditt' aich  <'lm  V«raui«  beHtiUnnb^ '>Iask«ii-j  >«*tli4tt^ 
Mtf-dMi  al8i>je«ler  Freund  der  AaUononlle  an  JgdHn  Jriwferfaia 
3Vg«  we^,  auf  welche  BeobaoHunged«*-  «Mb  «BdiMcm  TmL 
vorzubereiten  bat.  Die'  Nauii<Akelt»  «ielet'i^elctwn'  BjiImnefIdK 
nümentlieb  ifti-derseW  'zweckinSMlffen -Ml  g«näMided"A*ianfa» 
rang  nie  bet'der'vorllegendeDp'leachtleit'Tda  nelb«  eini  nwtdBt 
Herr  Horeiidgeber  verdiflnl 'dBber!K«wls«^«n'J>uilr'all«^'Pr«aUd« 
der  AMtoiMrale  (tir  diese  niflbtr^oHe  'ArbvH.  ' Aaawif'Aeritifitmt* 
liehen' E^«M«ride  sind  witer'd^M'TewtBäduJoch' Arfatec  «aü 


^MAuAi  UMirendem'  Inhalt«' b«ig«^bi<«,'dt«i«UMilrh*bni||[lÜa« 
Interesses  ganz  geeignet  sind,  und  stets  Nach ricfali.'u."viia  I  Am 
oenesten  astroj^^inuchen   EntdecliungeD  ^und   Erfindungen   geben. 


Wir'  WfliUict^h  daHer  dltsertl  '-UtiternH/rtieA  -tttm^r  'ermMtv'Ver- 
bteltql^' und  ^l^tmikiner*,Aä^lce(inil|ift  ^oti' yäNH"Ü»l]enMMn» 
rMht  ^br;'und  sit'&runi 'At^'rA^ht;  weil;  was  b^l'dliHmlMniME 
Vnterneltnien  nM<1rlirti'  eine^  Hauptsache  i^V  Aber' lAtAef  Bors* 
nft  nicht  gehörig  beräckslchtit^  Vtrd,  der'*fteit  ffefAisgAer  dm 
bestimmte  Versprechen  gegeben  "hftt,  daU  fedes  ehtWrf  QiKrtal 
itUBw  eine  hinreickende  Zeit  vor  desaeR  Beginn  fr^chein^R-  soll. 


Hl 


M  a  n  1 1  k. 

Erster  Bericht  über   die   zur  Dampfschifffahrt  ge- 
eigneten Steinkohlen  Englands.     Von  Sir  Henry  de  la 

ßnMMr  \?ii  A  fS.rir  «• '  ft^Ji^^f  tjetmvd  vfl|^J^>^  Heraus^ 

^: '  Bl«'  Wl^htl^eif  d^  '€^M(äiid«s  hiM'  ^s  :j^oa8e  interesse^ 
welches  diese  Schrift,  die  auch  zugleich  UntefducKutagen.fibier.dife 
Heizkraft  des  Holzes  enthält,  nicht  bloss  in  technischer,  sondern 
Weh.  th  physUi»Usdi^  undoMVsiko-DiäaeiKatist^^itBflcks'  dar- 
Ketetv  '  verahlalMrt^uiMt^*  dieseAic^^biei»  kufl»>!ahzbaeigen,  .  »Vßi^ii  T^il» 
attehi  streng  gedommeiiyoiiicht'niehB  gafizTititdjed  il^ifeis.  un^ever 
SMtsdwIft^hlHrt^  Die  Herren*  Fr aivz -Bittet  va^a.'Hauieii  «il4 
Br^'Mio 8i4 r  Übten  diW,  -Mtm- > AnifofdlBfiinfjen./. fivelehe  man- iao. ^jne 
«dlohff 'ArbeHvB^'  ntacfam  btirechägti  ist , :  v^Wkmmmlßv  entspce^ 
dmiids  UeberAvtsmi^  übernonwieo^^iind^sich' auebdadUffch  ein;  be* 
«onileres'^rdiehst  erworben,  dass  sie.  allet  englindhen  Maasseiofid 
fie^iHdiMrln  lOsteir^iehische'  utnwaadelteBi  tiim  jdad^k'ebi^ie  tRetmh 
tele ^sv  engii^oben  iVersodie  mit  d^  aoü  4er  antfehabnten.tjiyte^ 
sMnng  tder  Ostereichtedien  Kohlen  herftro^dienaen  Dalot.  leicly^ 
ter  Tmleicbbar^  und  die  Sebtifl  fiberli^pt  augänglichier  ziftiOA^heai 
Wir.bdteil',  wie  gesagt;:  die: mfigücUsi  weitci  ^Verbreitung  jw4  aU^ 
9«ndbie!B»abhtong^klieser  8<^  &gihii starben  Schrift^  ittltS:,scb<^ 
iMO'KnpfeitafeM,  mr-sehr  wflnsbbensfverdi,  .uitd^sind  der MeimAig« 
iiM»isicb:dW  >k:  k;  Akademie  der  Wii^senschal^;  in  WieH  Md4ie 
OeiiiMk  'Uebersetberi  dnrahi 'die!  Verpflanmng  dellselbeii'lHifdeiith 
•öhii  Boden  iit»;ds4^^Dkihpfffci»ffrahr€  ündd^ie  Tfecbnik.  öjberha«f4 
JMfadTalbl: fte^  wesentinfaes^VeBdienst.eiti^'OTben^'habem  .1  Auch  b^ 
netten' wir  schllesflifcb  bdoH^  lUss^dte  mathbfnatisAbhpbysik^lisobe 
Umw  der  kaisierlicheh  Akadbmie  der  Wissenschamn.  hi  ^len 
i»  Ihrer  8it9uil)r  to»J.  Februar  lSI9iib^achii9aste,hait»i:  eine  Uni 
UMteebanfllider  tnannigftdtiliieB  SMn-  und  BrattnkoblenrtASier  4^ 
OifteneleMschen  Moiiarthie  n  veranlasidön,  deteoi  Re»ultat0  V0§ 
der'.Ar<*bein'>silbfa>^i  däss 'Jiieeine  »inmiltelbare  lAeMrendmie,  lim 
MMsdfen  >LdblcblfCBtatlen,.fipäia0iseiL'n0u^.ih(ii<^i^  erAM^rfnifi 
Ben^etf  Kdert^  wib  sehr  dift  kaiseBlicheilAkad^mlQ  der  Wi<s<ip^ 
■elMfliin.'  In  1' Wien!' ihnen. ivsäteb  BetilCildailiüobste/^issfMIch^i 
lkMe>l£eh9rd»/Wles  tLanfleä  eilkeMitv»'ilM<  ungebenreaa  Kveis  der 
WisMosehaeien  nlnliok  nbUrf:  «blase MÜach  sUffn  Stiten  und  Riebt 
'lAm  tnimer  mehr  'iind-;faielir «m : enKeitemiraondenv. auch 
lUiaMlcbe  tfnkinuehungMV'^Betkuff  Fürdenihg  des  W^lef 
dearXiinMudiendvv  ftDinordite,  :«iedbreh.)ato  mehr  dm  4n4ere  yrisr 
senschaftliche  Anstalten  di)»er  Art  deil>  Anfördernoftii  der  Z^ 
io  Wahrheit  Rechnung  trägt 
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fuAi^.v\>b  bhyiirk,af^^<^h^«^  T^Vsücfreii  irti'd  ):iir  ffeft^tei* 
lu^fe  vU  t>by^ika11cr6b«tt  A^päl-aidn'Mlt'littSellcMt  eh* 
riehen  Mfttfilti:  V6V  Pföfed¥bf  DrJ  J?Fr¥ck,  VdMtäB* 
der  hohem  Bareerschule  za  Freibüir^  i:  B.  MU568ii 
<l«a  Tekt' einsedrudcAe«:  H*lB64dinittfeii;'.JKB«atrichiveig. 

185011  •&    2-Thlr..i/:  .;-   ';- v  .;...,       .,-•....' 

-    Sebon  Nollet   ba«   «ine  Art  l*el»uexpb«iltAio«ili,  Pa^ii^ 

yrZO;  Hl.  T.  |i|iBeebrieb6a>-'iK>n.der'iiuQb  eiMideatadie  Gebtti# 

isum   (Lei»ziff.'177L|   iif    deei  Tbeila»  eraobteiieA  kt  GiiMi 

fthüllDibe«  •  Zweck  batidUs  ^orK^ende  Budrv  weM  es  ttnibiro^ 

nugewebe  nur  id4s  far^vmpllya&diachte  lAttmida,  <  fcM|ttUicb 

Heb  auf  Scbnleii,  NothifeDdlge.bei«cfcaMtfHet  Aber lehHi daMK 

weil'  es  sieb  nicht  su<  «ebf  «ushrttiMy  aini  beeoiideiiii  dbjMiäi 

Vernocbe»    welche   zuvi  Erlftoteraiig.  md  tbeilweiaen  AmHIb^^ 

der '  tbeoretllicfaen  Lehre«  läibedingt .  notbf^^Ddlf  eod  r  tmMm 

Mnd,  beracktffebtigt,  bakea  ivir  diese  AdeitQrtigraiofibyelkaibclM 

Versbcbeo  tat  An  ütr  Lefaretr  an'  hMetn  Ualerriobtaaiietlilteoi«^ 

ftOtiitlehe»  BuLch,  inameatllch  för  sofebe»  denen  eia. gr6säeitr  m 

simiätmtWP^n^Lih  nicht *att  GeboU» Stebt^' > and  Ske  wegen  BesbbHiaU 

belt  der  Oeldftiittel  stcb  'Manche*  selbst  laafettigea  ödtr.dvdi  ft 

wlritfnfic^  Bandwerker  anfertigen  bitten iibliaeeil. .IM. Aälittii^ 

adwbht  des  Textes V  als  aneb- der  FiguredyJst  r^rhieUkhl'M^i* 

di^r 'VMagehiandlabg  voa>  FHedrlcbilVidwif^  imiA.  Scbil  ih  BnaA' 

eebweig»   die  schon  «o^wFietiM  Am^e^iMobletei  aal  dieMi  MAi 

geleistet  bat,    von  Tbro  bereio  te  erwaftME)war#  /Aaf*ddl  hm 

näher  einzugehen»;  iwbietet  hier  ddr  Rkuai  and  ist! ikacb  «noOfti^ 

indem  die  Versicherang'  gedfigti.  dbss/  ohnd)iAdkt'aür  tft  grtM 

Eliizeinheitett  und  aa(  tu  kdnMMbeiindkist^pMige  Appimte  ctfor 

«enide  V^ersobbe  ein«üldb8eD>MiaK6  LehtisA.iderPMik'ittaiM 

gleichtnflseige  Berabksiobtigdngigefaitdetti  babeM  imh-UMm^'^ 

her ^  wie  «eWn  eridberty  =  dbesea  Bush  -fU^  Lehder-deriPkiftibife 

fliwyfiM^ier  Be^iehuiw  recht  •lttzlioh».snid  MMreUteles^Mdhes 

titt'Bedcbting,  obn^lbmi  'kaaseii  sehienl  pädligogiinbii  IUmI 

eibe'  hMiere  wh^sensohaMidhe  BedeaAng^ndid  deeillbrniVefft0i*[ 

äli^r  Äittbh  sMitAreaaepradben  wirA^»  beBegeh  m\k9äoikL  H^^ 

fiill^'  ik  das  EtacbMaen  »4lieaee i(bittBnhe£  (bdl  inudi^.(lin§s^ 

tieit' WdaW  ettipfehMtisw«rthpen  iBvcbdweimieoeai  sehn  eiiOtwtg 

2(lleb6n  ^on  der  i^dea»» fledbutoag» j i  rWeloheritttatf  dtisiütofg; 

ai^n  lind  Mathemattsebda  Uiit«rrkhAbi<anf  ^nie^^ 

S^llNtleii' liOMev  M6h>  bnd  mehr  beigddgt  <wlf dl  !  il^f.Hr^n 

Beiträge    zur   nieteorologiscben  Optik  und  zu  ver- 
wandten Wissenschaften.    In   zwanglosen  Heften  her- 
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aeben  «treng  wUsensctuniicben  Abhandlunsen  keinesweg«  mehr 
popoUr  ftehulen«  AubBce.  aiwchliMMn  aioUeoV'  iWidv  so  ^ich- 
tkcD-.md  tili.  bSrcUleii.Graie  AVfEoneiii.iJntlesesMiitflti  «««««rnhh 
pw«^»  Optik  imüerünelili  l^ieUiabtfi  wd^  eiröge  3««>t4C<iUtr  ,<Im 
Ui  Ihr  Gebiet  falleDdeii  Erscheinunsen  zu  gewiDpeq«i«|B  'HNudM.iq 
•pfiteren  AafsBtzen  noch  verschiecIeDa  einzelne  Erscheiniingeo  d«r 
LoQppiegeljing    aua    der   in   dar   vorliegenden   Ahhandlnng    ^ntwi- 

lendet  werden,  und  enthält  eine  ganz  allgemein  verstXndlicbe  Ab- 
iianillung  von  dem  schon  durch  mehrere  in  dieses  Fach  schia* 
Mods  Mkaita''Afbeiteii''flt4HF'vetM!llbaft'beknMtea'HffrTa<DK  R. 
Clansiua  in  Berlin,  worin  derselbe  eine  sehr  interestÜtb 
tJehersichtliche  Darstellung  aller  in  das  Gebiet  der 
meteorologischen  Optik  gehörenden  ErscheinanBflD 
geliefert  hat,  durch  welche  der  eine  Zweck  der  Zeitschrift,  neben 
strenff  wiaaeoscbafUichen  Arbeiten  nliniich  auch  mehr  popnlir 
gebmene  Anisitae  zu  liefern,  gewiss  anfeine  die  Liebhaber  der 
ineleorolo^scbeD  Ojitik  vollkommen  befnediKeiide  Weise  ansge* 
sprechen  werden  wird,  was  bisher  noch  nicht  so  vollständig  mSf- 
llcb  war.  wie  der  Herauraeber  wohl  gewünscht  hätte.  Diese  mn 
ganzes  Heft  fBlIende  AbbaDdlung  des  HerrB  Ooctor  ClanatnSr 
welche  zngleich  als  do  Eleraentvlebrbuch  der  ganzen  meteotolo- 
giacheo  <^tik  betrachtet    werden  kann,    hätte  eigentlich  an  die 


SpMiia  der  ZcAtscbrift  gestoUt  «cHes  nUai,  4m,  Vk  n^lridi  den 
Kni^:woa  Encbäawtfew  sckaif  beithMnt  tmd  absrlnst,  im  t>«t 
chem  sich  die  Zeitschrift  eu  bewcsen  haben  wird;  IrOher  alaJeCit 
dieaelbe  zu  liefern,  war  aber  leider  nicht  mOglich,  da  dieaelb«^ 
obDevan  der  Scbffiwigke?!  der  Abbsaang  *n  reden,  auch  di« 
HwfatfachaBuDg  mbc«  posMa  UterariacbMi  Apfwrati  ^forderte. 


Von  Bern)  Qo^telet'ln  BrOuel  «hid  nenerUch  die  folgCB- 
dän  interessanten  ScbnOeti  «rstMeimi,  die  leider  eines  Anszoga 
hier  triebt  (ftbig  sind,  ab«r  die  BeaohlaAg;  der  Leser  de«  ArdiWs 
recbt  sehr  T«raleaen: 

Sur  le  Clitpat  di:  |a  belgi^ue  par  A.' Qnetel«! 
TroUiiine'P»'!!«^    Dei  rEleatncntf  ,de  Tafr.    Broxellea; 


.  "  .ObteirrjititiMi.'dfl»   PbidiioaAne*   ;«tdr.iBidiqBe>    «n 
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Termischte  Schriften. 

Silzungibsrichte  dflr  kaiaerüchen  Akademie  der 
WieaenecherteD  zu  Wien.  (S.  Lilerar.  Bericht  Nr.  LU. 
S.  727.) 

Jahrgang  184^.  J>iq|-  «p^n^t-l^ej^  S.  1.  Doppler: 
Ueber  eine  Reihe  'mark hc Beide riscfier  Declinalionabeabachtungen 
■na  der  Zeit  173fi  — 1736.  ~  S.  U.  Stampfer:  Commiaeiona- 
bericht  Aber  die  ^t  und  Weise  der  VerSffentllcbnnc  der  Reaul* 


täte  der  VenneMaungen  dea  Cataatera.  — ^  S.  19. 
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tig*t  zu  beklagen. 


der  Slelne^cft«« 
«  aeliMt  VeiftsMM 
•moTign ',  d«s9  er '  Tit 
Kif^enonimM  trndeti 
VnaeM«  I\liHbetf|iif^ 
Hf  Hfeber,  jj  aBfrM^ 
H,  RfalTiennttkera  her 
AeirtBcf  um  ifie  Be- 
brlnniit  wordetf  bIM; 
intierltcfr  sein  «M. 
■lebt  hattf,:^er  w^ 
»  «efcr  ni  ■STan«;Se|r 
ibcratigW  Mtf  AeMM 
oeHr  Mftalzf  «MmM, 
irti'Ut  dah(^  süMdh 


Cari  Adamu, 


Die  mathematische  Wisaenschaß  hat  jAngater  Tage  einen  Ihrer 
eifrigsten  Vertreter  verloren,  iintaiw  Carl  Adama,  aiw  Rbein- 
preneeen  gebflrtig,  Lehrer  an  der  Gewerbaachnle  in  Winterthnr, 
am  14.  NftTember  lSi9  einem  hitzigen  Nerrenlieber  im  kanm  vol- 
lendeteo  39.  LebeDS|ahre  unterlag. 

Wenn  dds  im  Allgemeinen  Schmerz  befallt  beim  Hinscheiden 
einea  noch  sn  jungen  Mannes,  so  wird  unsere  Trauer  zur  weh- 
mathsvollen  Klage,  wenn  wir  mit  dem  Hingeschiedenen  eioen 
Schatr  von  scfaSnen  Hoffnungen ,  eine  geistige  Kraft  in  die  Gnbe 
senken  sehen,  deren  längere  Wirksamkeit  lOr  die  NachiFelt  too 
segensreichen  Folgen  gewesen  wSre.  Dies  gilt  von  dem  Hnrngc- 
gangenen  im  volbten  Maasse,  und  zwar  nicht  nur  von  seiner 
AmtsthKtigkeit  als  treflllcher  Lehrer,  sondern  vielmehr  von  der 
Irenen  Pflege,   mit  welcher  er  seine  Wissenschaft   nmfii^.    Von 
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'■'Den  Anftnff  macWe  «■  mit'eehtfr  „Lehre  von  Jdn  Tran^vöf'- 
«■l*br'  (VVirrtd-ilnir-  bei  St*iwei  t8«l  uha' sfeh^rte  sich  rti'it  ^Cden^ 
«ntM  -  Auftretett  d«ti  Ruf '  eines  ftelbststandigen  nnd' schsrC^Innl-' 
g«D  Bathematischen  Sehr! ftstel lere ,  der  ea  trelllich  verstand,'  ibt' 
xal-dimVmenmg.  von  den  EJftmHntiNl.insiH'Mkr«  (ifibictder 
ffenndriscbfln  ForoKliuliK  befriflafitfn  Jug«pd,:  j«M'Mi>v»fip.iiiM|' 
Danen  ^'ThwriflOBi  «ug&nglioli  ui  .raiwJbwt-  ü^dbsl  in  Puia :  ni«chte.. 
diMeiArWit  Aubehbti,  wwl  Ttsd  .bwanders.  bei  eltH(|«B  Pnafes««- 
rm  dar  ricole  oantnte  einOv  wlcbeii  lUeif^Ut  (Um  ein  ehtivallgar 
Schaler  TOD  Adams ,  vielcher  dort  stadirte^  mit  einer  Ucbersetzunjt 
darseilMn  beauHragt  wurde,  deren  ErkcH^neti  ivir  T^n  der  näch- 
sten Zakanft  eraarten  dürfen. 

Dos  Jahr  1845  brachte  uns  den  ersten  Theil  seiner  „hanno- 
nischen  VcrhSltniase ",  ein  Werft;"  welches  den  dentlichaien  B«- 
wris  giebt,  nie  tief  der  Verfasser  die  BedOrfniBse  erkannt  nnd 
wie  sehr  er  der  geeignete  Mann  war,  denselben  abzuhelfen.  In 
Verbindung  mit  der  zuerst  erwShnten  Schrift  lag  nun  die  ganze 
Bedeutung  der  Richtung  vor,  welche  Adams  im  Gebiete  der  Geo- 
metrie eingeschlagen  wissen  wollte;  es  lagen  iwei  klar  ansgear- 
heitete  Partipen  der  Geometrie  vor,  dl«  besonders  Im  Gebiete 
der  angewandten  Mathematik  (z.  B.  Optik)  zum  Theih  schon  eine 
IMI*  Stelle  [»t '  und  noeh  ein«  wichtig<Ar»'QaH»'api«l«n  worden. 
Schade,  dass  der  zweite  Theil  diesen  Werben ,  wdofaendicha^ 
Boniscfaen  VerbKltnisse  des  kr>rperlichen  Raumes  und  eine  ans- 
führliche  Theorie  der  Kegelschnitte  enthalten  sollte,  liis  jetzt 
nicht  erscheinen  konnte,  indem  der  Verfasser  von  anderer  Be- 
eebSftiguDg  abgezogen  wurde,  denn  schon  im  Jahre  1846  encl^ie- 
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■  R»  könnt«  nnaereAbSTcbfnltflit  sein,  eine  aosfilMieh»',^'* 


der 'Werir»  MsMM.  hlnf^ciiiedeneti  Fraundtv  nt  nefBtir^" 
seinem  frifKlien  Grabkfleel  kmlnteti  wir 'eu  uns  n)c]itPef>>f*i>' ^ 
mi  den  Vftnnäen  'dta-  mim^ffMoleiM»  in  I>aAKibbii4'*^r^- 
Sevlftzn  rnftniv  wbs  und  intt  wiv  m' Adams  Terlown.      '  '' ' 


BrackfehlecM,^ 
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JLlterarlüclier  Berlelil;. 


Systeme,  üehr«  und  'WSrterJbllcher.  < 

Ta^cheDbuch  der  Mathematik  oder  kürzester  Weg 
zar  Erlernung  des  WesentlicheQ  derselben,  zum  Ge*' 
brauche  für  höhere  Schulanstalten,  Beamte,  Techniker 
etc.  von  Or.  C.  Enzmann,  mit  einem  Vorworte  von  Dr., 
G.  A.  Jahn.  Dresden.  1849.  8.  1  Thlr.  15  Sgr. 

Die  ganze  sogenannte  reine  Mathematik  bis  incl.  zurDifferen* 
tial-.  und  Integrairechaung  in  Taschenbuchformati  Diese  Schrift 
hAt  daher  eine  ganz  ähnliche  Tendenz  wie  J.  J.  v.  Llttrow's 
schou  im  Jahre  1838' h^^rausgeeebene  Kurze  Anleitung  zur 
g'esammten  Matheitiatik,  die  den  Lesern  6es  Archiv^  woh( 
bekannt  sein  wird.  Vergleichen  wir  aber  beide  Bacher  mit  einan-i 
defj  80  niässen  wir  doch  der  Schrift  von  J.  J.  v.  Littrow,  die 
tu  ihrer  Sphäre  wirklich  mit  Geist  verfasst,  und  in  einer  überaus 
eiiiiaphen  und  deutlichen  Sprache  geschrieben  ist»  ja  selbst  auch 
in  streng  wissenschaftlicher  Beziehung,  z.  B.  in  der  Integralrech - 
nuDgy  manche  nicht  uninteressante  Bemerkungen  enthält»  bei  Wei- 
tem den  Vorzug  geben.  Wir  glauben  daher»  dass  das  vorliegende 
Birch,  da  schön  eine  in  ihrer  Art  gewiss  sehr  ansprechende 
S'ebrfft  von  ganz  gleicher  Tendenz  existirt»  ohne  sii*h,  so  viel  uns 
wenigstens  bekannt  geworden  ist»  besonders  Bahn  haben  brechen 
zu  können»  immerhin  hätte  ungeschrieben  bleiben  können»  wenn 
auch  jder  Wille  ^les  Herrn  Terfassers  geivii^s  gut  gewesen  ist. 
iJebfi^  die  gewählte  Art  der  Darstellung  wollen  wir  mit  ihm  bei 
^ine^.  solchen  Schrift  nicht  rechten;  gewiss  ist  aber  bei  einer 
^hrift  wie   dieser  der  Gebrauch  so  vieler  ganz  ungewöhnlicher 
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Zeichen,  z.  B.  &r,  9x,  Tx,  (Lr,  Scx^  €k^  rwpective  statt 
sior,  C08X,  tang:r,  Qoix^  secjr,  cosecj:»  femer  6  statt  des  ge- 
wObnlicben  Differential  Zeichens  8,  wobei  der  Herr  Verfasser  doch 
auch  hätte  bedenken  sollen,  dass  6  in  der  Mathematik,  Dämlich 
in  der  Variationsrechtmng,  schon  eine  ganz  andere  allgemein  re- 
ctpirte  Bedeutung  erhalten  bat ,  sehr  am  unrechten  Orte  angebracht 


A  r  i  t  h  m  e  t  i  k. 

Ois<  AMthmeilk'  und  , Algebra  fär  den  Schul*  wid 
SeJbatsntsrricbt  biarbeftet  von  Karl  Koppet  Frof«s- 
sor  und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Soest  Zweite 
umgearbeitete  und  durch  zahlreiche  Aufgaben  rer- 
mehrte  Auflage.  Essen.  1849.  &    27  Sgr. 

Dieses  empfehlenswertbe  Lehrbuch,  so  wie  die  mathemaH- 
schen  und  physikalischien  Lehrbücher  des  Herrn  Verfassers  über- 
haüiit>  ist  aus  seiver  ersten  Aoflage  bokannt  genug,  tnd  btt^tf 
desnalb  keiner  neuen  Empfehlung.  Es  umfasst  alle  diejenigen 
Lehren  der  Arithmetik  und  Algebra,  mit  Einschluss  des  Binomi- 
schen Lehrsatzes,  der  Combinationslehre,  der  unbestimmten  Ana- 
lytik u.  s.  w.,  welche  auf  höheren  Unterrichtsanstalten  vovgelra- 
gen  zu  werden  pflegen.  In  ziemlicher  Ausf&hriichkeit,  und  üM 
wegen  seiner  deutlichen  Darstellung  und  zweckmässigen  Aneid* 
nung  bei*m  höbern  mathematischen  Schutunterrichte  gewks  mit 
Nutzen  als  Lehrbuch  zum  Grunde  gelegt  werden. 

Ezercicos  et  probUmes  de  caicul  diff^rentiel  et 
integral;  ouvrage  traduit  de  Tanglais  par  M.  L^once 
Clarke  et  dödi^  k  M.  Augustin  Cauchy.  Fremier  cabier. 
In  %^.  1849.  Prix  1  fr.  50  c. 

Wir  hoffen  nächstens  dieses  Werk,  welches  wir  jetzt  nur  dem 
Titel  nach  anzuzeigen  uns  begnügen  mflssen,  um  es  bald  cor 
Kenntniss  des  deutschen  mathematischen  Publikums  zu 
besonders  zu  besprechen. 

Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differential-  ond 
Integralrechnung.  Von  L.  A.  Sohncke,  ord.  Professor 
an  der  Universität  zu  Halle.  Halle.  1860.  2  Thir.  & 

Wir  beeilen  uns  das  Erscheinen  einer  Schrift  anznzj^geo, 
weiche  einem  wirklichem  Bedürfnisse  in  sehr  ffenffeender  Weiee 
abhiin.  Denn  wenn  wir  auch  schon  mehrere  Beispiel  •Samrahn- 
gen  zur  Differential-  und  Integral- Rechnung  besitzen,  Bo  genUl 
doch    keine  dieser  Sammlungen   insofern  hinreichend,    dass  me 
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■eben  TorzSglicher  , 
senng  sei,  un  den 
RcchnuDg  eine  fainn 
waadung  io  der  The 
^ea  zuftewäbren.  Be 
Schrift  nach  unserer 
schon  die  Colgeade 
].  Differential  quntienl 
t'ma  VariableD.  11 
qoatienten  höherer  C 
fiooen  mehrerer  Vari 
Riug  aur  die  Auawi 
V.  AnweadoDfc  der 
Maxim a  und  Minim 
auf  Geometrie.  VU. 
nen.  VIII.  ktegratio 
teeration  traiisceudei 
■tamraten  Gränzen.  ] 
nietrie.-^  Wir  haben 
der  hriheren  Analysii 
ireiche  beabsichligen 
eine  tüchtige  Uebun^ 
ten ,  auf  dieses  gewi 
Aealysis  sewias  se 
and  empfehlen  das« 

Di«  Vorlheile  der  Lebens-Versicbernng 
Durch  mathemalisch  genaue  Berechnunit  m 
sen  an  der  Lebens-  und  PeDsions-Versicb« 
Seilschaft  Janas  in  Hamburg.  Zagleich  eine 
aammlnng  aber  Zinseszlna-,  Spartassen-  un 
rachnung/Von  Dr.  August  Wiegand.  Balle.  18- 

Eine  twar  nur  kleine,  aber  roancTie  Belehnina:  darbietende 
Schrift.  Unter  mehreren  Banken  giebt  der  Herr  VeTfasser  dem 
JanuB,  nach  angestellter  Vergleichung  desselben  mit  jenen,  Jen 
Toraug. 


Oeometrte. 


Crnndzage  ^inei  wi»s«nBcha|tlichen  DarstelUng 
der  Geometrie  des  Maasses.  Ein  Lehrbuch  von  Dr.  Os- 
kar Schlamilch,  Professor  der  höheren  Hathematik 
und  Uechanik   an   det  techaiachen  Bildungaanstalt  zu 
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0resdei.     Erster  Theil.     G^BotnetTfe   der  Eb>en«.     Hit 
faDr*Fiö:uteritafeln.    Elsenach.    1849.     8.    l  Thfr. 

Der  He^ir  Verfasser  hat  in  diesem  ersten  Theilc  des  vorlri^ 
genden  Werks  ei;i  sehr  ansprechendes  Lehrbach  der  sogenannten 
Rhenen  GeomefH'e  und  der  ebenen  Trigonometrie  in  „organi- 
scher Gliederung^'  und  nach  ,,faearisti8chem  Gedanken- 
gänge'' geliefert y  in  welchen  beiden  Beziehungen  er  in  der  Vor- 
tedfe  sein' Buch  den  nach  euklidischer  Methode  rerfnssten 
Lehrbficheto  gegenüber  stellt.  Wenn  denkende  Mathematiker  der 
nach  eaklidiscoer  Methode  verfassten  Lehrbilcher  ^u^neiten  heitov- 
ders  riibmend  gedenken,  so  haben  dieselben  dabei  v^ohl  wenitet 
diese  Methode  an  sich,  als  vielmehr  die  durch  dieselbe  anxvreifel- 
halt  erreichbare  und  wirklich  erreichte  grosse  mäthematfflscfae 
Strenge  und  Evidenz  im  Sinne,  ohne  damit  geradezu  in  Abrede 
stellen  zu  wollen ,  dass  eine  solche  »Strenge  auch  auf  anderem  Wege 
erreichbar  sei.  Wenn  nun  der  Herr  Venass^r  in  der  Vorrede  eioe 
etvva  zu  ziehende  Parallele  zwischen  seinem  vorliegenden  Buche 
und  dem,  wie  er  meint,  eine  gleiche  Tendenz  verfolgenden  Lehr- 
buchs der  Geometrie  von  K.  Spell.  Leipzig.'  1841.  (Ml  s. 
Literar.  %er.  Nr.  IL  S.  29.)  ents(^hieden  zurückweist,  mo  geben 
wir  ihm  darin  vollkommen  recht,  sind  jedoch  der  Meinung,  dass 
eine  solche  Zurückweisung  für  urtheilsfahige  Mathematiker  ganz 
unnuthig  war:  denn  wer  beide  Bücher  kennt,  kann  unm5glich 
versucht  weraen,  eine  solche  Parallele  zu  ziehen.  Herrn  ScbV5- 
milch's  Buch  ist,  mag  es  immerhin  nicht  der  sogenannten  enklU 
dischen  Methode  in  ihrer  Form  huldigen,  doch  ein  vrdlig  stren- 
ges uifd  dabei,  wie  schon  erwähnt  worden ,  in  sehr  ansprechender 
Darstellung  verfasstes  Lehrbuch ,  das  man  aber  nicht  nach  Tisch, 
auf  dem  Sopha  liegend,  lesen  kann ,  sondern  das  Nachdenken  er- 
fordert und  zum  Nachdenken  anregt,  was  bei  einem  Lehrbucbe 
imme^  mit  eine  Hauptsache  ist;  was  Herrn  SnelTs  Buch  ist, 
wollen  ivir  hier  nicht  weiter  aus  einander  setzen,  aber,  ohne  des- 
sen Herrn  Verfasser  im  Geringsten  persönlich  zu  nahe  treten  zu 
H*ollei^Maüssen  wir  doch  wenigstens  so  viel  bemerken,  dass  dnrcb 
dasselbe  gewjsif  Niemand  ein  ueometer,  d.  h.  zur  selbststSndiireii 
Füjbrqnff  einer,  geometrischen  Untersuchung  befähigt  werden  wird. 
Wir  wiedcfrholen,  dass  das  vorliegende  neue  Lehrbuch  d^ 
ebenen  Geometrie  und  ebenen  Trigonometrie  eine  sehr  gute,  aus 
einer  selbstständigen  Anschauung  der  Wissenschaft  hervorgegan- 
gene Darstellung  der  beiden  betreuenden  Disciplinen  liefert,  das  wh' 
mit  grossem  Vergnügen  gelesen  haben ,  und  aas  sich  gewiss  viele 
Freunde  erwerben  wird,  selbst  auch  bei  seiner  grossen  Deutlich- 
keit und  einfachen  Darstellungsweise  zum  Selbststudium  empfoh- 
len zu  werden  verdient,  wobei  noch  besonders  hervorgehoben  wer- 
den muss,  dass  es  auch  eine  ziemliche  VollständieKeit  erstrebt, 
und  in  manchen  Partieen  weiter  geht  als  andere  derartige  Bücher, 
indem  es  z.  B.  auch  ^lie  ebene  Polygonomqtc|e  in  seinen  Kreis 
gezogen  hat,  und^atich  die  Constructinn  des  regulären  Siebzehn- 
ecks lehrt,  auch  manche  Aufgaben  und  Betrachtungen  heranzieh t, 
die  sich  in  andern  geometrischen  Lehrbuchern  nicht  finden.  Wir 
empfehlen  daher  dieses  neue  Lehrbuch  dei''  Beachtung  der  Leser 
unserer  Zeitschrift  recht  sehr  aus  vollkommenster  Ueberzeugung, 
üna  ^wii^scheä,  da^  der  Herr  Verfasser  uns  recht  bald  mit  der 
l^ortsetzung  erfVetfen  *ni8ge. 
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Ur.  jtbil:,  PraHasot  an^el-'tkcbnisdien  BilduRsssnatstt 
KU  Dra«d-en.*)!  BntivB-Heft  Hie  Oamlellnn^  de»  Pank* 
te»,  rfCr' Lint« 'an«}  4er  Eb«*«  ttacb  der  Parftllel-Pro^ 
j«etl«n.  Mit  a«ht  Taf.  in  Qrt.  Lfil^zi;.  184:U  «^  tl^'^  8gr. 

Die  deutsche  Xlterati) 
Werke  Qber  de«criptivje'|U 
.grnnsei)  Wichtigueit  diea^d 
Bt'itBecbt  auch  be|  un«  in 
■eiH  kaun,  Ut  nkht  geradi 
atena  jedenfalls  uicbt  so  n 
jade  neue  EracheiiiLanK  aq 
oo  auch  die  vnrliegende  v« 
der  Herr  Verfasser  in  der 

trie  swar  in  ihrem  dermaligeo  Gewände  aiierdini^s  dieReselii  am- 
fasse,  nacii  welchen  Linie»  und  Flächen  mit  Ifllfe  d«r  Projection 
aich  darstellen  laasen,  damit  aus  der  ProJeL-llon  die  wahre  Be- 
•cbaffenheit  oder  Kussere  ErscheiDune  dem  Gesichtssinne  suge- 
filbrt  werde,  dasa  aber  allerdingo  die  Methode  der Projectioo  einer 
hSfceren  Auffassuna  föbtg  aei,'  zufolge  welcher  ihr  Zweck  darin 
beatebe,  ans  den  Wahrbetten  der  elementaren  Oenmetrie  der  Eben« 
und  des  Raumes  heraus  die  Eij;en Schäften  der  ^esetzmfissigen 
RaiiBigebilde  organisch  eu  entwickeln,  sooacb  die  elementare 
Geometrie  in  notbwendiger  Schlussfolge  fortzubilden.  Sie  leite 
bu  Altgemeineo  xu  demselben  Ziele,  wie  die  analytische  Geomf 
trie;  denn  der  Veränderung,  welche  diese  mit  ihren  Gleichuagen 
Tomehme,  entspreche  die  Zeichnung  /in  graphischen  Methode, 
■ur  mit  dem  Unterachiede,  dass  die  BeJ^utang  jener  Verapderungi 
w«M  sie  eine  geometrische  Wahrheit  eolhatt^,  in  die  Sprach* 
der  Geenietrie  au  Obersetzen  sei,  während  die  grapbiacbe  Methode 
das  LinieogebUde  oder  dessen  Veränderung  nach  Lage  und  Gestalt 
dem  SuaserD  und  iDDerB  Sinne  aur  unmittelbarao  An«chauuu  bringt, 
und.  daher  auf  einem  geritden  nnd  leichten  Wege  zunZiete  fiibi;e. 
In  diesem  Sinne  bea^icbtigt  der  Herr  .Veifi^ser  die  gan^e  de- 
•criptiT«  Geometrie  in  dem.  Werke ,  depsen.  erstes  Heft  uns  jetat 
vmfivgt,  lu  behandeln,  und  je  mehr  wir, selbst  ron  dvr  Cli<ii|ti^- 
ktit  dfeaer  AvCassungs weise  Qberzeagt  sind,  durch  welche  allepi 
die  deacriplive  Geometrie  aur  wissenschaftlichen  Methode  erbe- 
bwi  f^ird  iHid  nicht  bloss  eine  Dienerin  der  Technik  bleibt;  desto 
sebr  empfehlen  wir  dieses  neue  Werk  :Qber  descriptive  G^melri^ 
den  Leaem  des  Archivs  au  sargfaltiKer  Beachtung.  Das  vorlie- 
gende  erst«  Haft  enthält  nach  einjer  Einleifusg  den  Pankt*  die 
«eraids  Liniei  zwei  Giir,ada,  die  Ebene.,  die  Ebene  und 
Gerad«,  zwei  Ebenen.  d>ta  k öTperlifK^  Dreierk,  nene 
liligie.def  Projections-Ebenen,  neu«  Lage  ies  Punkte«, 
der  .Geraden  und  der  Ebene.  Map  vrira  ims.  dieser  rnfaaits- 
»agabe  die  arst^matische  J^oidnunf;  des  Gamen  und  die  euC  die 
ualytische  Geometrie  genonunene  Beziehung  —  indem  z.  &•  dt« 
iisidea  letzten  Abeeblittp  der  Lehre  .von  dpr  l'ranaformatnn.dv 
Coordinaten  in  der  aulyti«9:bcn  Geometrie  enti[rrechen.  —  teicbt 


*}    Jelit  MD  der  putjtccbnfMlMa  Schale  au  HrniooTer. 
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erkennet,,  ued  dem  Heito  VeriassM'  das  Zctagm^s  nicht  feraagen, 
daes  er  das  sich  YorgesCeckte  Ziel  etresg  im  Aige  bebalteo  bat 
Aiies6r  der  alleemeiiien  Auffaasungawelse  entiiält  auch  im  Einxel- 
nen  dieses  Heil  manches  Neue,  In  w^her  Beiiebung  die  Leser 
hesonders  anf  die  gans  vollstindige  und  i^ystenadscbe  grapbiscbe 
Behandlung  des  sphärischen  Dreiecks ,  für  welches  gewObnlicb  nur 
ein  Paar  tsoCIrt  stehende  Aufgaben  graphisch  aufeel59t  werden, 
aufmerksam  gemacht  werden  nidssen ,  sowie  auf  andere ,  damit  in 
Verbindung  stehende  nene  Auflösungen  einiger  Aufgaben,  sodass 
wir  auch  in  dieser  Beziehung  dem  baldigen  Erscheinen  der  M- 
!»enden  Hefte  dieses  sehr  verdienstlichen  Buchs,  welche  vorzig- 
lieh  der  Geometrie  der  Flächen  gewidmet  sein  werden ,  mit  Ver 
langen  entgegen  sehen.  Die  Ausstattung  des  Textes  und  dfr 
Figurentafeln  ist  vorzfigirch. 

Die  sekwierlgeren  geeroetrischen  Aufgaben  aus  des 
Herrn  Prof.  C.  F.  A.  Ja<;ebi  Aniiäugen  zu  van  Swiodeos 
Elementen  der  Geometrie.  Mit  Ergänsnngeo  ep£Ü- 
scher  Mathema^tiker  und  Auflösungen  herausgegebea 
von  Dr.  August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Keal- 
sohule  in  deo  Franoke*schen  Stiftungen  z^  Uaile.  Ualia 
1849.  a     1  Thir.  TVaSgr. 

Ausser  den  aus  den  erwähnten  Anhängen  entlehnten  und  auA 
gelösten  Aufgaben    enthält  diese    enipfehtenswerthe  Schrift  nora 

feometrische  Aufj^ben  und  Sätze  von  28  englisdien  Matbenai- 
em,  welche  der  Zeitschrift  „Th^  Mathemafician"  w 
nommen  worden  sind.  Im  Ganzen  enthält  die  Schrift  159  ggo"^ 
trische  Autvaben,  ausserdem  in  einem  Anhange  *'"*' ..^Jj* 
trage  noch  14  trigonometrische  Aul^ben  und  Sätze  von  englis^ 
Mathematikem,  und  die  Leser  des  Archivs  sehen  also,  ^«Wj* 
reiche  Material  ihnen  hrer  geboten  wird.  Oa  die  Aufgahen  ind« 
Anhängen  zu  van  Swindeivs  Elemerrten  der  Geometrie  ^'**'^2| 
^össere  Schwierigkeiten  darbieten  als  Att%atien  In  anderen  aBn- 
^chen  Sammlungen,  und  die  genannte  englisehe  Zeitschrift,^ 
vorzfigfich  för  den  math^Btnatiscihen  Unterricht  wIdWig  ^».Jr" 
VfcM  hl  den  Händen  nur  weniger  Lehrer  der  Maftheniatik  ban- 
det, so  ist  die  vorliegemie  Schrift  des  Herrn  Or.  Wiegaod»  «^ 
laen  so  eifrigen  Bestrebungen  ftir  die  Förderung  des  matbemau- 
sehen,  insbesondere  des  geometrischen  Unterrichte  wirden  w'jJJ^J] 
fichsten  Erfolg  von  Henlen  wünschen ,  jedenfalls  eine  **"' Jj! 
dienstliehe  zu  nennen,  und  keinesw^s  ertwa  in  eine  K*^g8^ 
mit  den  Auflösungen  der  algebndscben  Aufgaben  des  ^^y^^j^ 
toü  Sachs  ü.  s.  -w.  oder  ähnlichen  dem  mathematischen  vtsw^ 
Yi^hte  wenig  Nutzen  bringenden,  fast  nur  schadenden Bfieher^»^ 
setzen  y  da  Ihr  auch  neben  ihrem  pädagogiscfhen  Nutzen  ^gg^ 
schaftlicher  Wertb  nicht  abgesprochen  weisen  kann.  Sie  schlwwj 
sieh  übrigens  ftn  die  früher,  von  demselben  Hetm  Verfasser >  ^ 
schienenen  „Lehrsätze  und  Aufgaben  aus  des  Herrn  "'% 
ITKcobi  Anhängen  u.  s.  w.  Halle.  1647.  I.  B»« Va 
n.  Band.  1.  Abt  bell"  sn  und  bildet  mit  denselben  ein  rf^ 
von  welchem  sie  der  Schiuss  ist. 
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Optik. 


Wahtlicb  viel  Worte  auf  diesem  Titel 
■Mueo  „ortboskopischen  Ocular"  für  t 
•rfÜhrt  luan  aus  dieser  ätjhrill  keiiiesir^s, 
sagt  ä.  18.  Biwdrficklich:  „tls  wird  gen'i^ 
tes  Leser  die  ErtvartuD^  hei{en ,  das»  ich  b 
rilcksicbtslus  pretaseltetid,  mich  uuf  «iiie  Z 
rkbhiag  dieses  Oculars  und  Eutwickluii);  dei 
welche  der  gute  Erfolg  ''irh  gründet,  eiolai 
e«  vielmehr  gern  verzeihen,  ivenn  ich  nur  hi 

Ocular  leistet."  üemzufalge  hätte  er,  weil  auch  alles  Uebriae  io 
derScbriß  meistens  wenig  wirkliche  Belehrung  ^wahrendes  dIos- 
•es  Gerede  ist,  dieselbe  liesser  uu(;escb rieben  gelassen,  sich  auf 
eine  blosse  iiffeiitliche  Ankündigung  bescbr&nkt,  und  die  Beur- 
tbeilang  seines  Oculars  dem  praktie^en  <j<^btaucb  lediglich  anheim 
geatellt.  Aus  der  Scbrilt  selbst  errahrt  man  uicbts  weiter,  als 
a«M  das  Ocular  vor  dem  Campani' sehen  und  Ranisden  sehen 
tweifacben  Oculare  wesentlieb«.  \urtheile,  die  der  Titel  augiebt, 
kabeu  soll,  „und  dass  dasselbe,  obw-ohl  es  ein  dreifaches  Ucolar 
wl,  also  ans  drei  Linsen  besteht,  doch  nur  vier  spiegelude  FI&- 
cbea  hat"  Es  kann  almt  durchaus  nur  der  praktische  tiebraucb 
Cber  die  Leistungen  dieses  sogenannten  iirthoskopischen  Oculars. 
entscheiden,  die  Schrift  Helbst  wäre  jedenfalls  besser  ungescbrla- 
ben  geblieben;  wenigstens  warnen  nir  vor  der  Anschaffung,  wenn 
'  ale  auch  nur  15  Sgr.  bostet.  Die  Vorrede  und  da  Anhangi  „An 
die  MSnner  der  Wissenschaft"  klingen  etwas  marklschrel*' 
risch.  In  dem  Anbange  über  die  Prüfung  der  Libellen  IwsehreUit' 
Ben  Hensoldt  ein  ib  dies«m  Zweck  bestimmtes  besonderes  In- 
■trument.  Über  dessen  Braacbharkeil  man  auch  nur  nadi  wirkli' 
eher  Anwendung  wird  nrtbeilen  kflanen.  Wir  sollten  meinen,  riass 
leenigstens  derjenige,  wer  einen  hinl&iigjich  geniiu  getheilten  Ver- 
tilulKrels  besi^t,  an  welchen  er  die  Libell«  anbieden  kann,  ein 
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solches  besonderes  InstmineDt  zur  Prüfung  der  Libellen  sollte  ent- 
behren können;  jedoch  wollen  wir  nicht  absprechen»  da  bei  sol- 
chen Dingen  eigne  praktische  Anwendung  nöthig  ist,  wenn  maa 
siph  zu  emem  vollgfiltigen  Urtheile  will  (ür  berechtigt  halten. 


Astronomie. 

Mittlere  Oerter  von  12000  Fix-Sternen  fir  den  An- 
fang von  1836;  abgeleitet  aus  den  Beobachtungen  auf 
der  Harobnrger  Sternwarte  von  Carl  Rumker.  Vierte 
Abtheiinng.  Erste  Hälfte,  die  18te  bis  2lste  Stande 
entbaltend.    Hamburg.   1849.  4.    1  Thir.  15  Sgr. 

tVir  freuen  uns  sehr»  wieder  eine  Fortsetzung  dieses 
trefflichen,  aus  directen  auf  der  Hamburger  Sternwarte  angestell- 
ten Beobachtungen  abgeleiteten  Fixst^ni-Catalogs  anzeigen  zn 
können.  Wer  die  Wichtigkeit  genaue)*  Stempositioneii  (lirdie  neuttge 
Astronomie  zu  würdigen  versteht,,  wird  das  grosse  Verdienst,  wel- 
che« der  Herr  Director  Rüroket  durch  Bearbeitung  dieses  Stern- 
kataiogs  um  die  Wissenschaft  sich  erwirbt,  gewiss  dankbar  erken- 
nen. In  dieser  Zeitschrift  müssen  wir  uns  mit  der  blossen  An- 
zeige dieser  neu  erschienenen  Fortsetzung  begnflgen,  wünsdien 
aber  sehr»  dass  dieser  ausgezeichnete  Catalog  neben  anderen  ähn- 
lichen verdienstlichen  Arbeiten  von  allen  Astronomen  recht  viel- 
fach bei  ihren  Rechnungen  und  Beobachtungen  benutzt  werden 
mGge. 


IT  a  u  1 1  k. 

Längen-Bestimmung  durch  den  Mond.  Eine  nnir- 
tisch  -  astronomische  Abhandlung  von  Carl  Rümker 
Hamburg.    1849.     2  ThIr. 

Diese  sehr  zu  empfehlende,  mit  grosser  Deutlichkeit  verfasste 
Schrift  enthält  mefer  als  ihr  Titel  angiebt  Sie  enthält  BämUch 
vier  Abhandlungen:  Längenbestimmung  durch  Moad-Üi- 
stanzen.  — •  l^ängenbestimioung  durch  Fixstern-Ber 
deckungen.  *—  Vorausbetechnung  der  Ster n-BedeckuiH 
gen.  —  Längenbestimmung  durch  Culroination  des^ 
Mondes  und  der  Mondes-Sterne,  welche  säiamtlich  sehr 
iostructiv,    ganz   elementar   mit  fortwährender  Rücksicht  anf  an* 
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•dUoUebe  üWIftiiAeaDOB  4arcb  Fimren  v«ffM«t,  qimI  dorcb  toUsHo* 
<g  wsctrecbiMt»  numertofbe  Bdi^piele  Mb?  «tr^ekmäsaig  ecU(u- 
tert  sind»  wobei  aach  mehrere  dem  Herra  Verfosaer  eieeotihim» 
iiche  Metboden  VQlicommen,  Den  Hauptinhalt  bildet  aber  eine 
ftunmliiog  sehr  aoräßiltig  berechneter  sehr  ntstzlicber  na,iiti6cher 
t^Utn,  pttmllchi  Tafetl.  Zur  Berechnung  der  wahren 
M6hd-Di8tartz.  ai'i  -  175.  fl.  Mittlere  Refractibn  und 
Kimmtiefe.  III.  Halbmeaaer  und  HOben-Parallaxe  der 
Sonne.  IV.  Contraction  des  Terticalen  Halbmessers 
durch  Refraction.  V«  VergrSsserune  des  Mondsbalb* 
messers.  VI.  HOhen-Parallaxe  eines  Planeten.  VU.Cor- 
rection  der  mittleren  Refraction  ffir  Thermometer-  und 
Barometer-Stand.  VIII.  Zur  Verwandlung  der  Barome- 
ter- und  Thermometer-Scala.  IX.  Radienvectoren  und 
Abstände  des  eeocentrischen  Zeniths  vom  geographi- 
schen. X.  Zftrfiorechnii«g  der  &trre<rtl#n  wegen  zwei- 
ter Differenzen.  XI.  Correction  der  mittleren  Green- 
wldi.-Zc^U  ffir  zweite  Differenzen  bei  Mond-Distanzen. 
Xu.  Vertiesserune  der  Halbmesser  in  der  Ebene  der 
lfoo4-Distanz.  XIII.  Correctio.n  der  Aequatorial-Hori- 
so'n^al  -  Parallaxe  des  Mondes  wegen  Abplattung. 
XrV.  An  die  durch  Approximation  ^e^ündene  wahre 
UisUbx  anB<ibri«g«»de  Correction.  XV.  Uilfatafel  ffir 
«iaen^U«  A]«4kod«  Z4ir  Bereehmunc  der  wahrenDistana; 
-*  Ifan  sieht  hieraus,  wie  i^ieles  Nfitalicme »diese «au tischen  Tafeln 
entfaiiltn,  und  muss  sich  dem  Herrn  Veriaaser  fSr  die  auf  die 
BereehnMg  derselben  verwandte  grosse  Mühe  and  Sorgfalt  lu  dem 
lebhafteslM  Danke  veniiicbtet  fiSbleo.  Mtige  das  Werk  bei  alJeo 
wiismaebafliifh  gebiiifete«  Seefahrern  und  auf;  rflt n  nantiscbee 
LebranstaUea  die  wohkerdienie  Beachlung  im  volbiten  Maasae 
iadea»  and  vielbch  gebianolit  werden! 


Physik« 

Der  Chafakter  des  Flüssigen.  Versuch»  den  Zwie- 
spalt au  beseitigen»  welchen  die  Erklärung  der  £r- 
aabeinungeo  des  JDrocka  und  der  Hebung  der'Plflssig- 
kßUß^  Teranla4ist  bat  Von  B.  T.  Berlin.  ISSa  B. 
5  Sgr. 

.,.,  GMMM  ^r  Doeberg-LUeraliir,  und  wird  daher  hier  nicht  wei- 
ter« baqprocbea,  sondern  <las.  tJrtheil  den  Lesern  selbst  anbein 

gSitäitr 

Di«  ForiadiriHie  d«r  Physik  tm  Jahre  Iftd?.  Darjr4- 
•feUt  Ton  d«r..pby«ikaliaehea  6«4eli«cka'f^  la  Berila. 
U.  Jahrgang.    ltedi|^'T,»]i  Pcefe*a«r  l>n  6.  Karatea. 
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Erste  AbthetlUing.  Entbalten^d!  Alie«i*€i»e  Phfsik. 
AitnBtIk,  Optik  tind  Wirmelebr«».  BerHn.  184&  & 
1  tklt.  10  Sgr- 

;  Wafim  LKew.  Ber,  J^r.  XXXVIl.  S.  53Öf.  zur  Emprehlung 
(iieses  tXnfernehniens  gesagt  worden  ist,  gilt  aoch  von  diesem 
JjalurgaDge.  der  ,]^(ialt  der  ersten  AbtheHiing.  is(  auf  dem.  Titd 
^gegeben.,;   .  ',,.,.  ,..  ;  .  l^]  '    :.  '";'.'. 
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li^ermlschte  SclirifteB« 


Verbandlungen  der  schweizeriscben  natu  rfo  räch  en- 
den Gesellscbaft  bei  ihrer  Versammlung  zu  8olotharo 
den  24.,  25.  und  26.'  Ueumo.nat  1848.  33.  Versammloog. 
Solotburn.    8. 

'  Ausser  den  Relationen  Ober  die  efoicehen  Versammlonffea 
der  schwetzeriscben  naturforscbenden  Gesellsckaft  und  den  Be* 
ricbten  über  die  Verbandinngen  der  KantonalgeselfschafteB  zu 
Basel,  Bern,  La  €haux-de-Fonds,  Genf,  Waadt,  Solothnr»,  Zfb 
rieb  in  den  Jabren  1847  und  1848,  entbalten  diese  Verbandloo- 
gen  aueb  eini«;e  grdssere  AufsStze/  welcbe  dib  Beacbtang  der 
Leser  des  Arcnivs  verdienen  >  und  deren  Titel  daber  bler  Tofistin- 
dig  angegeben  werden  sollen:  Relation  Qbendas  von  Cbo«- 
berr  Ber.cbtold  in  Sitten  entdeckte  Maass^Systen  Amt 
Natur  von  Professor  O.  Möllinger  (S.  74.  —  S.  86.). 
Jedenfalls  ein  viele  merkwürdige  Ideen  und  Auffassunesweisen 
entbaltender  Aufsatz,  der  -^  ebne  bier  für  jetzt  irsend  Kficksiebt 
auf  die  praktiscbe  Ausfiibrbarkeit  der  gemachten  Vorschläge  neh- 
men una  die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Ansichten  prüfen 
zu  wollen  —  den  Lesern  des  Arcnivs  zur  Beachtung  empfohlen 
zu  werden  verdient-  Diei,  Schrift  selbst ,^  in  welcher  diese  Ideen 
ausgesprochen  sind,  füirt'  nach  Herrn  Professor  Mullinge r*a 
Angabeden  Titel:  La  Metrologie  de  lanature,  döconverte 
par  M.  Jos.  Ant  Bercbtbold,  Chanoine  de  Sion  etc. 
oujTrage    approuvö    par    plusi^urs    cdmit^s    scientifi- 

Iues;  tra'dnit  de  TAItemand'  'par  BL  Jo^.  Nlc-Hubw^t 
m'  Ende  seines  Berichts'  macht  H^rr  Professor'  M5l!ibge^  ^ 
scbweizeriscbett '  n^turförsdbenden  Gesellscbaft  die  '  foYgcuJfan 
Vorschläge: 

,1V  Die  tiaturfofscbetid^  6esells<^baft  der  Schwetx  'ifbSge  dem 
Hertn' Verfasser  det  Metrologie  de  lauature  ihren  Dank  and 
ihre  Anerkennung  seiner  Verdienste  aussprechen; 

2)  es  mochte  der  ehemaligen  Kommission  fiir  die  Feststetlong 
der  sebweiBerisefaeh  Maasse  und  Gevdchte  die  Entdeckung  de« 
He^n  Verlassers  zur  Prüfing  und.znr «Beriolitesstattang  an  d^ 
Geatralkomitd  nhseres  Ve^nis  vorgel^  lierden;* 
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3)    im  fkM0  die  KoMmSMlMvdr«  Wfln^chbarkdH  einer  tllse- 

m^itteii  EiofiiiireKg  des  neuen  MMMBVstenis  aa^spricht,  eoll  das 
C^tttraUromit^  der  natorforschenden  Ge8ell8chaf't  beauftragt  Her- 
den-, «cb  nil  den  Akademien  «der  statistisohen  Vereinen  der  an« 
grinsenden  Staaten  in  Verbindung  zu  setzen  und  behnfe  eintraf!«» 
getteinen'  Elnlabrnng  zur  Prfifiing  d^  neuen  Maasssysteme  ein« 
noiaden.  - 

Wir  flihren.  dies  hier  an,  um  su  aeigen,  welchen  WertbHerr 
Professor  M&llinger  auf  die  Ideen  des  Herrn  Chotlierni 
Bercbthold  in  Sitten  legt.  Welche  Aufnahnte  die  obiMn  An* 
trige  bei  der  schweizerischen  naturforschenden  Gesellscnaft  ge- 
fuoaen  Jbaben»  geht  aus  den  Verhandlungen  (S.  15.)  nicht  /hervor. 

Ueber  die  langsame  Oxydation  der  Korper  ib  atmo- 
sphlriScher  Luft  von  Prof.  Sohönbein.     S.  87.  '^  S.  113. 

Ueber  die  Erzeugung  des  Ozons  di^rch  Phqspbor 
in  reinem  Sauqrstoffgas  von  Demselben^    S.  114 —  142. 

Auszug  aus  der  Abhandlung  Ober  die  Brfahruneen 
Im  <}ebiete  der  Alpeovrirtbscbalt  von  Kasthofer.  :S.  143 
-&145. 

Methode  den  Einflues  zu  eompensiren,  welchen  die 
Bls^nmassen  eines  Schiffes  in  Folge  de^  Vertheilung 
der  magnetischen  Flflssigkeiten  durch  den  Erdmagne- 
tismus auf  die  Compassnadel  ausüben.  Von  Jacob 
Amsler.  In  nautischer  KOcksicht  machen  wir  auf  diese  Abhand- 
lane,  welche  mit  einer  andern  in  den  Denkschriften  der  schwei- 
zerischen naturforschenden  Gesellschafl  abgedruckten  .Abhandlung 
In  Verbindung  steht,  aufmerksam.  Die  Untersuchungen  von  Bar« 
low,  und  die  auf  verschiedcuvn  "Otereisen  mit  dem  von  demsel- 
ben vorgeschlagenen  einfachen  Compensationsapparate  vorgenom- 
menen Prüfungen  sind  den  Lesern  des  Archivs,  welche  sich  fiir 
diesen  Gegenstand  interessiren ,.  bekannt,  und  können  in  dem  eine 
•ehr  lehrreiche  Darstellung  vob  Sbrner  enthaltenden  Artikel 
«Able^kune  der  Magnetnadel''  in  den^  ersten  Tbeile  des 
^bl^rWhl^n  Wörterbuchs  nachgelesen  werden.  Die*  e^osse  Wich- 
flgkeit  dieses  Gegenstandes  för  dicr  Schiffahrt  leucntet  auf  den 
Wsten  Blick  eHi/und  'wird,  wie  Herner  am  End^  des  an^efllbr- 
ten  Artikels  bemerkt,  z.  B.  durch  das  UnglQck  des  O^littdienfiib* 
rers  Tb  am  es  bewiesen,  welcher  ausser  oen  gewöhnlichen  eiser- 
nen SchiSsgeräthschaften  noch  eine  Ladung  von  mehr  als  400 
Tonnen  Eisen  und  Stahl  an  Bord  hatte,  und,  nachdem  er  Abends 
om  6  Uhr  noch  das  Vorgebirge  Beachy-rhead]  in  Sicht  hatte, 
nm  1  bis  2  Uhr  Morgens  auf  der  nämlicnen  Stelle  strandete ,  wäh- 
rend dem  man  sich  noch  weit  vom  Lande  entfernt  ||;laubte.  Sollte 
es  wohl  einer  anderen  Erklärung  dieses  merkwürdigen  Ungificks- 
falls  hedflrfen,  als  der  durch  die  vielen  an  Bord  beGndlichen 
Eisenmassen  herbeigefDhrten  grossen  Missweisung  der  Magnet- 
nadel? 
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AlKMMrrdem  enÜitlteD  dl«  T#rii«g0nd«B(  VtrhüldhagfiD  noch 
iotereMaDte  ausfiährltcbe  Nekrobte  von  Hdiftrick  Z«cliokke 
(geb.  dea  22.  Mars  1771  so  Magdeburg,  «est  den  27.  Jimi  1848 
s«  Aaräii)»,  dec  «ioh  imnier  ^(rigiBit  mtundsseiiaehmAeD  bi  wet» 
fester  BesMiung  bef<cliäftigte,  «•  ^öit  di^  ohne  kdbere  wafhe* 
matische  Keiiiitoi$ae  mOgliä  war;  «ad  vea  DaDiel  AleaLa&A«r 
Cbavannes  (geh.  den  21.  Julius  J765  zu  Vevey,  gest.  de« 
29. Octbr.  1846 zu  Lausanne);  so  wie  viele  einzelne  intereesaote 
■latheiialische  und  naiturwissenschaOtliche  Nelken»  uraldM  die 
vorKegenden  Verbandlongeii  d^r  Beacklnng.  der  Leser  des  Arolafli 
sehr  w«ith  rasches. 

Tfte  Cambridge  and  Dublin  matbematieal  J^nrnaL 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.,  F.  R.  S.  E.  Vergl.  Literar. 
Bericht 'Nr.  LU.  S.  726. 

No.  XXII.  On  the  JMatbematlcd  Theory  oT  Electricity  in 
Equilibrium.  VI.  —  Geometrical  Investigationb  regarding  Sperkal 
Conductors.  By  William  Thomson.  —  Oo  certain  Theorems 
hl  Ae  Cälcnhis  of  Operations.  By  W.  P.  Donkin.  ^  On  Cnrvea 
of  Double  Curvatüre  and  Deveiopable  Sarfaces.  By  Atthiir 
Cayley.  —  On  the  Classi6cation  of  Curves  of  Double  Cnrvalure. 
By  Rev.  George  Salmon.  -*•  On  fhe  Developable  Sarfaces 
whlch  arise  from  Ttro  Surfaces  of  Ihe iSecend Order.  By  Arthair 
Cayley.  —  Oo  the  Theorems  in  Space  anologous  to  tiaose  ef 
Pascal  and  Brianchon  in  a  Plane.  Part  IL  By  Thomas 
Weddle.  ^  On  the  Bifocal  Chords  of  Sarfaces  of  the  Second 
Order.  By  John  T.  Rutledge.  —  Analytical  Demonstratioa  ef 
a  Theorem  in  Camot's  „Theorie  des  Transversales.''  By  VfiX- 
liam  Walton. 

(Tbe  nsMt  Nsmber  will  be  pubKshed  on  the  Ist  of  May.) 


PrwkfeUer. 

In  dem  Titel  der  Abhandlung  Nr.  VIO.  in  dfeseoi  Heils  & 
n3.  bt  leider  der  Name  des  Herra  Vftu  der  Abhandhoig  fidsck 
••Mossbttcgef «  gesetzt  werden«  Öer  r^ichtjge  Name  li| 
^Mossbrusger/'  .  ., 


<  I 


lilterartecHer  BerlcHt 


Arithmetik' 

Mathematische  Abbandlungen  tod  Dr.  0.  Schl5* 
milch^  Professor  der  höheren  Mathematik  an  der  Kö- 
niglieh Sächsischen  technischen  Bildangsanstalt  zu 
Dresden.    Dessau.  1850.  8. 

Der  Herr  Vf.  beschenkt  uns  hier  wieder  mit  einer  Reibe  in* 
teressanter  und  wichtiger  mathematischer  Abhandlungen»  deren 
Titel  folgende  sind:  I.  Ueber  das  Theorem  von  Maclaurin^  — 
II.  Die  Bürmaitfi'scbe  Reihe.  —  111.  Ueber  approximative  Qua- 
draturen. —  IV.  Ueber  ein  Doppelintegral  mit  zwei  willkührlicheo 
Functionen.  —  V.  Ueber  die  t>estimmung  der  Masse  bei  ungleich- 
förmiger  Dichtigkeit 

Besonders  infteressant  ist  uns  Nr.  II.  gewesen,  in  welcher 
Abhandlung  die  Gfiltigkeitsbedingungen  der  Bdpmann'schefr- 
Reibe  zum  ersten  Male  vollständig  erörtert  sind.  Aber  auch  aHe 
dbrigen  Abhandlungen  enthalten  des  Bemerkenswerthen  so  vie^es^ . 
dass  wir  die  Leser  des  Archivs  dringend  auffordern ,  sieb*  auch 
mit  diesen  ganz  im  Geiste  der  neueren  Analysis  gebalteien  Ar« 
beiten  des  Herrn  Vfs.  baldigst  bekannt  zu  machen.  Uebrigens. 
bilden  die  Abhandlungen  L,ll.,  lll.y  und  ebenso  IV.,  V.,  in  ge- 
frisser  Röcksicht  ein  Ganzes,  und  das  in  der  Abbandhjng  V.  so* 
wonnene  allgemeine  elegante  Theorem  (S.  14&)  verdient  j^^nfalia 
«ile  Beacbtang. 


fioiid  XIV.  55 
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Geometrie. 

Die  geometrischen  Oerter  einiger  roericwfirdigen 
Punkte  im  Dreieck  und  damit  in  Verbindaog  stehende 
Dreiecksätze.  Vom  Inspector  Gent.  Liegnitz.  1850. 
4.  (Programm  der  Ritter-Akademie  zu  Liegnitz  toi 
Ostern  1850.) 

Diese  Abhandlung  schliesst  sich  an  die  im  Archiv  ThI.  IV.  S.w. 

femacbte  Bemerkung:  ,,dass,  wenn  man  von  einem  Punkte  d« 
Peripherie  eines  Kreises  auf  die  Schenkel  ckie«  Centriwiokfj« 
Lothe  föllt,  die  Entfernung  der  Fusspunkte  derselben  unabbäo^ 
von  der  Lage  des  Punktes  auf  dem  Umkreise  ist,  indem  sie  le- 
diglich von  der  Grösse  des  Winkels  abhängt''  an ,  und  föhrt  durch 
sehr  einfache  Betrachtungen  zu  einer  ziemlich  frossen  Aiw 
geometrischer  Sätze,  die  auch  als  Uebungen  fiir  Scbfiler  steh 
sehr  zweckmässig  werden  benutzen  lassen,  weshalb  wir  dieses 
lesenswerthe  Programm  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  des  Ar- 
chivs recht  angelegentlich  empfehlen. 

Trigonaltriaden  in  arithmetischer  und  barmoni- 
scher  Progression,  Von  Dr.  A.  Wiegand.  Halle.  I»5ü. 
4.  4  Sgl. 

Die  Anregung  zu  dieser,  sehr  zweckmässigen  ^^^'^jS^ 
metrischen  und  trigonometrischen  Uebnngen  filr  Schäler  dw«^ 
tenden  und  deshalb  Lehrern  an  höheren  ünterrichtsangtaiteog; 
Beachtung  zu  empfehlenden  kleinen  Schrift  gab  der  in  der  Zeit»*«»* 
„The  Matheniatician"  zum  Beweise  hingestellte  Lebrsats: 

ff  the  radii  of  the  escribed  circles  of  »"yj'?!* 
trianglebein  harmonical  progression,  then  vrlil  «»* 
sides  of  the  triangle  be  in  arlthmetical  V^^^^^J^^^ 
welchen  der  Herr  Vf.  in  sehr  geschickter  Weise  *^®'"^{v  JSl 
mein  auszubeuten,  und  aus  demselben  viele  zweckmässige  UeM^ 
Sätze  und -Aufgaben  (Ör  SchQler  zu  ziehen  gevinisst  bat 

Pe    novo    systemate    coordinatarumn     ®'**a^o* 
matbexDatica  aiictore  G.  Stammer.    Bonnae.  1840*  9^ 

Das  neue  Coerdinatensystem ,  von  welchem  der  HerrVt^ 
dieser  Schrift  handelt,  wollen  wir  mit  seinen  ®I?J^*1.  *£ 
diarakterisiren ,  indem  wir  bemerken,  dass  sich  die  rigor  ^ 
Leser  selbst  leicht  wird  ergänzen  kOnnen. 

mA  puncto   fixo  F  in  circuli  circumferentia  A  F  ^J^Smu 

Juae  e  centro  6^  radio  CFz=R  descripta   est,  arcus  ^^,^  ä 
irectipne  opposita  ab^cind^mus  et  b  arcuum  extremitatMl  ^ 
B  tangentes  circuli  A3I,  BM  ducamus»  quae  sese  io  V^'^^L 
secabunt.     Quum  in    quovis    circumferentiae  puncto  una  ttf*|> 
tangens   duci    possit,  ^atet    punctum  M  unicum  seroper  ^^^^! 
igitur  arcubus  FA,  FB  perfecte  determinatum  tsae.    Vice  jrjj^ 
quum  e  puncto  M  extra  circulnm  iacente  duae  solom  tangei» 
strui  possint,    dato  puncto  ^perfecte  determinantur  arcus  i«'^' 
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BF,  qni  a  pouctb  contactii«  tangeafiitm  cum  puncto  fito  F  id- 
cluduntur.  Ita^oe  datis  centro  et  fadio  circuli  atque  puncto  fixo 
in  circumferentia  poslto,  quodcunque  punctum  extra  circuluni  si* 
tum»  duobus  arcubus  definiri  potest,  quibus  igitur  tanquaui  coor- 
dinatis  uti  licet.  Quas  novas  eoordinata«  circulares  vocemus 
et  litteris  {,  17  designeniua  ita  ut  £  arcum  FA  sint^trorsum  a 
pmetö  F  numtnituni ,  n  contra  arconi  FB  dextrorsum  defcriptum 
denotet    Punctum  fixnm  F  oHgo  roordinatarum  est/' 

E^  Ist  diese  Scbrift,  welche  wir  mit  vielem  Vergnügen  ge- 
lesen haben,  ein  neuer  Beweis  l^r  die  Richtigkeit  der  schon  in 
diesen  literarischen  Berichten  bei  verschiedenen  anderen  Gele- 
gMihelten  gemachten  Bemerkung,  die  aber  ursprünglich  haupt- 
sSchlicb  von  Pificker  hervorgehoben  und  auf  die  deutlichste 
Weise  ii's  Licht  gesetzt  worden  ist,  dass  neue  Coordinatensysteme 
last  immer  auch  zu  neuen  merkwürdigen  Sätzen  und  Relationen 
flliiren.  Es  verdient  daher  diese  Dissertation  der  Beachtung 
der    Leser   des  Archivs  empfohlen  zu  werden. 


Praktische  Cteometrie« 

V 

Verhandeling  over  de  Meetkundige  Inboudsvin- 
ding  der  Nederlandsche  Matendoor  F.  J.  Stamk  art, 
Mato.  Mag.  Phil.  Nat  Doct.,  Arroodissenients  •  Ijker 
t«  Amsterdam.    *8  Gravenbage.  1844.  8. 

Diese  freilich  schon  ftüher  erschicfnene  8chrift  ist  erst  jetzt 
za  unserer  Kenntniss  gelangt  Wir  halfen  dieselbe  jedoch  ftlr  In 
mehrfacher  Rücksicht  bemerkenswerth ,  nnd  machen  daher  noch 
jetzt  auf  dieselbe  aufmerksam.  ISIe  betrifft  eine  Terbesserung  der 
£anz  geometrischen  Methode,  wodurch  die  Nlederlündlschen  h»- 
EaHs-ldaa^ae,  seit  ihref  Einßihning»  gesetzlich  verifieirt  werden, 
and  zeigt,  wie  viel  diese  Methode  vor  einem  directen  Messen, 
mit  anderen  Inhalts -Maaasen,  den  s<M(enannt«:n  Standart -Maasseo, 
veraim  bat.  Bei  der  Anwendung  dieser  Methode  bedürfen  die 
Aieher  aar  VeriAdrimg  eines  lualts-Maasses  nichts  weiter  als 
eilige  nach  dem  Lftngenmaasse  (dem  Meter)  getbeilte  St&bchen« 
em  die  Durchmesser  und  Höhe  zu  messen.  Auch  in  allgemeiner 
mathematischer  Beziehung  ist  diese  Schrill  interessant,  wegen 
verschiedener  in  derselben  entwickelter  Nfiherungsformeln  zur 
FUchen-  und  Körperberechnung,  die  wohl  anderweitig  wenigstens 
■icht  in  dieser  Welse  gegeben  sein  dürften.  Wir  bemerken  dahernoch- 
mala,  dass  wir  namentlich  in  jetziger  Zeit,  wo  man  wohl  in  ver- 
schiedenen Ländern  bald  zu  neuen  Maassregulirungen  schreiten 
wird  oder  schon  geschritten  ist,  eine  besonoere  Hinweisung  auf 
diese  freilich  schon  vor  einigen  Jahren  erschienene  Schrift  fOr  an- 
gemessen und  zweckmässig  halten. 
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Zugleich  verbinden  wir  hiermit  noch  zwei  andere  frflher  er- 
schienene Abbaiidlangen  desselben  Herrn  Verfassers: 

Eenvoudig  roiddel  ter  uaauwkeurige  vergelijking 
van  Lengtematen  (Overgenomen  uit  den  Algemeenen 
Konst*en  Leiterbode.  No.  36.  van  het  Jaar  1839.) 

Das  Priocip  der  in  dieser  Schrift  entwiekelten  Methode 
stimmt  mit  der  des  Ffihlspiegels  von  Herrn  von  Steinheil, 
neuerdings  bekannt  gemacht  in  den  astronomischen  Nachrichten. 
Mr.  684.,  ganz  fiberein,  und  ist  auch  zur  Vergleichun^  von  Maas«- 
stäben  k  beut  angewandt.  Obschon  der  Herr  Vf.  die  Theile  des 
Apparats  nur  selbst,  ohne  Hülfe  eines  Runstiers,  verfertigt  kat, 
war    doch    die  Richtigkeit   des  Verfahrens    so    gross«   dass  die 

mittleren  Fehler  einiger  Vergleichungen  fnnQ ''*'"•   nicht    Aberstie* 

gen.  Die  Hinweisung  auf  diese  in  Deutschland  wohl  gar  nickt 
bekannte  Abhandlung  dürfte  daher  hier  gleichfalls  angememen 
erscheinen. 

Aanwijzing  eener  eenvoudige  mauier  van  Wegen- 
waardoor  de  fönten  der  Balansen  grootendels  onscha- 
delijk  gemaakt  worden,  neveus  beschrijving  eener 
Nienwe  Balans.  (Overgenomen  uit  den  Algemeenen 
Konst-en  Letterbode.  iNr.  51.,  52.  en  53.,  van  het  Jaar 
1844.) 

Diese  Schrift  giebt  eine  Beschreibung  einer  neuen  Weise  des 
Wieeens,  welche  hauptsächlich  darin  bestehet,  die  beiden  Schalen 
vor  der  Urowechselung  der  Gewichte  fest  zu  setzen,  oder,  bei  der 
Methode  Bardas  nur  die  eine  Schale,  wovon  das  Gewicht  se- 
wechselt  werden  soll.  Dieses  Princip  ist  angewendet  worden  bei 
einer  Wage,  welche  Herr  E.  T^enckeback  zu  Amsterdam  nach 
des  Herrn  Vfs.  Angabe  trefflich  verfertiget  hat ,  und  das  ResoHtt 
war,  bei  einer  wiederholten  Wiegung  von  1  Kilogr.,  ein  mittlerer 
Fehler  ftir  jede  Wiegung  t=z  ±^  0,5  Imlligr. ;  bei  einer  Wie^ung  von 
einem  Gewichte  von  5  Kilogr.  ein  mittlerer  Fehler  mr  jede 
Wieg.  =:±  0,7  Milligr.,  und  bei  einer  Wiegung  von  10  Kiiogr. 
ein  mittlerer  Fehler  emer  Wieg.  =±1,8  Milligr. 

Die  vieles  Trefliiche  enthaltende  holländische  mathematische 
und  physikalische  Literatur  ist  leider  fiir  uns  Deutsche  ordssten* 
theils  verschlossen,  was  wohl  zum  Theil  Schuld  des  Bndihan* 
dels  ist  Das  Archiv  hat  daher  schon  frfiher  Öfters  auf  Erseht 
nungen  in  holländischer  Sprache  gebflhrend  hingewiesen,  und 
wird  dies  auch  fernerhin  thnn ,  so  oft  sieh  Gelegenheit  dazu  im' 
bietet 
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.  Il  s  I;  r  o  n  o  m  i  e. 

Der  Bischof  SyDesins  von  Cyrene  als  Physiker  und  Astronom 
benrtheilt  nebst  der  ersten  deutschen  Uebersetzung  der  Rede  des 
Syoesius  de  dono  Astrolabii,  oder  über  das  Lob  der  Astro* 
nomie  mit  verbessertem  griechischen  Texte  herausgegeben  von 
Dr.  Bernhard  Kolbe.    Berlin.  1850.  8.  6  Sgl. 

Uranus.  OTPANOZ.  1850.  Zweites  Quartal  (April. 
Mai.  Juni.) 

Das  erste  Quartal  1850  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  LUl  S.  740. 
angezeigt,  und  gilt  Alles,  was  dort  gesagt  worden  ist,  auch  von 
diesem  Quartal.  Die  Zeitschrift  ist  für  einen  JedeiK  welcher  sich 
an  irgend  einem  Tage  zu  einer  an  demselben  vorfallenden  Hirn- 
roelserscheinung  vorbereiten  will,  im  höchsten  Grade  nützlich. 
Mancher  Liebhaber  der  Astronomie  wird  erst  in  den  gewöhnlichen 
Zeitungen  auf  eine  vorhandene  besonders  merkwürdige  Himmels- 
erscheinung  aufmerksam  gemacht  Hier  findet  er  Alles,  was  sich 
vorausberechnen  lässt,  beisammen  und  weiss  schon  ein  Viertel- 
jahr voraus«  was  nierkwflrdiges  am  Himmel  vorkommen  wird.  Kei- 
oer,  wer  sich  für  die  am  gestirnten  Himmel  vorfallenden  Begeben- 
heiten interessirt,  sollte  daher  die  Anschaffung  dieser  sehr  nOtz- 
lichen  Zeitschrifl  unterlassen. 

Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  auf  eine  Abhandlung  von 
Eocke:  Ueber  die  Auflösung  der  Kepler'schen  Glei* 
chung  in  dem  neuesten  Stücke  der  Astromischen  Nach- 
richten. Nn  714.  aufmerksam,  welche  ihre  Betrachtungen  an 
eine  geometrische  Construction  anschliesst,  und  zu  bemerkens* 
werthen  Resultaten  und  leichten  Rechnungsmethoden  fShrt  Uebri- 
gens  bemerkt  Encke  am  Schluss  seines  Aufsatzes  selbst,  dasa 
schon  Cassini  zu  ähnlichen  Resultaten  gelangt  sei,  wie  er 
nachtriglich  aus  Lalande's  Astronomie.  Ed.  111.  §.  1^48. 
gesehen  habe,  einem  Buche,  von  welchem  er  mit  Recht  säst, 
„dass  es  in  neuerer  Zeit  zu  wenig  benutzt  werde,  da  es  eifi  ms 
jetzt  noch  nicht  erreichtes  Muster  von  Vollständigkeit  für  seine 
Zeit  bleibe.'' 

Femer  findet  sich  in  Nr.  709  —  Nr.  712.  desselben  ausge- 
zekbneten  Journals  eine  sehr  bemerkenswerthe  Abhandlung:  Un- 
tersuchungen über  die  Convergenz  der  Reibe,  durch 
welche  das  Kepier'scheProblem  gelöst  wird,  von  Franz 
Carlini'%  welche  eine  durch  Herrn  Professor  C.  G.  J.  Jacobi 
veranstaltete  Uebersetzung  oder  vielmehr  Bearbeitung  und  Ver- 
vollständigung einer  fiHber  unter  dem  Titel:  Ricefche  sulla 
convergenza  della  serie  che  serve  alla  soluzione  dei 
p-robleroa  di  Keplero.  Memoria  di  Francesco  Carlini. 
Mllano.  1817.  erschienenen  merkwürdigen  Abhandlung  von  Car- 
•  ni  ist 
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Nautisches  Jahrbach  oder  vollstindige  Epheneri- 
den  Qod  Tafeln  fflr  das  Jahr  1852  zar  Bestimmang  der 
Lftoge,  Breite  aod  Zeit  zur  See  nach  astroDomlseben 
Beobachtongeo,  nebst  einer  Anleitung»  wie  die  erfor- 
derlichen Rechnungen  anzustellen  sind.  Unter  amt- 
licher Aufsicht  herausgegeben  von  Dr.  C.  Bremiker 
Plankammer:  Inspector  ImIfiConigl.  Preuss.  Mioisteriitt 
fOr  Handel  etc.    Berlin.  1850.  8.  15  8gr. 

Diese  nautischen  Ephemeriden  dürften  wohl  Alles  eothalteo, 
was  auf  der  See  zur  Anwendung  kommen  möchte,  und  die  Frage 
mGchte  nur  sein,  ob  zu  diesem  Zwecke  nicht  erne  noch  etwas 
grossere  Verkfirzung  zweckmässig  und  hinreichend  gewesen  sdo 
mochte,  etwa  nach  Anleitung  des  nach  unserer  Meiimng  sehr  aas* 
gezeichneten,  auch,  was  hier  nicht  unwesentlich  ist,  aai  sehr 
schönes  und  starkes  Papier  gedruckten  Nautischen  Almanacfis 
von  G.  F.  ürsin  (Literar.  Ber.  LI.  S.  708.).  DieZaijraiidl^Dg 
des  Meridians  von  Greenwich  kann  natffrHch  nur  gebilligt  werdeo, 
und  jede  andere  würde  hier  unzweckmftssig  getveseo  seni. 


Physik. 

Beiträge  zur  meteorologischen  Optik  ood  lu  vet* 
wandten  Wissenschaften.  lo  zwanglosen  ^^^^^%t^*li 
ausgegeben  von  Johann  August  Grunert  Erster  Tliol>- 
ViertesHeft.  Mitsechs  lithographirtea  Tafeln,  hetp- 
zig.  1850.  a 

Dieses  den  ersten  Theil  beschliessende  vierte  Heft  '*L^! 
träge  zur  meteorologischen  Optik  föhrt  auch  den  besonderen  i w"  - 

Die  Lichterscheinungen  der  Atmosphäre  ^^H^' 
steltt  und  erläutert  von  R.  Claasius.  Mit  «ecks  Ihbo- 
graphirfen  Tafeln.  Leipzig.  1860.  8.  und  hat,  wie  d«r  Ti- 
tel auch  schon  besagt,  den  Zweck,  eine  fibersichtliche,  P'^wT 
puläre,  wenigstens  auf  alles  mathematische  Formelwesen  ^^*^2[ 
tende  Darstellung  aller  in  das  Gebiet  der  meteorologischefl  t^j" 
gehörenden  Ersdieinungen  zu  liefern.  Eisentlicb  hätte  dw  ^ 
Schrift  mit  dieser  Abhandlung  beginnen  sollen ;  es  wair  ab^  *^ 
leicht,  einen  ganz  geeignete«  Schriftsteller  Ott  die  ^^^^^^Sii 
selben  zu  finden  und  zu  gewinnen,  und  so  erscheint  ^^^^r^^ISi 
am  Anfange,  jetzt  am  Schlüsse  des  ersten  Tbells  der  ^"^^aMr 
Wenn  auch  dem  Herausgeber  dieser  Zeitschrift  nicht  g''^^ 
hier  ein  Urtheii  über  die  voriieeende  Abhandlung  ftoszasprecDf|b 
80  hält  er  sich  doch  ffir  berechtigt,  darauf  hinzuweisen,  dass  v^ 
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ao  keinem  aedereii  Orte  alle  in  das  Gebiet  der  roeteerolo{|i8cheii 
Optik  gehrireedeo  ErecheiannMain  eo  Tolistäadiger  Waiee  wie  hier 
dargestellt  finden  wird,  und  weil  die  Darstellung,  wie  schon  eriaaert, 
auf  alles  mathematische  Formelwesen  verzichtet  hat,  so  giebt  sich 
der  Herausgeber  der  Hoffnung  hin»  dass  diese  Abhandlung  des 
om  die  meteorologische  Optik  schon  vielfach  verdienten  Herrn  Dr. 
Clausius  in  Berlin  flir  aUe,  welche  sich  Air  die  zum  Theil  so 
prachtvollen  Lichterscheinungen  in  der  Atmosphäre  interesiiireo,  — 
nnd  wer  sollte  dies  nicht  I  —  und  dieselben  nach  ihren  Grflnden 
keuaen  lernen  wellen»  die  reichste  Belehrung  darbieten,  und  die* 
selben  gewiss  auch  zur  Anstellung  eigener  sorgfältiger  Beobach- 
tungen aufmuntern  wird.  Wir  mOsseu  uns  hier  begnügen,  den 
reicnen  Inhalt  dieser  Abhandlung  nur  in  flbersichtlicher  Kflrze  an< 


zugeben:  Einleitung.—  Gestalt  des  Himmels.  -^Erschei- 

ngen,    welche  dur 
des  Lichts   in  der  Atmosphäre  bedingt  werden.    Schwft- 


nungen,    welche  durch  die   Absorption   und  Reflexion 


chung  des  Lichts  in  der  Atmosphäre.  Allgemeine  Tageshelle. 
Die  Däroroernng.  Die.  blaue  Farbe  des  Himmels  nnd  die  morgen- 
and  AbendrOthe.  Polarisation  des  Himmelslichtes.  —  Strahlen- 
brechung in  der  Atmosphäre.  Astronomische  nnd  terre- 
strische Strahlenbrechung  bei*m  gewöhnlichen  Zustande  der 
Atmosphäre.  Ungewöhnliche  Senkung  und  Hebung  des  Horizonts. 
Luftsnlej^elungen.  Fata  Morgana.  Das  Funkeln  der  Fixsterne.  — 
Erscneinungen,  welche  durch  fremde,  nur  unter  beson- 
deren Umständen  in  der  Atmosphäre  vorhandene  K5r- 
per  her  vorgebracht  werden.  Der  Regenbogen.  Der  Hof 
ndt  seinen  Nebenerseheinungea  (Nebeasonnen  etc.).  Die  Licht- 
kfänse  und  das  Nebelbild.  Das  Wasserziehen  der  Sonne.  — 
Das  Nordlicht 

Eine  grossere  Anzahl  sehr  8ch5n  ausgeführter  Figurentafeln 
tragen  sehr  zum  leichteren  und  besseren  Verständniss  dieser  Ab- 
handlung bei,  welche  wegen  ihrer  systematischen  Abfassung  and 
ihrer  Vollständigkeit  gewiss  auch  sehr  zweckmässig  als  Lehrbuch 
b^  mehr  populär  genaltenen  Vorlesungen  Aber  meteorologische 
Optik  wird  gebraucht  werden  können. 

Für  die  Fortsetzung  dieser  „Beiträse  zur  mateorologi- 
acben  Optik'*  und  auch  fiir  die  schon  rrüher  gelieferten  streng 
»atbeniatiBcb  gehaltenen  Abbaadungea  ist  die  vorliegende  Ab* 
bandlung  nameatKch  iaaolera  von  grosser  Wichtigkeit,  dass  sie 
die  genaue  Beschreibung  der  betreffenden  Erscbeinangen,  mit 
sorgfältiger  HervorhebuiM(  aller  bei  der  Theorie  hauptsäcblicfa  zu 
beachtender  Umstände  derselben  enthält,  bo  dass  also  in  dieser 
Beziehung  bei  den  die  strenge  mathematische  Theorie  der  Erschein 
ntmgen  liefernden  Abhandlungen  stets  auf  die  vorliegende  Abhaad- 
klag  Bezug  aeaemmen  werden  kann,  was  natOrlich  der  Kflrze 
sehr  fikderiid  ist. 

Die  Miscellen  (Nr.  IX.)  in  diesem  Hefte  enthalten  noch  eine 
von  dem  Schulamts-Kandidaten  Herrn  W.  Sokleaieke  in  Berlin 
mi^theilte  interessante  literarische  Notiz,  durch  welche  die  in  der 
Abhandlung  Nr.  V.*)  S.  263.  ausgesprochene  Vermuthung,  dass 
auch  bei  Lacaille  s   Dämmernngsbeobachtungen ,   nicht  weniger 

*)    S.  463.  stehe  durch  eioen  Druckfehler  Nr.  Ml    atatC  Nr.  V. 
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al8  bei  den  Lamberts  eben  Beobachtanffen ,  das  Zodiakalildit 
eine  grosse  Rolle  gespielt  baben  mag,  auf  die  voUstindigste  Weise 
bestätigt  wird. 


Vermischte  Schrlfflen. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr,  LUIS. 
727.) 

(Die  Hefte  1849.  Aaguat  und  September,  sind  on«  leider,  wahruhen- 
lich  durch  ein  Versehen,  bis  jetzt  nocli  nibht  sagegaageo;  daher  vir 
deren  Anzeige  späterhin  nachliefern  werden.) 

Jahrgang  1849.  October-fleft.  S.  156.  Doppler:  üeber 
ein  Mittel,  die  Spannkraft  des  Wasserdampfes  der  cömprimirtro 
oder  der  erwärmten  Luft  durch  das  Gehör  zu  bestiromeii.  —  S. 
165.  Petrina:  Einfluss  der  Entfernung  des  Polardrahtes  von  4er . 
Magnetnadel  auf  das  Maximum  ihrer  Ablenkung.  —  S»  185.  San- 
tini:  Mittheilung  über  den  von  Gasparis  zu  Neapel  neu eatdeck- 
ten  Planeten.  —  S.  187.  Kapeller*s  Verbesserung  der  Baro- 
meter.— S.  188.  Kunzek:  üeber  Beobachtungen  der  Vegetetions- 
dauer  der  Kulturpflanzen.  -  S.  189,  Re is sen berger:  üeber- 
sieht  aller  bis  nun  theiis  trigonometrisch,  theils  barometriäGD  oe- 


mann's  Satz  über  die  Lösung  des  Pothenot'schen  Probiems*^ 
S.  230.  ü  n  g  e  r :  Mikroskopische  Untersuchung  des  atmospWw- 
sehen  Staubes  von  Gratz.  —  S.  238.  Boue:  ^Mittheilung  öp» 
einen  anomalen  Regenbosen.  —  S.  239.  Doppler:  lieber  eine 
meikwiirdige  in  Oesterreich  aufgefundene  gelatinöse  Substaoz. — 
S.  266.  Bouö:  üeber  die  äusseren  Formen  der  Erdoberfladw 
und  ihre  Ursachen.  —  S.  295.  Sehr  Otter:  Bericht  ober  die  cfce- 
ntlsche  Beschaffenheit  einer  unter  einem  Torflager  bei  Aussee  ge- 
fundenen gdatinösenSubstanz.  —  S.  285.  Haidinger:  BericM 
über  denselben  Gegenstand  (Dopplerit).  —  S.  *2w.  B^*^'' 
Commissionsbericht  über  die  Verhandlungen  zur  FeststeÜHOg  W^ 
and  bequemer  Branntweinwagen.  —  S.  3(Ö.  Grutachten  der  vW»- 
mission.  -  S.  304.  Stampfer:  Zur  BegrQndung  des  Com«»- 
sionsvorschlages.  -  S.  316.  Brücke:  Mittheilung  ober  KeiW- 
^ng  von  Aräometern  aus  Glas.  —  S.  329.  Kunzek:  ^"5 
sionsbericht  bezüglich  der  Brücken  wagen  von  Roll^' nndS«'^ 
guö.  —  S.  331.  Aren  stein:  Eisverbältnisse  der  Donau,  beobai^ 
in  Pesth  in  den  Jahren  iS^V^a  und  18*%g  (Mit  einer  gt«f«7. 
Anzahl  interessanter  FigurenUTeln.).  --  S.  336.  Baiingar^*^^' 
üeber  Ofenheim's  Photometer. 
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liVI. 

jüterariüclier   BerlcHt 


[ 


Arithmetik. 

Versuch  einer  richtigen  Lehre  vonder  Realitfit  der 
•rgeblich  imaginärenGrSssen  der  Algebra»  odereiner 
»nKidlehre  von  der  Ablenkung  algebraischer  GrOesen- 
tiemiehungen,  'uniernoromen  von  Wilhelm  Matzka,  Dr. 
\  4er  Phtl.,  k.  k.  ordentl.  Professor  der  Mathematik  und 
.^praktischen   Geometrie   an    dem  k.  böhm.    ständischen 

f polytechnischen  Institute  zu  Prag.    Mit  drei  Figuren- 
afein.    Prag.    1850.    4. 

"  Dass  man  die  Lehre  von  dem  IroaeinSren  in  der  Mathematik 

ht  neuerer  Zeit  aus  neuen  Gesichtspunkten  darzustellen  versucht 
»  Mt^  ist  den  Lesern  des  Archivs  schon  aus  dieser  Zeitschrift 
iMibst,  welche  mehrere  den  betreffenden  Gegenstand  in's  Auge 
flUMtende  Abbandlungen  enthält,  hinreichend  bekannt.  Keineswegs 
durften  aber  nach  unserer  Ansicht  die  Acten  tiber  diesen  Gegen- 
stand schon  als  geschlossen  zu  betrachten  sein,  und  jede  Schrift, 
wek^e  neue  Aussiebten  auf  diesem  im  Ganzen  noch  wenig  aoge* 
baiff^n  Felde  eröffnet,  hat  schon  deshalb  Anspruch  auf  besondere 
Beachtung.  Die  vorliegende  Schrift  des  schon  durrh  viele  scharf- 
«annifl^e  Arbeiten  bekannten  Herrn  Verfassers  ist  wghl  das  aus* 
filhrlichste  bis  jetzt  über  diesen  Gegenstand  erschienene  Werk, 
nod  liefert  eine  ausftihrliche  systematische  Behandluns  desselben 
nach  den  eigenthOmlichen  Ansichten  des  Herrn  Vertassers,  an 
welcher  wir  namentlich  auch  den  dabei  aulgewandten  philosophi* 
sehen  Scharfsinn  besonders  rühmend  hervorheben  müssen.  Eine 
ansTShrliche  Kritik  dieses  verdienstlichen  Werkes  würde  den  Raum, 
welchen  diese    literarischen  Berichte  uns  darbieten,    bei  Weitem 

Band  XV.  M 
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Qberschreiten,  and  wir  müssen  uns  daher,  ausser  einer  nochmsH- 

Sen,    aus   ?oUkoniinenster  Ueberzeugung  geflossenen  Empfehlong 
esselben  zu  sorgfältigster  Beachtung»    mit  der  folgenden  allge- 
meinen Angabe  seines  Inhalts  begnügen: 

Einleitung.    Erstes  Hauptstück     Grundzüge  der  Lehre 
vom  Gegensatze  algebrais^cher  Beziehungen  der  Grossen.    Zwei- 
tes   Hauptstück.     Grundlinien  der  Lehre  von   den    imaginären 
Grossen,  oder  vielmehr  von  der  Abweichung  algebraischer  Bezie* 
hungen  der  Grossen.    Drittes   Uauptstück.    Weitere  Aoseln* 
andersetzung  der  Lehre   von  den  abweichenden  Beziehungen  der 
Wurzeln.  A.  Vieldeutigkeit  der  Beziehungen  der  Wurzeln.  B.  Be* 
sondere  Betrachtung  der  elusiven  und  transversiven  Beziehunsen, 
aU  jener  der  zweiten  Wurzeln  aus  negativ  beziehlichen  ZabieD. 
Viertes   Haupt  stück.    Das  Potenziren  nach  transversiv  bezieh- 
lichen Exponenten.   Fünftes  Hauptstück.     Zeichnende  Darstel- 
lung abweichender  Beziehungen  von  Raumgrossen  und  graphische 
Erläuterung  des  Rechnens  mit  abweichend,    insbesondere  mit  ge- 
kreuzt beziehlichen  oder  complexen  bestimmten  Grossen  und  Zah- 
len.   Einleitung.'   A.  Ablenkende  Beziehung  der  Strecken.    B.  Ab- 
lenkende   Beziehung    der   Winkel    und    der     sie    bestimmenden 
Kreisbogen.    C.    Ablenkende  Beziehungen  der   ebenen  Flä- 
#  eben  (Figuren).     D.  Gedrängte  Zusammenstellung  der  bisherigen 
Leistungen  der  Mathematiker    in  der  geometriscnen  Construction 
der  s.  g.  imaginären  Grössen    (Heinrich  Kühn.  1736  und  1750.  — 
Bu^e.  1806.  —    C.  V.  Mourey.   1828.  -     John  Warren.  1828.  — 
Karl  Friedrich   Gauss.    1831.  —   Anhänger    und   Nachahmer  der 
Gaussischen  Lehre:    W.  M.  Drobisch,  Prof.  zu  Leipzig.    G.  W. 
Müller,  Major  zu  Hannover.    C.  A.  Bretschneider ,  Professor  zn 
Gotha.    Dr.  Theodor  Wittstein  zu  Hannover.    L.  Ballauf,  Lehrer 
der  Mathem.  zu   Varel.    H.   B.   Lübsen.    J.  C.  Ullher,    Prof.  zu 
Nürnberg.    Heiur.  SchefOer  zu  Helmstädt.    Franz  Moth,  Prof.  zn 
Linz.  J.  Arnstein,  Prof.   zu  Pesth.  —  W.  R.  Hamilton.  1844-47. 
—  Man  sieht  aus  diesem  Abschnitte,    wie  genau  der  Herr  Ver- 
fasser auch  mit  den  Leistungen  seiner  Vorgänger  bekannt  ist,  und 
nirgends  wird   man   eine  so  vollständige  una  schone  (Jebersicht 
derselben  wie  hier  finden.  —    Sechstes   HaOptstOck.    Zeich- 
nende Darstellung  der  Gleichungen  des  Zusammenhanges  gleich- 
zeitig veränderlicher,  complexer  oder  in  ablenkenden  Beziehungen 
vorkommender  Zahlen.  —   Siebentes  Hauptstück.    Auslc^ng 
der  Gleichungen  de's  Zusammenhanges  allgemeiner  Zahlen,    wenn 
einige  oder  alle  solche  Zahlen  complex  —  ablenkend  bezieblich  — 
werden. 

Möge  dieses  scharfsinnige  und  gelehrte  Werk  die  allseitigste 
Beachtung,  welche  es  gewiss  recht  sehr  verdient,  in  reichstem 
Maasse  finden! 

Die  Grabekassen.  Ihre  Einrichtung  und  Verwal- 
tung, so  wie  die  Reorganisation  der  bestehenden  feh- 
lerhaften Institute.  Im  Auftrage  der  ko^igl.  sächs. 
Regierung  verfasst  von  Dr.  Carl  Heyni,  Lehrer  der  irfa- 
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thematik    und    der   Natiir^rissenschaften    an   der   Tho- 
masschule  zu  Leipzig.  Leipzig.  1850.  8. 

Diese  sehr  deutlich  verfasste  Schrift,  n eiche  auf  die  Aiiiren- 
dong  alles  aoalytiscbeii  Caiculs  verzichtet,  und  sich  bloss  der 
gemeinen  Arithmetik,  ohne  naturlich  die  Decimalbruche  auszu- 
schRessen,  bedient»  verdient  allen  denen,  welche  sich  über  die 
genannten  Institute  deutliche  Begriffe  verschaffen  wollen,  recht 
sehr  empfohlen  zu  werden,  und  wir  bahnen  dieselbe  mit  Vergnügen 
gelesen.  Auch  ist  in  derselben  Alles  durch  Beispiele  belegt  und 
erläutert,  und  die  kunigl.  sächs.  Regierung,  sowie  der  Herr  Ver- 
fasser, verdienen  jedenfalls  Dank,  dass  sie  durch  dieselbe  aber 
die  genannten  Institute,  welche  hauptsächlich  von  dem  gewöhnli- 
cheren Handwerkerstande  in's  Leben  gerufen  zu  werden  pflegen 
and  leider  nur  zu  oft  schlecht  genug  eingerichtet  sind,  richtige 
Begriffe  zu  verbreiten  sich  haben  angelegen  sein  lassen.  Da  Le- 
bensversicherungsanstalten  principiell  von  den  Grabekassen  nicht 
wesentlich  verschieden  sindf,  so  dürfte  das  Sehriftchen  auch  denen, 
die  fiber  erstere  sich  einen  klaren  Begriff  verschaffen  wollen,  zur 
Beachtung  zu  empfehlen  sein. 


Oeometrie. 

Geometrische  Aufgaben  von  Miles  Bland.  Nach  der 
vierten  englischen  Originalausgabe  für  das  Bedörf- 
niss  deutscher  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr. 
August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu 
Halle.   Mit  434  Figuren.    Halle.    1850.    8. 

Der  Herr  Uebersetzer  hat  sich  durch  die  Verpflanzung  dieser 
in  England  sehr  beliebten  Sammlung  eeometrischer  Aufgaben 
(Geometrical  Problems,  by  Miles  Bland)  auf  deutschen 
Boden  ein  Verdienst  erworben,  und  das  Buch  verdient  jedenfalls 
aUgemeiner  bekannt  zu  werden.  Die  Aufgaben  selbst  sind  mit 
kleinerer  Schrift  vorangedruckt,  und  dann  folgen  die  Auflösungen. 
Der  Inhalt  ist  folgender:  Erster  Abschnitt  Gerade  Linien  und 
Winkel.  34  Angaben.  Zweiter  Abschnitt.  Gerade  Linien  und 
Kreise.  100  Aufgaben.  Dritter  Abschnitt.  Gerade  Linien  und 
Dreiecke.  43  Aufgaben.  Vierter  Abschnitt.  Parallelogramme 
und  Polygone  überhaupt.  50  Aufgaben.  Fünfter  Abschnitt. 
Aufgaben  über  Transversalen.  47  Aufgaben.  Sechster  Abschnitt. 
CoDstruction  von  Figuren  für  sich  sowohl,  als  in  und  um  andere. 
72  Aufgaben.  Siebente/  Abschnitt.  Eigenschaften  der  in  und 
nm  Kreise  beschriebenen' Dreiecke.  43  Aufgaben.  Achter  Ab- 
schnitt. Quadrate  und  Rechtecke  von  Linien  in  Verbindung  mit 
Kreisen.  39  Aufgaben.  Neunter  Abschnitt.  Construction  von 
Dreiecken.    46  Aufgaben. 

Die  Lösung  der  gestellten  Aufgaben  setzt  nur  die  Elemente 
Euklid's  voraus,  und  es  wird,  wie  dies  in  England  allgemein  gt- 
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br&achlich  ist»  auch  nur  auf  diese  verwiesen.  Die  Resultate  der 
neueren  Geometrie  sind  nur  massig  benutzt ,  wofilr  in  üeutscbbuNi 
mehrere  andere  neuerlich  erschienene  Schriften  reichlichen  Ersati 
darbieten.  Dass  der  Herr  üebersetzer  die  bei  dem  Original  he- 
findtichen  „Elemente  der  Trigonometrie''  weggelassen  hat« 
Ist  ganz  recht.  Die  „Algebraical  Problems  by  Miles 
Bland''  sind  früher  schon  von  Herrn  Rector  Dr.  Nagel  Aber- 
setzt  und  in  diesen  literarischen  Berichten  angezeigt  worden. 


€teodä9ie. 

G.  Fuss,  A.  Sawitsch  und  G.  Sabler:  Beschreibung  der 
zur  Ermittelung  des  Höhenunterschiedes  zwischen  dem  Schwaiaen 
und  Caspischen  Meere  mit  allerhöchster  Genehmigung  auf  Veran- 
staltung der  kaiserlichen  Akademie  der  ^VissenscbdUen  In  den 
Jahren  1836  und  1837  ausgeführten  Messungen,  nach  den  Tage» 
büchern  und  den  Beschreibuneen  der  drei  Beobachter  zusammen- 
gestellt von  Sabler.  Im  Auirrage  der  Akademie  herauspegeb^i 
von  W.  Struve.  (Vorangestellt  ist  der  an  die  Akademie  abge- 
stattete kritische  Bericht  des  Herausgebers.).  8t.  Petersburg.  18l9. 
4.    7  Thir.  23  Sgr. 

(Wir  hoffen  apäter  auf  dietea  wichtige  Werk  xarttcksukomam.). 


Praktische  Mechanik. 

Der  Bau  der  Kettenbrücken,  begründet  auf  die  Ge- 
setze des  Gleichgewichts  der  dabei  in  Wechselwirkung 
tretenden  Kräfte,  und  bearbeitet  für  das  praktische 
Bedfirfniss  ohne  Hilfe  der  Differential-  und  Integral* 
Rechnung  von  Ferdinand  Uoffmann«  Eisenbahn-Bau- 
Inspector  der  k.  k.  General-Bau-Dtrection  Im  h.  Ostr. 
Mioisterium  ffir  Handel,  Gewerbe  und  Öffentliche  Baa- 
ten.  Mit  7  Kupfertafeln.  Wien.  tS60.  S.  1  Thlr. 
15  Sgr. 

Dieses  nach  Mavier's  Rapport  et  M^moires  sur  les 
ponts  suspendus.  Paris.  182a.,  worin  aber  die  höhere  Ana- 
lysis  angewandt  wird,  bearbeitete  Werk  scheint  ein  recht  gutes» 
namentlich  auch  Praktikern  zu  empfehlendes  Buch  zu^sein,  wel- 
ches das  leistet,  was  sein  Titel  verspricht.  Wer  indess  die  höhere 
Analysis  und  Mechanik  kennt,  wird  freilich  gerade  bei  diesem 
Gegenstande  lieber  nach  einer  deren  Hülfe  in  Anspruch  nehn^en* 
den  Schrift  greifen,  was  aber  den  Werth  der  vorliegenden  Scbrifl 
iiir  Praktiker  natürlich  keineswegs  beeinträchtigt 
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Optik. 

Zwei  weitere  Abhandlunffen  auH  dem  Gebiete  der 
Optik.  1.  Ueber  die  Anzahlder  möglichen  Gesichts- 
wabrnebmungeo.  2.  Versvch  einer  systematischen  Clas- 
sification der  Farben.  Von  Christian  Doppler.  Prag. 
1848.    4.    12  Sgr. 

#*  Leider  gestatten  diese  beiden  interessanten  Abband lungen 
•Inen  Auszug  hier  nicht  Der  Herr  Verfasser  hat  sich  aber  schon 
Au'ch  so  viele  scharfsinnige  Untersuchungen  auf  demselben  Ge- 
Imte  bekannt  gemacht,  dass  die  Leser  des  Archivs  gewiss  nicht 
iMterlassen  werden,  auch  ron  diesen  beiden  mehrfaches  Interesse 
darbietenden  Abhandlungen  nähere  Kenntniss  zu  nehmen. 


Physik. 

Magnetische  und  geographiscbeOrtsbestimmungen 
im  österreicbischen  Kaiserstaate,  aussefübrt  von  (Tarl 
Kreil,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  u.  s.  w.  und 
Karl  Fritsch»  k.  k.  Conceptspraktikanteu  u.  s.  w. 
Zweiter  Jahrgang  1847.  Prag.  1849.  4.  2  Thir.  20  Sgr. 

Der  erste  Jahrgang  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  LL  S.  712.  an- 
gezeigt worden.  Der  vorliegende  zweite  Jahrgang  enthält  Oe- 
sterreicb  unter  der  Enns,  Steiermark,  Illyrien,  Küstenland,  das 
Tenetianische  Königreich,  Dalmatien. 

Die  Ausdauer  und  der  Fleiss  der  Herrn  Verfasser  nehmen 
unsere  vollste  Bewunderung  in  Anspruch. 

Geographische  Naturkunde  oder  Grundsflge  eiiker 
Allgemeinen  Naturgeschichte  der  drei  Reiche  mit  »phy* 
siognomischerSchilderung  der  Erdoberfläche  von  Dr. 
Wilhelm  Ebel.  Erste  Abtheilung:  Plan  der  geogra* 
pbischen  Naturkunde.  Zweite  Abtheilung:  Geographi- 
sche Naturkunde  von  Island.  Mit  14  zum  Theii  colo- 
rirten  Karten  und  Tafeln.  Königsberg.  1850.  8.  2  Thlr. 
7V.  Sgr. 


Termischte  Schriften. 

Sitzungsberichte    der  Kaiserlichen  Akademie   der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.Liter.  Her.  Nr.  LV.  S.  76  a). 

Jahrgang  1850.    Erste  Abth.    (JännerO-    S.  3.   San- 
üpi:  Ueber  den  neu  entdeckten  Planeten  Hygea.  --*  S«  11.  Mar- 
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tin:  Uebcr  Photographie.  —  S.  18.  Fritcich:   Resultate  aus  deo 
Beobachtungen  ober  jene  Pflanzen,  deren  Blumenkronen  8icb  Ute- 
lieh  periodisch  offnen  und  schliessen.  —   S.  34.  Stampfer:  Ab- 
handlung über  die  Farbenzersetzung  der  Atmosphäre.  — «  Koller: 
Vortrag  über  Fe II Ockers  Sternkarte.  -   S.I37.  Pierre:  Einige 
Bemerkungen    über  magnetische  und  diamagnetische  Erscheiniui- 
Zeo.  —    S.  59.    Bouö:    Ueber   die  Geologie  der  Erdoberflädbe  lo 
lÜiicksicht    auf  die   Vertheilung  der  Temperatur,    der  A^roHdbeii 
und- der  Oceane.  —  S.  131.  Vveisse:    Uebersicht  der  meteorofo- 
gischen  Beobachtungen  an  der  Krakauer  Sternwarte  während  des 
Jahres  1849.  — 

(Au«  deo  „Sitsung«-Pro  tok  ollen  der  zur  Leitang  de« 
meteorologitchen  Unternehmen«  bestellten  Commistioii^' 
hebe  ich  für  Lehnin8(alten  und  solche,  die  tich  mit  roagnetitcheo  Beob* 
Hchtiingen  betchaftigien  wollen,  hervor,  da««  in  Prag  Apparate lo  Variation«- 
beobuchtnngen  für  Declination  und  horizontale  Intensität  nach  Angabe  desDir- 
ector«  der  dortigen  Sternwarte,  Herrn  KreiTt,  zu  dem  äasterst  geriDg-em 
Freite  Ton  100  Fl.  C.  M.  (etwa  69,  9  Thir.)  verfertigt  werden,  welche  voll- 
kommen  tcharfe  Resultate  zu  liefern  geeignet  sind.  Ferner  werden  von 
einem  jungen  geschickten  Künstler,  Herrn  Nicolas,  dw  sich  in  Loodoa 
mehrere  Jahre  mit  der  höheren  Uhrmacherkunst  befasst  und  sich  jetzt 
in  Senftenberg,  weil  er  sich  dort  in  der  Nähe  einer  Sternwarte ,  die  ihm 
für  seine  Zwecke  grosse  Vortheile  gewährt,  befindet,  ansässig  gemacht 
hat,  nach  Herrn  Uirector  KreiPs  Urtheile  hinlänglich  gut  gehende 
Chronometer  su  dem  äusserst  geringen  Preise  Ton  140  Fl.  G.  M.  (etwa 
97,  9  ThIr.)  angefertigt.  Je  mehr  die  Verbreitung  hinreichend  gat 
gehender  Chronometer  unter  allen ,  die  sich  mit  genaue  Zeithestimman- 
gen  erfordernden  Beobachtungen  beschäftigen,  %u  wünschen  Ist»  desto 
mehr  yerdienen  solche  Gelegenheiten ,  durch  welche  man  in  den  Beaits 
einer  guten  Uhr  gelangen  kann,  bekannt  gemacht  und  empfohlen  su 
werden ,  namentlich  auch  Lehranstalten ,  selbst  schon  des  physikalischen 
.  Unterricht^ wegen.  Und  der  Preis  von  97,9  ThIr.  iiit  ja  «o  niedrig, 
/^  >dliss'  m^  last  so  viel  schon  für  eine  gute  Taschenuhr  amgebea  mos«* 
]^Auf  den  leeren  Tand  eines  goldenen  Gehäusus  werden  Mathematiker  and 
Physiker  gewiss  gern  Tercichten,  wenn  sie  nur  in  dem  Besitte  eine« 
guten,  den  an  einen  Chronometer  zn  machenden  Ansprüchen  genügenden 
Werks  sich  befinden,  wobei  wir  Toranssetzen ,  dass  die  Ton  Herrn  Ni> 
CO  las  Terfertigten  Chronometer  Taschen  Chronometer  (keine  Dosen- 
chronometer) sind,  was  a.  a.  O.  nicht  besonders  bemerkt  ist.  Herr  Di- 
rector  Kr  eil  an  der  Sternwarte  in  Prag  wird  gewiss  die  Bestellung  nnd 
Prüfung  Tor  der  Absendnng  gern  übernehmen,  wenn  man  sich  deshalb 
an  ihn  wendet.  Wir  haben  uns  verpflichtet  gehalten ,  das  Archiv  tn  be- 
nutzen ,  das  Obige  zur  Kenntniss  seiner  Leser  zu  bringen ,  nnd  denselben 
diese  schöne  Gelegenheit,^  sich  auf  sehr  wohlfeile  Weise  in  den  Besits 
guter  Instrumente  zu  setzen,  zu  empfehlen.  G.) 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  (Februar.;.  S.  134. 
Stampfer:  Ueber  das  neue  Planimeter  des  Ingenieurs  Caspar 
Wetlr^u  Zürich.  (Wir  müssen  alle  Geodäten  auf  diesen  in  jeder 
Beziehung  höchst  lehrreichen  Aufsatz  des  Herrn  Prof.  Staropfer 
dringend  aufmerksam  machen ,  weil  in  demselben  das  von  Herrn 
Caspar  Wetli  in  Zürich  neuerlich  erfundene,  sehr  sinnreich 
ausgedachte  Planimeter.  ein  Instrument  zur  leichten  Ermittelung 
des  Flächeninhalts  gegebener  Figuren,  sehr  gründlich  untersucht, 
and  in  Folge  dieser  Gntersucbung  für  den  praktischen  Gebrauch 
dringend   empfohlen   wird.    Für  alle  Mathematiker  ist  diese« /hi- 
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strumeot  noch  besonders  in  sofern  hOcbst  interessant ,  -  weil  das- 
selbe eigentlich  ein  allgemeines  mechanisches  Hfilfsmittel  zur 
leichten  Ermittelung  des  Wcrths  des  bestimmten  Integrals 


/    ydx=:  j    f(x)dx 


darbietet.  Der  Werkmeister  Herr  C.  Starke  am  polytechnischen 
Institute  zu  Wien  hat  in  Gesellschaft  mit  Herrn  Wetli  ein  Pri- 
i^ilegium  attf  die  Verfertigung  solcher  Planimeter  im  Bereiche  des 
österreichischen  Kaiserstaates  erworben ;  der  Preis  ist  aber  in  dem 
Aufsatze  des  Herrn  Professor  Stampfer,  den  wir  nach  von  Sei- 
ten des  Herrn  Verfassers  erhaltener  Crlaubniss  den  Lesern  des 
Archivs  kunftis  vollständig  mitzutheilen  hoffen,  nicht  angegeben. 
Jedenfalls  verdient  die  schöne  und  sinnreiche  Idee,  aus  welcher 
diese  neue Erflodung  hervorgegangen  ist:  nämlich  das  Integral 


^3*=  /     f{x)da: 


in  aller  Strenge  mechanisch  darzustellen,  alle  Aufmerk- 
samkeit, und  das  Instrument  selbst  die  dringendste  Empfehlung 
und  weiteste  Verbreitung;  denn  Jeder,  wer  sich  irgend  mit  prak- 
tischen geometrischen  Arbeiten  zu  beschäftigen  Gelegenheit  oder 
Veranlassung  hatte,  weiss,  wie  zeitraubend  und  miihselig  die 
Flächenberecbnung  ist,  wenn  der  Plan,  auf  welchem  dieselbe  vor- 
genommen werden  muss,  nur  einigemiassen  gross  und  complicirt 
ist)—  ^  ^-^    ^ 

Als  besonderes  Werk  ist  den  Sitzungsberichten  def 
lichjen  Akademie  die   folgende  ziemlich  umfangreiche  Schril 
Seiten  mit   einer  grossen  Anzahl  von  hauptsächrich  Abbildungen^ 
von  Instrumenten  enthaltenden  Figuren  tafeln)  beigegeben: 

Entwurt  eines  meteorologischen  Beobachtungs- 
Systems  für  die  österreichische  Monarchie.  Mit  15  Ta- 
feln. Nebst  einem  Anhange,  enthaltend  die  Beschrei- 
bung der  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  aufgestell- 
ten Autographen-Instrumente:  Windfahne,  W^inddruck- 
messer,  Kegen-  und  Schneemesser.  Mit  2- Tafeln.  Von 
Carl  Kreil,  Director  der  k.  k.  Universitäts-Sternwarte 
,    zu  Prag.    Wien.    1850.    8. 

^  In  Verbindung  mit  dem  in  dem  3ten  Hefte  der  Sitzungs- 
berichte (S.  58. —  iS.  95.)  abgedruckten  Aufsatze  desselben  Herrn 
Vfs.  ^den  die  Leser  des  Archivs  in  dieser  Schrift  eine  höchst 
lehrMme  Anleitung  zu  allen  Arten  meteorolosiscber  und  flagne- 
tiseber) Beobachtungen ,  so  wie  auch  zu  den  damit  zu  verbinden- 
den astronomischen  Beobachtungen  in  Betreff  der  Bestimmung 
der  Zeit,  der  Breite  und  des  Azimuths,  so  dass  wir  allen  denen, 
welche  sich  mit  derartigen  Beobachtungen  zu  beschältigen  die  Ab- 
sicht haben,  jetzt  in  der  That  keinen  besseren  Wegweiser  empfeh- 
len kunneo  als  die  vorliesende  Schrift,  welcher  die  weiteste  Ver- 
breitung  in  jeder  Beziehung  sehr  zu   wünschen  ist.    Die  Leser 
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fioden  hl  derselben  die  Beobachtvingen ,  wetcbej^ie  in  den  Kreia 
ihrer .Thätigkeit  zu  ziehen  haben,  narohad  geni^«»fat^  die  erforder- 
lichen Instrumente  (unter  denen  viele  neue  sinnreich  ausgedacbte 
«ich  befinden  5  was  namentlich  auch^▼on  den  Autographen-lnstni- 
menten  gilt)  sämnitlich  sehr  genau  beschrieben  und  abgebildet» 
die  besten  Beobachtungsmethoden  ^  die  am  meisten  zu  empfeh- 
lenden Berechnunesmetboden  deutlich  ausein&ndetgesetzt-und,  wo 
es  nüthig  ist,  vollständig  analytisch  entwickelt,  so  wie  endlich 
auch  eine  Sammlung  seht.  z^e<^kinäs5i^^r,  di^  RecV>uiifi  abkür- 
zender Tafeln.  Man  hat  sich  daher*  nicht  etwa  Hier  falschen  Mei- 
nung, die  vielleicht  durch  den  Titel  veraoiasat  werden  k5nnte, 
hinzugeben ,  als  wenn  diese  »Sehrift^  bloss  für  den  Österreichischen 
Kaiserstaat  wichtig  und  interessant  wäre;  keineswegs  ist  dies  der 
Fall,  sie  ist  vielmehr,  wie  schon  bemerkt  worden  ist,  eine  ganz 
allgemeine  sehr  vollständige  und  deutliche  Anweisung  zur  An- 
stellung aller  Arten  meteorologischer  und  ma&netischer  Beobach- 
tungen, so  wie  auch  zu  den  damit  nothwendig  zu  verbindenden 
astronomischen  Beobachtungen,  der  eben  desnalb  die  weiteste 
Verbreitung  unter  Allen ,  die  mit  Erfolg  sich  mit  dergleichen  Beoh- 
achtangen  nescbäftigen  wollen,  sehr  zu  wQ^chen  ist. 
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